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В докладе анализируется альтернансная форма условий оптимальности
для минимаксных задач с ограничениями-неравенствами.

1
◦. Рассмотрим экстремальную задачу: минимизировать функцию

ϕ(X) = max
t∈D

f(X, t),

зависящую от X ∈ R
n, при ограничениях

hj(X) 6 0, j ∈ M.

Ограничения определяют множество планов Ω. Предполагается, что функ-
ции hj(X) непрерывно дифференцируемы на R

n, а функция f(X, t) непрерыв-
на вместе с f ′

X(X, t) на декартовом произведении Ω′ ×D, где Ω′ — некоторое
открытое множество, содержащее Ω, и D — метрический компакт.

При X ∈ Ω положим

R(X) =
{

t ∈ D | f(X, t) = ϕ(X)
}

,

J(X) =
{

j ∈ M | hj(X) = 0
}

.

Обозначим N = 1 : n. Напомним определение альтернанса [1, с. 351].
Говорят, что план X∗ ∈ Ω обладает (r + 1)-альтернансом (r ∈ 0 : n), если

найдутся точки максимума

t0, t1, . . . , tp из R(X∗)

и индексы активных ограничений

j1, . . . , jq из J(X∗),
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где p > 0, q > 0, p+ q = r, такие, что векторы Vi[N ], i ∈ 0 : r, вида

Vi[N ] = f ′
X(X

∗, ti), i ∈ 0 : p,

Vp+k[N ] = h′
jk
(X∗), k ∈ 1 : q,

удовлетворяют следующим условиям:

1) они линейно зависимы;

2) существует подмножество N ′ ⊂ N , состоящее из r индексов, такое, что
для всех i ∈ 0 : r определители r-го порядка ∆i, составленные из столб-
цов

V0[N
′], . . . , Vi−1[N

′], Vi+1[N
′], . . . , Vr[N

′],

отличны от нуля и имеют чередующиеся знаки, то есть

sign∆i = − sign∆i−1, i ∈ 1 : r.

При r = n альтернанс называется полным. Отметим, что в случае полного
альтернанса условие 1) выполняется автоматически, а в условии 2) необходимо
N ′ = N .

Справедливы следующие утверждения [1, § 7].

ТЕОРЕМА 1. Пусть X∗ — точка локального минимума функции ϕ(X)
на Ω и ограничения в ней регулярны. Тогда X∗ обладает (r+1)-альтернансом

при некотором r ∈ 0 : n.

По поводу регулярности ограничений см. [1, § 3].

ТЕОРЕМА 2. Предположим, что множество Ω выпукло и функция ϕ(X)
выпукла на Ω. В этом случае наличие (r + 1)-альтернанса у плана X∗∈ Ω
при некотором r ∈ 0 : n достаточно для того, чтобы в X∗ достигался ми-

нимум ϕ(X) на Ω.

ТЕОРЕМА 3. Пусть план X∗ ∈ Ω обладает полным альтернансом. То-

гда X∗ — точка строгого локального минимума функции ϕ(X) на Ω. Более

того, существуют такие r > 0 и δ > 0, что

ϕ(X) > ϕ(X∗) + r‖X −X∗‖ ∀X ∈ Ω ∩Bδ(X
∗), (1)

где Bδ(X
∗) =

{

X ∈ R
n | ‖X −X∗‖ 6 δ

}

.
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Отметим, что в условиях теоремы 2 при наличии у плана X∗ полного аль-
тернанса существует r > 0, такое, что

ϕ(X) > ϕ(X∗) + r‖X −X∗‖ ∀X ∈ Ω. (2)

Действительно, зафиксируем X ∈ Ω. Согласно (1) при малых λ > 0 будет

ϕ
(

X∗ + λ(X −X∗)
)

> ϕ(X∗) + rλ‖X −X∗‖. (3)

Вместе с тем, в силу выпуклости функции ϕ на Ω

ϕ
(

X∗ + λ(X −X∗)
)

6 ϕ(X∗) + λ
[

ϕ(X)− ϕ(X∗)
]

. (4)

Объединив (3) и (4), придём к неравенству (2).

2
◦. Приведём простые примеры различных видов альтернанса.

ПРИМЕР 1. Пусть X = (x1, x2) и

f(X, t) = t2 + 1− (x1 + x2t).

Рассмотрим задачу минимизации функции

ϕ(X) = max
t∈[−1, 1]

f(X, t)

при одном ограничении

h(X) := x2
1 + x2

2 − 1 6 0.

Возьмём план X∗ = (1, 0) и покажем, что он обладает полным альтернан-
сом. Имеем f(X∗, t) = t2. Множество R(X∗) состоит из двух точек t0 = −1
и t1 = 1. Ограничение в точке X∗ активно.

Найдём производные

f ′
X(X, t) =

(

−1
−t

)

, h′
X(X) =

(

2x1

2x2

)

и составим матрицу

V =
(

f ′
X(X

∗, t0), f
′
X(X

∗, t1), h
′
X(X

∗)
)

=

(

−1 −1 2
1 −1 0

)

.

Столбцы этой матрицы линейно зависимы. Вычислим определители ∆i под-
матриц, получающихся из матрицы V исключением i-го столбца, i ∈ 0 : 2:

∆0 = 2, ∆1 = −2, ∆2 = 2.
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Определители отличны от нуля и имеют чередующиеся знаки. Значит, план X∗

обладает 3-альтернансом, который при n = 2 является полным.
В данном примере множество планов Ω выпукло и функция ϕ(X) выпук-

ла на Ω. План X∗ = (1, 0) обладает полным альтернансом, что гарантирует
выполнение неравенства (2) при некотором r > 0. В частности, X∗ — един-
ственная точка минимума функции ϕ(X) на Ω.

ПРИМЕР 2. Пусть X = (x1, x2, x3, x4) и

f(X, t) = t4 + 1− (x1 + x2t+ x3t
2 + x4t

3).

Рассмотрим задачу минимизации функции

ϕ(X) = max
t∈[−1, 1]

f(X, t)

при ограничении
h(X) := x2

1 + x2
2 + x2

3 + x2
4 − 1 6 0.

Покажем, что точка X∗ = (
√
2
2
, 0,

√
2
2
, 0) обладает 3-альтернансом.

Имеем
f(X∗, t) = t4 + 1−

√
2
2
(1 + t2).

Множество R(X∗) состоит из двух точек t0 = −1 и t1 = 1 (см. рис.). Ограни-
чение в точке X∗ активно.

t

y

−1 0 1

Рис. График функции y = f(X∗, t)

Составим матрицу

V =
(

f ′
X(X

∗, t0), f
′
X(X

∗, t1), h
′
X(X

∗)
)

=









−1 −1
√
2

1 −1 0

−1 −1
√
2

1 −1 0









.
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Столбцы этой матрицы линейно зависимы. В качестве N ′ возьмём множество
индексов первых двух строк (r = 2). Получим матрицу

V [N ′, R] =

(

−1 −1
√
2

1 −1 0

)

,

где R = 0 : 2. Определители ∆i подматриц V
[

N ′, R\{i}
]

при i ∈ 0 : 2 отличны

от нуля и имеют чередующиеся знаки (∆0 =
√
2, ∆1 = −

√
2, ∆2 = 2). Значит,

план X∗ обладает 3-альтернансом, который при n = 4 является неполным.
И в данном случае множество планов Ω выпукло и функция ϕ(X) выпукла

на Ω. По теореме 2 в точке X∗ = (
√
2
2
, 0,

√
2
2
, 0) достигается минимум ϕ(X)

на Ω.

Покажем, что несмотря на неполный альтернанс точка минимума един-
ственна. Пусть X — какая-либо точка минимума. Тогда при всех t ∈ [−1, 1]

f(X, t) 6 max
t∈[−1, 1]

f(X∗, t) = 2−
√
2.

В частности, f(X, −1) 6 2−
√
2, f(X, 1) 6 2−

√
2. Получаем, что X удовле-

творяет неравенствам

x1 − x2 + x3 − x4 >
√
2,

x1 + x2 + x3 + x4 >
√
2,

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 6 1. (5)

Как следствие,

x1 + x3 >
√
2, (6)

x2
1 + x2

3 6 1, (7)

В силу (7) имеем
x1 + x3

2
6

(x2
1 + x2

3

2

)1/2

6
√
2
2
, (8)

так что x1 + x3 6
√
2. Учитывая (6), приходим к равенству x1 + x3 =

√
2.

Теперь обратим внимание на то, что неравенства (8) выполняются как

равенства. Отсюда следует, что x1 = x3 =
√
2
2

. На основании (5) заключаем,
что x2 = x4 = 0.

Установлено, что минимум функции ϕ(X) на Ω достигается в единственной

точке X∗ =
(

√
2
2
, 0,

√
2
2
, 0

)

.
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3
◦. По определению план X∗ обладает 1-альтернансом, если существует

точка t0 ∈ R(X∗), в которой f ′
X(X

∗, t0) = O.

ПРИМЕР 3. Пусть X = (x1, x2) и

f(X, t) = 1− (x1t+ x2t
2).

Рассмотрим задачу минимизации функции

ϕ(X) = max
t∈[0, 1]

f(X, t)

при ограничении
h(X) := x2

1 + x2
2 − 1 6 0.

Возьмём план X∗ = (0, 1
2
), в котором ограничение неактивно. Имеем

f(X∗, t) = 1− 1
2
t2. Множество R(X∗) сосотоит из единственной точки t0 = 0.

При этом

f ′
X(X

∗, t0) =

(

−t0
−t20

)

=

(

0
0

)

.

По определению план X∗ обладает 1-альтернансом. Согласно теореме 2 в X∗

достигается минимум функции ϕ(X) на Ω.
Найдём все множество точек минимума. Очевидно, что

ϕ(X) > f(X, 0) = 1 ∀X ∈ Ω,

ϕ(X∗) = max
t∈[0, 1]

(1− 1
2
t2) = 1.

Всё множество точек минимума функции ϕ(X) на Ω определяется соотноше-
ниями

f(X, t) := 1− (x1t+ x2t
2) 6 1, t ∈ (0, 1];

x2
1 + x2

2 6 1.

Нетрудно понять, что они эквивалентны трём неравенствам

x1 > 0, x1 + x2 > 0, x2
1 + x2

2 6 1.
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