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1◦. Пусть D = [0, 1]2, Γ = ∂D. Ставится задача: построить по вектор-
функции b : Γ → R

3 возможно более простую вектор-функцию c : D → R
3,

удовлетворяющую условию
c|Γ ≡ b. (1)

Рассмотрим геометрическую интерпретацию этой задачи. Вектор-функция
c(u, v) задаёт поверхность в пространстве R

3, состоящую из точек c(u, v) при
u, v ∈ [0, 1]. Вектор-функция b(u, v) задаёт 4 кривые,

{
b(u, 0) | u ∈ [0, 1]

}
,

{
b(u, 1) | u ∈ [0, 1]

}
,{

b(0, v) | v ∈ [0, 1]
}
,

{
b(1, v) | v ∈ [0, 1]

}
,

пересекающихся в точках b(0, 0), b(0, 1), b(1, 0), b(1, 1). Условие (1) в таком
случае означает, что кривые, задаваемые вектор-функцией b, являются гра-
ничными кривыми для поверхности, задаваемой вектор-функцией c.
Определим вектор-функцию c : D → R

3 следующим образом:

c(u, v) = c1(u, v) + c2(u, v) − c3(u, v), (2)

где

c1(u, v) = (1 − u)b(0, v) + u b(1, v),

c2(u, v) = (1 − v)b(u, 0) + v b(u, 1),

c3(u, v) = (1 − u)(1 − v) b(0, 0) + (1 − u) v b(0, 1) +

+ u(1 − v) b(1, 0) + u v b(1, 1).

∗Санкт-Петербургский городской семинар «Всплески (wavelets) и их приложения».
Секция «Дискретный гармонический анализ»: http://www.math.spbu.ru/user/dmp/dha/
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Вектор-функция c(u, v) вида (2) удовлетворяет усло-
вию (1).

Док а з а т е л ь с т в о. Требуется показать, что для любой пары (u, v) ∈ Γ вы-
полнено c(u, v) = b(u, v). Так как (u, v) ∈ Γ, то либо u = 0, либо u = 1, либо
v = 0, либо v = 1. Если u = 0, то

c(u, v) = c(0, v) = b(0, v) + (1 − v) b(0, 0) + v b(0, 1) − (1 − v) b(0, 0) − v b(0, 1) =

= b(0, v) = b(u, v),

остальные случаи рассматриваются аналогично.

Поверхность, задаваемая вектор-функцией вида (2), называется билиней-
ной поверхностью Кунса.

ПРИМЕР 1. Пусть граничные кривые определены следующим образом (см.
рис. 1):

b(u, 0) = (u, 0, 0), b(u, 1) =
(
u, 1, u(1 − u)

)
,

b(0, v) = (0, v, 0), b(1, v) =
(
1, v, v(1 − v)

)
.
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Рис. 1. Граничные кривые.

Вектор-функция c1 задаёт линейчатую поверхность, образованную множе-
ством отрезков с концами b(0, v) и b(1, v) (см. рис. 2), вектор-функция c2 — ли-
нейчатую поверхность, образованную множеством отрезков с концами b(u, 0)
и b(u, 1) (см. рис. 3), а вектор-функция c3 — линейчатую поверхность, обра-
зованную множеством отрезков с концами, лежащими на отрезках от b(0, 0)
к b(0, 1) и от b(1, 0) к b(1, 1) (см. рис. 4). Поверхность Кунса изображена на
рис. 5.
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Рис. 2. c1(u, v).
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Рис. 3. c2(u, v).
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Рис. 4. c3(u, v).
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Рис. 5. Поверхность Кунса.

2◦. Мы определили поверхность Кунса в случае, когда областью изменения
параметров u и v является квадрат D = [0, 1]2. Аналогичную поверхность
можно построить, если заменить D на прямоугольник E = [u0, u1] × [v0, v1], с
границей S = ∂E. Здесь u0, u1, v0 и v1 — произвольные вещественные числа,
для которых выполнены неравенства u0 < u1, v0 < v1. Нетрудно видеть, что
в таком случае формула для поверхности Кунса, удовлетворяющая условию
c|S = b, будет выглядеть следующим образом:

c(u, v) = c1(u, v) + c2(u, v) − c3(u, v), (3)

где

c1(u, v) =
u1 − u

u1 − u0

b(u0, v) +
u − u0

u1 − u0

b(u1, v),

c2(u, v) =
v1 − v

v1 − v0

b(u, v0) +
v − v0

v1 − v0

b(u, v1),

c3(u, v) =
u1 − u

u1 − u0

v1 − v

v1 − v0

b(u0, v0) +
u1 − u

u1 − u0

v − v0

v1 − v0

b(u0, v1) +

+
u − u0

u1 − u0

v1 − v

v1 − v0

b(u1, v0) +
u − u0

u1 − u0

v − v0

v1 − v0

b(u1, v1).
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Пусть E ′ = [u′
0, u

′
1] × [v′

0, v
′
1] ⊂ E, S ′ = ∂E ′.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть вектор-функция c(u, v) построена по форму-
ле (3) для некоторой функции b, а вектор-функция e : E ′ → R

3 построена по
той же формуле, но для граничной функции d = c|S′. Тогда e ≡ c|E′.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим сначала случай E = [0, 1]2, E ′ = [0, u1]×
×[0, 1]. По формуле (3) для (u, v) ∈ E ′ имеем:

e(u, v) =
u1 − u

u1

c(0, v) +
u

u1

c(u1, v) + (1 − v) c(u, 0) + v c(u, 1) −

− u1 − u

u1

(1 − v) c(0, 0) − u1 − u

u1

v c(0, 1) −

− u

u1

(1 − v) c(u1, 0) − u

u1

v c(u1, 1).

Подставим значение c(u1, v) из формулы (2). Учитывая, что c|Γ ≡ b, получаем:

e(u, v) =
u1 − u

u1

b(0, v) +
u

u1

[
(1 − u1) b(0, v) + u1 b(1, v) + (1 − v) b(u1, 0) +

+ v b(u1, 1) − (1 − u1)(1 − v) b(0, 0) − (1 − u1) v b(0, 1) −
− u1 (1 − v) b(1, 0) − u1 v b(1, 1)

]
+ (1 − v) b(u, 0) + v b(u, 1) −

− u1 − u

u1

(1 − v) b(0, 0) − u1 − u

u1

v b(0, 1) −

− u

u1

(1 − v) b(u1, 0) − u

u1

v b(u1, 1).

После раскрытия скобок придём к формуле

e(u, v) = (1 − u) b(0, v) + u b(1, v) − (1 − u)(1 − v) b(0, 0) − (1 − u) v b(0, 1) −
− u (1 − v) b(1, 0) − u v b(0, 0) + (1 − v) b(u, 0) + v b(u, 1) =

= c(u, v).

Итак, для случая E = [0, 1]2, E ′ = [0, u1]× [0, 1] утверждение доказано. При
помощи замены переменных (u, v) �→ (1−u, v) получим, что оно выполнено для
случая E = [0, 1]2, E ′ = [1−u1, 1]× [0, 1]. Используя перестановку переменных
(u, v) �→ (v, u), установим, что утверждение выполнено для случаев E = [0, 1]2,
E ′ = [0, 1] × [0, v1] и E = [0, 1]2, E ′ = [0, 1] × [v0, 1]. Наконец, при помощи
линейной замены переменных получим, что утверждение верно для случаев,
когда E = [u0, u1] × [v0, v1], а E ′ = [u′

0, u1] × [v0, v1], либо E ′ = [u0, u
′
1] × [v0, v1],

либо E ′ = [u0, u1] × [v′
0, v1], либо E ′ = [u0, u1] × [v0, v

′
1].

Рассмотрим теперь общий случай: E = [u0, u1]×[v0, v1], E ′ = [u′
0, u

′
1]×[v′

0, v
′
1].

Пусть вектор-функция c : E → R
3 построена по формуле (3) для некоторой
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граничной функции b : ∂E → R
3. Пусть E1 = [u0, u

′
1] × [v0, v1]. Построим

вектор-функцию e1 по формуле (3) для граничной функции c|∂E1 . Доказа-
но, что e1 ≡ c|E1 . Пусть E2 = [u′

0, u
′
1] × [v0, v1]. Построим вектор-функцию e2

по формуле (3) для граничной функции e1|∂E2 . Утверждение для множеств
E1, E2 уже доказано, поэтому e2 ≡ e1|E2 ≡ c|E2 . Далее рассмотрим множе-
ство E3 = [u′

0, u
′
1]× [v0, v

′
1] и построим вектор-функцию e3 по формуле (3) для

граничной функции e2|∂E3 . Тогда будет выполнено e3 ≡ e2|E3 ≡ c|E3 . И нако-
нец, рассмотрим множество [u′

0, u
′
1]× [v′

0, v
′
1] = E ′ и построим вектор-функцию

e(u, v) по формуле (3) для граничной функции e3|∂E′ ≡ c|∂E′ ≡ d. Тогда будет
выполнено e ≡ e3|E′ ≡ c|E′ , что и требовалось доказать.

З ам е ч а н и е. Доказанное предложение имеет наглядную геометрическую ин-
терпретацию. Пусть для некоторых граничных кривых построена поверхность
Кунса. Возьмём прямоугольную область параметров, являющуюся подмноже-
ством исходной, и рассмотрим кривые на поверхности Кунса, соответствую-
щие значениям параметров на границе этой области. По этим кривым можно
построить новую поверхность Кунса. По доказанному предложению, эта по-
верхность будет являться подмножеством исходной поверхности Кунса.

3◦. Существует бесконечное множество поверхностей, проходящих через
заданные граничные кривые. Поверхность Кунса выделяется из этого множе-
ства тем, что она обладает свойством минимизации искривления.
Пусть заданы граничные кривые b : Γ → R

3, причём

b(0, v), b(1, v), b(u, 0), b(u, 1) ∈ C1
(
[0, 1]

)
. (4)

Обозначим

Φ =
{

a : D → R
3

∣∣ a ∈ C1(D), auv, avu ∈ C(D), a|Γ ≡ b
}

.

Заметим, что если auv, avu ∈ C(D), то auv ≡ avu. Положим

G(a) =

∫∫
D

∥∥auv(u, v)
∥∥2

du dv, a ∈ Φ,

и рассмотрим задачу минимизации функционала G на множестве Φ:

G(a) −→ min, a ∈ Φ. (5)

Будем решать эту задачу отдельно для каждой координаты.
Пусть a(u, v) =

(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
, b(u, v) =

(
x0(u, v), y0(u, v), z0(u, v)

)
.

Обозначим

Ω =
{

x : D → R
∣∣ x ∈ C1(D), xuv, xvu ∈ C(D), x|Γ ≡ x0

}
,
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F (x) =

∫∫
D

[
xuv(u, v)

]2
du dv, x ∈ Ω.

Тогда G(a) = F (x)+F (y)+F (z), а условие a ∈ Φ разбивается на условие x ∈ Ω
и аналогичные независимые условия для y и z, поэтому достаточно решить
задачу вида

F (x) −→ min, x ∈ Ω, (6)

для каждой координаты в отдельности.
Введём множество допустимых вариаций

Ω0 =
{

h : D → R
∣∣ h ∈ C1(D), huv, hvu ∈ C(D), h|Γ ≡ 0

}
.

Тогда x + αh ∈ Ω для всех x ∈ Ω, h ∈ Ω0, α ∈ R, при этом

F (x + αh) = F (x) + 2α l(x, h) + α2d(h),

где

l(x, h) =

∫∫
D

xuvhuvdu dv, d(h) =

∫∫
D

h2
uvdu dv.

Заметим, что d(h) � 0 ∀ h ∈ Ω0.

ЛЕММА 1. Функция x∗ ∈ Ω является решением задачи (6) тогда и только
тогда, когда

l(x∗, h) = 0 ∀ h ∈ Ω0.

Док а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д им о с т ь.
Пусть x∗ ∈ Ω — решение (6). Тогда для ∀ α ∈ R, α > 0, h ∈ Ω0 выполнено

0 � 1

α

(
F (x∗ + αh) − F (x∗)

)
= 2l(x∗, h) + α d(H)

Устремив α к нулю, получим l(x∗, h) � 0. Но −h ∈ Ω0, поэтому аналогичным
образом получаем l(x∗,−h) � 0, значит l(x∗, h) = −l(x∗,−h) � 0, то есть
l(x∗, h) = 0.
Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть l(x∗, h) = 0 ∀ h ∈ Ω0. Тогда для ∀ x ∈ Ω будем

иметь h = x − x∗ ∈ Ω0, поэтому

F (x) = F (x∗ + h) = F (x∗) + 2l(x∗, h) + d(h) = F (x∗) + d(h) � F (x∗).

Лемма доказана.
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Определим функцию cx : D → R по формуле, аналогичной (2):

cx(u, v) = (1 − u)x0(0, v) + ux0(1, v) + (1 − v)x0(u, 0) + v x0(u, 1) −
− (1 − u)(1 − v)x0(0, 0) − (1 − u)v x0(0, 1) −
− u(1 − v)x0(1, 0) − uv x0(1, 1).

(7)

Ясно, что cx|Γ ≡ x0. Кроме того, из (4) следует, что

x0(0, v), x0(1, v), x0(u, 0), x0(u, 1) ∈ C1([0, 1]),

поэтому
cx
uv, c

x
vu ∈ C(D).

ЛЕММА 2. ∫∫
D

cx
uvhuv du dv = 0 ∀h ∈ Ω0.

Док а з а т е л ь с т в о. Из (7) видно, что cx
uv(u, v) = f(u) + g(v), где f, g — неко-

торые функции класса C([0, 1]). Поэтому∫∫
D

cx
uvhuv du dv =

∫∫
D

(
f(u) + g(v)

)
huv(u, v)du dv =

=

∫ 1

0

f(u)

(∫ 1

0

huv(u, v)dv

)
du +

∫ 1

0

g(v)

(∫ 1

0

huv(u, v)du

)
dv =

=

∫ 1

0

f(u)
(
hu(u, 1) − hu(u, 0)

)
du +

∫ 1

0

g(v)
(
hv(1, v) − hv(0, v)

)
dv =

= 0,

так как h(u, 1) ≡ 0, h(u, 0) ≡ 0, h(1, v) ≡ 0 и h(0, v) ≡ 0.

ЛЕММА 3. Пусть f ∈ C1(D) и fuv(u, v) ≡ 0. Тогда

f(u, v) = f(u, 0) + f(0, v) − f(0, 0) ∀ u, v ∈ [0, 1].

Док а з а т е л ь с т в о. Используя формулу Нютона-Лейбица, получаем

fu(u, v) − fu(u, 0) =

∫ v

0

fuv(u,w) dw = 0.

Поэтому

f(u, v) − f(0, v) =

∫ u

0

fu(t, v) dt =

∫ u

0

fu(t, 0) dt = f(u, 0) − f(0, 0),

что и требовалось.
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ЛЕММА 4. Пусть x ∈ Ω и
∫∫

D

xuv huv du dv = 0 ∀h ∈ Ω0.

Тогда x ≡ cx.

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим h = x− cx. Так как
(
x− cx

)∣∣
Γ
≡ 0, то h ∈ Ω0.

Используя лемму 2, получаем
∫∫

D

h2
uv du dv =

∫∫
D

(
xuv − cx

uv

)
huv du dv =

=

∫∫
D

xuv huv du dv −
∫∫

D

cx
uv huv du dv = 0.

Значит, huv ≡ 0. По лемме 3

h(u, v) = h(u, 0) + h(0, v) − h(0, 0) ∀ u, v ∈ [0, 1].

Условие h ∈ Ω0 приводит к тождеству h ≡ 0, которое равносильно требуемому.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть дана вектор-функция b : Γ → R
3, удовлетво-

ряющая условиям (4). Тогда единственным решением задачи (5) является
вектор-функция c(u, v), построенная по формуле (2).

Док а з а т е л ь с т в о. Из лемм 1, 2 и 4 следует, что единственным решением
задачи (6) является функция вида (7). Решая задачу (6) для трёх координат-
ных функций, получаем по формуле (7) функции cx, cy и cz. Таким образом,
единственным решением задачи (5) будет вектор-функция

c(u, v) =
(
cx(u, v), cy(u, v), cz(u, v)

)
.

Но, как нетрудно видеть, эта вектор-функция совпадает с вектор-функцией,
получаемой по формуле (2).

4◦. Перейдём теперь к связи поверхностей Кунса с поверхностями Безье.
Начнём с необходимых определений.
Базисным полиномом Бернштейна называется полином

pnk(x) = Ck
n xk (1 − x)n−k,

где k = 0, 1, . . . , n.
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Кривой Безье, построенной по полюсам Y0,. . . ,Yn ∈ R
3, называется кривая,

определяемая вектор-функцией

B(x) =
n∑

k=0

pnk(x) Yk, x ∈ [0, 1].

Поверхностью Безье, построенной по полюсам
{
Zij

} ⊂ R
3 (i = 0, . . . ,m,

j = 0, . . . , n), называется поверхность, задаваемая вектор-функцией

C(u, v) =
m∑

i=0

n∑
j=0

pmi(u) pnj(v) Zij, u ∈ [0, 1], v ∈ [0, 1].

Нам также потребуются следующие свойства базисных полиномов Берн-
штейна:

n∑
k=0

pnk(x) = 1 ∀x ∈ R, (8)

n∑
k=0

k
n

pnk(x) = x ∀x ∈ R. (9)

Рассмотрим задачу построения билинейной поверхности Кунса в случае,
когда граничные кривые являются кривыми Безье, причём противополож-
ные кривые имеют одинаковое количество полюсов. Пусть вектор-функция
b : Γ → R

3 задаёт граничные кривые, причём кривой b(u, 0) соответствуют
полюса

{
Yi0

}m

i=0
, кривой b(u, 1) — полюса

{
Yin

}m

i=0
, кривой b(0, v) — полюса{

Y0j

}n

j=0
, а кривой b(1, v) — полюса

{
Ymj

}n

j=0
. Обозначим через c(u, v) вектор-

функцию (2), определяющую поверхность Кунса.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Билинейная поверхность Кунса, задаваемая вектор-
функцией c(u, v), совпадает с поверхностью Безье, построенной по полюсам{
Zij | i ∈ 0 : m, j ∈ 0 : n

}
, где

Zij =
(
1 − i

m

)
Y0j + i

m
Ymj +

(
1 − j

n

)
Yi0 + j

n
Yin −

− (
1 − i

m

)(
1 − j

n

)
Y00 −

(
1 − i

m

)
j
n

Y0n − i
m

(
1 − j

n

)
Ym0 − i

m
j
n

Ymn.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть C : D → R
3 — поверхность Безье, построенная по

полюсам
{
Zij

}
:

C(u, v) =
m∑

i=0

n∑
j=0

pmi(u) pnj(v) Zij =

=

( m∑
i=0

(
1 − i

m

)
pmi(u)

)( n∑
j=0

pnj(v) Y0j

)
+

( m∑
i=0

i
m

pmi(u)

)( n∑
j=0

pnj(v) Ymj

)
+
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+

( n∑
j=0

(
1 − j

n

)
pnj(v)

)( m∑
i=0

pmi(u)Yi0

)
+

( n∑
j=0

j
n

pnj(v)

)( m∑
i=0

pmi(u)Yin

)
−

−
( m∑

i=0

(
1 − i

m

)
pmi(u)

)( n∑
j=0

(
1 − j

n

)
pnj(v)

)
Y00 −

−
( m∑

i=0

(
1 − i

m

)
pmi(u)

)( n∑
j=0

j
n

pnj(v)

)
Y0n −

−
( m∑

i=0

i
m

pmi(u)

)( n∑
j=0

(
1 − j

n

)
pnj(v)

)
Ym0 −

−
( m∑

i=0

i
m

pmi(u)

)( n∑
j=0

j
n

pnj(v)

)
Ymn .

Рассмотрим первое слагаемое в правой части этого равенства. Используя
(8) и (9), получаем

m∑
i=0

(
1 − i

m

)
pmi(u) =

m∑
i=0

pmi(u) −
m∑

i=0

i
m

pmi(u) = 1 − u,

а так как
{
Y0j

}
являются полюсами для кривой Безье b(0, v), то

n∑
j=0

pnj(v) Y0j = b(0, v),

то есть первое слагаемое равно (1 − u) b(0, v). Аналогичным образом преобра-
зуются остальные слагаемые. Если учесть, что

Y00 = b(0, 0), Y0n = b(0, 1), Ym0 = b(1, 0), Ymn = b(1, 1),

то окончательно получим

C(u, v) = (1 − u) b(0, v) + u b(1, v) + (1 − v) b(u, 0) + v b(u, 1) −
− (1 − u)(1 − v) b(0, 0) − (1 − u) v b(0, 1) − u(1 − v) b(1, 0) − u v b(1, 1) = c(u, v),

что и требовалось.

ЛИТЕРАТУРА

1. G. Farin. Curves and surfaces for CAGD. 5th ed. Academic Press, 2002.


	1° 
	2° 
	3° 
	4° 

