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Данный доклад непосредственно примыкает к докладу [1].

1◦. Напомним [2, 3], что набор единичных векторов {ϕ1, . . . , ϕn+1} из R
n

называется системой Мерседес-Бенц, если

〈ϕi, ϕj〉 = − 1
n
при i �= j. (1)

Из определения следует, что
n+1∑
i=1

ϕi = O. (2)

Действительно,
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Система Мерседес-Бенц является жёстким фреймом, поэтому для любого
вектора x ∈ R

n справедливо разложение

x = n
n+1

n+1∑
i=1

〈x, ϕi〉ϕi . (3)

Каждая система Мерседес-Бенц получается из канонического фрейма Мер-
седес-Бенц {bn1 , . . . , bnn+1} с помощью ортогонального преобразования. Для ка-
нонического фрейма в [1] установлено циклическое свойство. Мы покажем,
что аналогичным свойством обладают все системы Мерседес-Бенц.
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ТЕОРЕМА. Для любой системы Мерседес-Бенц {ϕ1, . . . , ϕn+1} в R
n най-

дётся ортогональная матрица P порядка n, такая, что

1) Pϕi = ϕi+1, i ∈ 1 : n; Pϕn+1 = ϕ1;

2) P n+1 = I, где I — единичная матрица n-го порядка;

3) единица не является собственным числом матрицы P .

Док а з а т е л ь с т в о. Свойства 1) и 2) выводятся так же, как в [1].
1) В силу (1) системы единичных векторов {ϕ1, . . . , ϕn} и {ψ1, . . . , ψn}, где

ψi = ϕi+1, удовлетворяют условию

〈ϕi, ϕj〉 = 〈ψi, ψj〉 при всех i, j ∈ 1 : n.

В этом случае, как показано в [3, Приложение], существует ортогональная
матрица P , такая, что

ψi = Pϕi, i ∈ 1 : n.

Это значит, что
ϕi+1 = Pϕi, i ∈ 1 : n. (4)

Далее, согласно (2), ϕn+1 = −(ϕ1 + · · · + ϕn). Учитывая (4), приходим к
равенству

Pϕn+1 = −(
ϕ2 + · · ·+ ϕn+1

)
= ϕ1 .

2) Имеем ϕk = P k−1ϕ1 при k ∈ 1 : n+ 1. При тех же k

P n+1ϕk = P k
(
P n+1−kϕk

)
= P k

(
P nϕ1

)
= P kϕn+1 =

= P k−1ϕ1 = ϕk.

На основании (3) получаем

P n+1x = x ∀ x ∈ R
n.

Отсюда следует, что P n+1 = I.
3) Допустим, вопреки утверждению, что существует ненулевой вектор x0,

такой, что Px0 = x0. Введём матрицу

Q = I + P + P 2 + · · ·+ P n.

Имеем
Qx0 = (n+ 1) x0 �= O. (5)
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Вместе с тем, согласно 2), QP = Q. Значит, и QP k−1 = Q при k ∈ 1 : n+1.
В силу 1) и (2) при тех же k

Qϕk = QP k−1ϕ1 = Qϕ1 = ϕ1 + ϕ2 + · · ·+ ϕn+1 = O.

На основании (3) получаем

Qx = O ∀ x ∈ R
n.

Отсюда следует, что Q — нулевая матрица. В частности, Qx0 = O, что проти-
воречит (5).
Теорема доказана.

2◦. Множество матриц G = {I, P, P 2, . . . , P n} образует группу по умноже-
нию. Действительно, P kP s = P l, где l = 〈k+ s〉n+1. Умножение ассоциативно,
то есть (P kP s)P r = P k(P sP r). Это связано с тем, что

〈〈k + s〉n+1 + r〉n+1 = 〈k + s+ r〉n+1 = 〈k + 〈s+ r〉n+1〉n+1.

Единицей в группе G является единичная матрица I. Обратные элементы
определяются так:

I−1 = I; (P k)−1 = P n+1−k, k ∈ 1 : n.

Свойство 2) характеризует группу G как циклическую.
Для любого x ∈ R

n множество векторов {Tx}T∈G называется орбитой
группы G. При x = ϕ1 орбита состоит из векторов

{
ϕ1, Pϕ1, . . . , P

nϕ1

}
=

{
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn+1

}
,

то есть при x = ϕ1 орбитой группы G является система Мерседес-Бенц.
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