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1◦. Напомним [1], что система ненулевых n-мерных векторов {ϕ1, . . . , ϕm}
при m � n называется жёстким фреймом с константой фрейма A > 0, если
выполнено одно из трёх эквивалентных условий:

1)

2)

3)

x = 1
A

m∑
k=1

〈x, ϕk〉ϕk

m∑
k=1

[〈x, ϕk〉
]2

= A ‖x‖2

ΦΦT = AIn ,

∀x ∈ R
n ;

∀x ∈ R
n ;

где Φ— матрица со столбцами ϕ1, . . . , ϕm и In — единичная матрица порядка n.
Для константы фрейма A можно получить явное представление. Обозна-

чим через tr(S) след квадратной мартицы S. Согласно 3),

tr(ΦΦT ) = tr(AIn) = nA.

Вместе с тем, tr(ΦΦT ) = tr(ΦT Φ), поэтому

nA = tr(ΦT Φ) =
m∑

k=1

‖ϕk‖2.

Отсюда следует, что

A =
1

n

m∑
k=1

‖ϕk‖2.
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2◦. Приводимое ниже утверждение содержит, по существу, ещё одно экви-
валентное определение жёсткого фрейма.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Система ненулевых n-мерных векторов {ϕ1, . . . , ϕm},
m � n, образует жёсткий фрейм тогда и только тогда, когда

m∑
i,j=1

[〈ϕi, ϕj〉
]2

=
1

n

( m∑
i=1

‖ϕi‖2

)2

. (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Φ — матрица со столбцами ϕ1, . . . , ϕm и S = ΦΦT .
Тогда

tr(S) = tr(ΦT Φ) =
m∑

i=1

‖ϕi‖2,

tr(S2) = tr
(
(ΦΦT Φ) ΦT

)
= tr

(
(ΦT Φ)2

)
=

=
m∑

i=1

( m∑
j=1

〈ϕi, ϕj〉〈ϕj, ϕi〉
)

=
m∑

i,j=1

[〈ϕi, ϕj〉
]2

.

Равенство (1) принимает вид

tr(S2) =
1

n

(
tr(S)

)2
. (2)

Если {ϕ1, . . . , ϕm} — жёсткий фрейм, то, согласно 3), S = AIn. В этом
случае условие (2), очевидно, выполняется. Проверим обратное, что из (2)
следует равенство S = AIn с A > 0.
Матрица S = ΦΦT симметрична и неотрицательно определена. Обозначим

через λ1, . . . , λn её собственные числа и через h1, . . . , hn — соответствующие
ортонормированные собственные векторы. Как известно [2, с. 47],

S =
n∑

k=1

λk hk hT
k .

Легко проверить, что

S2 =
n∑

k=1

λ2
k hk hT

k ,

tr(S) =
n∑

k=1

λk , tr(S2) =
n∑

k=1

λ2
k .
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Согласно (2),
∑n

k=1 λ2
k = 1

n

(∑n
k=1 λk

)2 или

(
1

n

n∑
k=1

λ2
k

)1/2

=
1

n

n∑
k=1

λk .

Получили, что среднее квадратическое неотрицательных чисел λ1, . . . , λn рав-
но их среднему арифметическому. Это возможно только в случае λ1 = · · · =
= λn =: A, когда S = AIn. Поскольку по условию векторы ϕi — ненулевые и

m∑
i=1

‖ϕi‖2 = tr(S) = nA,

то A > 0. Предложение доказано.

3◦. Выражение, стоящее в левой части (1), называется фреймовым потен-
циалом системы {ϕ1, . . . , ϕm} и обозначается FP(Φ). Учитывая неравенство
между средним квадратическим и средним арифметическим, приходим к та-
кому заключению [3,4].

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Для любой системы {ϕ1, . . . , ϕm}, m � n, ненулевых
n-мерных векторов справедливо неравенство

FP(Φ) � 1

n

( m∑
i=1

‖ϕi‖2

)2

.

Равенство достигается только на жёстких фреймах.

4◦. Приведём два следствия из предложения 1.

СЛЕДСТВИЕ 1. Система единичных n-мерных векторов {ϕ1, . . . , ϕm},
m � n, образует жёсткий фрейм тогда и только тогда, когда

(
1

m2

m∑
i,j=1

[〈ϕi, ϕj〉
]2

)1/2

=
1√
n

,

т. е. когда среднее квадратическое модулей скалярных произведений 〈ϕi, ϕj〉,
i, j ∈ 1 : m, равно 1√

n
.

СЛЕДСТВИЕ 2. Система {ϕ1, . . . , ϕn}, состоящая из n единичных n-мер-
ных векторов, образует жёсткий фрейм тогда и только тогда, когда эта
система является ортонормированным базисом в R

n.
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Действительно, в данном случае условие (1) принимает вид

n∑
i,j=1

[〈ϕi, ϕj〉
]2

= n.

Учитывая, что ϕi — единичные векторы, приходим к эквивалентному равен-
ству ∑

i�=j

[〈ϕi, ϕj〉
]2

= 0,

гарантирующему справедливость следствия 2.

5◦. Отдельно рассмотрим случай m = n + 1.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Для того чтобы система {ϕ1, . . . , ϕn+1}, состоящая
из n+1 единичных n-мерных векторов, была жёстким фреймом, необходимо
и достаточно, чтобы выполнялось условие

∣∣〈ϕi, ϕj〉
∣∣ =

1

n
при i 	= j. (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Д о с т а т о ч н о с т ь. При m = n + 1 и единичных ϕi ра-
венство (1) преобразуется к виду

∑
i�=j

[〈ϕi, ϕj〉
]2

= 1 +
1

n
. (4)

Очевидно, что (4) следует из (3).
Н е о б х о д им о с т ь. Возьмём жёсткий фрейм {ϕ1, . . . , ϕn+1} в R

n с единич-
ными ϕk. Как известно [1], элементы такого фрейма допускают представление

ϕk = σk U bn
k , k ∈ 1 : n + 1,

где σk = ±1, U — некоторая ортогональная матрица и {bn
1 , . . . , b

n
n+1} — фрейм

Мерседес-Бенц, обладающий, в частности, таким свойством

〈bn
i , b

n
j 〉 = −1

n
при i 	= j.

Приняв это во внимание, получим при i 	= j

∣∣〈ϕi, ϕj〉
∣∣ =

∣∣〈U bn
i , U bn

j 〉
∣∣ =

∣∣〈UT U bn
i , b

n
j 〉

∣∣ =
∣∣〈bn

i , b
n
j 〉

∣∣ =
1

n
.

Предложение доказано.
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6◦. Дальнейшая информация о фреймах в конечномерных пространствах
имеется в [3–7].
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