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1◦. Введение. Контактным числом Mn пространства R
n называется мак-

симальное число шаров радиуса R = 1 с непересекающимися внутренностями,
касающимися одного такого же шара. Точные значения Mn известны только
для размерностей n = 2, 3, 4, 8 и 24:

M2 = 6, M3 = 12, M4 = 24, M8 = 240, M24 = 196560.

Для остальных n известны только оценки чисел Mn, см., например, таблицу
таких оценок в книге [3], с. 42.

Пусть x · y — обычное скалярное произведение векторов x, y ∈ R
n, ‖x‖ =

=
√
x · x — норма вектора x.

Нетрудно показать, что Mn равно максимальной мощности сферического
1
2
-кода. Множество C = {x1, . . . , xM} на единичной сфере Sn−1 называется

1
2
-кодом, если xi · xj 6

1
2

при i 6= j.
Итак, Mn равно максимальному M , для которого существует 1

2
-код из

M векторов.

2◦. Пусть C = {x1, . . . , xM} — сферический 1
2
-код. Обозначим через K(t)

количество упорядоченных пар (xi, xj), для которых xi · xj = t. Введём функ-
цию

αC(t) =
1

M
K(t), −1 6 t 6 1.
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Она обладает свойствами

αC(t) = 0 при t ∈ (1
2
, 1); αC(1) = 1; (1)

∑

−16t61

αC(t) =
M2

M
= M. (2)

Ещё одно свойство αC(t) связано с полиномами Гегенбауэра. Полином Ге-

генбауэра G
(n)
k (t) имеет степень k и нормирован условием G

(n)
k (1) = 1; система

{

G
(n)
k

}∞

k=0
ортогональна на отрезке [−1, 1] с весом (1 − t2)(n−3)/2. Для любых

точек x1, . . . , xM ∈ Sn−1 справедливо неравенство

M
∑

i, j=1

G
(n)
k (xi · xj) > 0, k = 1, 2, . . . . (3)

Нетрудно показать, что

M
∑

−16t61

αC(t)G
(n)
k (t) =

M
∑

i, j=1

G
(n)
k (xi · xj), k = 1, 2, . . . .

Использовав (1), получим неравенство

−
∑

−16t6
1
2

αC(t)G
(n)
k (t) 6 1, k = 1, 2, . . . .

3◦. Оценка Дельсарта для количества элементов 1
2
-кода. Через C

будем обозначать произвольный 1
2
-код на сфере Sn−1, |C| — количество эле-

ментов этого кода. Введём обозначение

L(αC) =
∑

−16t6
1
2

αC(t).

Согласно (1) и (2) справедливо равенство |C| = 1 + L(αC). Мы хотим, что-
бы |C| было как можно больше. В связи с этим выберем натуральное число d
и рассмотрим «экстремальную задачу»

L(αC) → sup

−
∑

−16t6
1
2

αC(t)G
(n)
k (t) 6 1, k ∈ 1 : d,

αC(t) > 0, t ∈ [−1, 1
2
].

(4)
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Запишем теперь задачу, в некотором смысле двойственную к поставленной
выше задаче:

S(f) :=
d

∑

k=1

fk → inf,

−
d

∑

k=1

G
(n)
k (t)fk > 1, t ∈ [−1, 1

2
],

fk > 0, k ∈ 1 : d.

(5)

Для любого 1
2
-кода C и для любого вектора f = (f1, . . . , fd), удовлетворяюще-

го (5), справделиво неравенство

L(αC) 6 S(f). (6)

Действительно,

L(αC) 6
∑

−16t6
1
2

[

−
d

∑

k=1

G
(n)
k (t) fk

]

αC(t) =

=
d

∑

k=1

fk

[

−
∑

−16t6
1
2

G
(n)
k (t)αC(t)

]

6

d
∑

k=1

fk = S(f).

Для |C| получаем оценку |C| 6 1 + S(f).
Ф. Дельсарт [2] формулировал полученную оценку в терминах алгебраиче-

ских полиномов. Введём полином

P (t) = 1 +
d

∑

k=1

fk G
(n)
k (t). (7)

Ограничения (5) равносильны неравенствам

P (t) 6 0, t ∈ [−1, 1
2
]; fk > 0, k ∈ 1 : d. (8)

Приходим к следующему утверждению.

ТЕОРЕМА 1 (Ф. Дельсарт). Если алгебраический полином (7) удовлетво-

ряет ограничениям (8), то для произвольного 1
2
-кода C справедлива оценка

|C| 6 P (1) = 1 +
d

∑

k=1

fk. (9)

З а м е ч а н и е. Неравенство (9) справедливо при любом выборе степени d по-
линома P (t). Указанный вывод теоремы Дельсарта получен в книге [3, гл.
13].
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4◦. Интересная модификация теоремы Дельсарта предложена в краткой
заметке [1]. Идея состоит в том, чтобы к ограничениям (4) добавить дополни-
тельные ограничения на αC(t). Эти дополнительные ограничения установим
в следующих двух теоремах.

ТЕОРЕМА 2. Пусть C = {x1, . . . , xM} — сферический 1
2
-код, m — нату-

ральное число, tm = −
√

(m+ 1)/(2m). Тогда

∑

−16t<tm

αC(t) 6 m− 1. (10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем k ∈ 1 : M . Пусть Ak(t) — количество век-
торов xi таких, что xi · xk = t. Тогда αC(t) =

1
M

∑M
k=1Ak(t). Достаточно для

любого k ∈ 1 : M доказать неравенство

∑

−16t<tm

Ak(t) 6 m− 1.

Допустим противное: при некотором k ∈ 1 : M найдутся m векторов
x(1), . . . , x(m) ∈ C таких, что

x(i) · xk < tm, i ∈ 1 : m. (11)

Рассмотрим и оценим сумму

S :=
m
∑

i,j=1

x(i) · x(j)
6 m+ (m2 −m) · 1

2
= 1

2
m(m+ 1). (12)

С другой стороны, S = X · X, где X =
∑m

i=1 x
(i). Тогда по неравенству

Коши–Буняковского
‖X‖2 > (X · xk)

2.

Отсюда

S >
(

m
∑

i=1

x(i) · xk

)2
.

В силу (11)
∑m

i=1 x
(i) · xk < mtm < 0. Следовательно,

S > (mtm)
2 = m2m+ 1

2m
= 1

2
m(m+ 1).

Получили противоречие с неравенством (12).

З а м е ч а н и е. t2 = −
√
3
2

≈ −0.866, t3 = − 2√
6
≈ −0.816.
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Следующая теорема приведена в [1] без доказательства и только для m = 3.

ТЕОРЕМА 3. Пусть C = {x1, . . . , xM} — сферический 1
2
-код, а rm = −tm−√

3. Тогда при любом m > 3 выполнено неравенство

(m− 1)
∑

−16t6rm

αC(t) +
∑

rm<t<tm

αC(t) 6 m− 1.

З а м е ч а н и е. Неравенство rm < tm выполнено при всех m > 3, а неравенство
−1 6 rm выполнено при m ∈ 3 : 13.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В предыдущей теореме получены неравенства

∑

−16t<tm

Ak(t) 6 m− 1, k ∈ 1 : M.

Зафиксируем k ∈ 1 : M . Нам нужно доказать неравенство

(m− 1)
∑

−16t6rm

Ak(t) +
∑

rm<t<tm

Ak(t) 6 m− 1.

Оно равносильно утверждению: если x(1) ∈ C, x(1) · xk 6 rm, то не существует
x(2) ∈ C, x(2) 6= x(1), такого, что rm < x(2) · xk < tm.

Допустим противное: такой вектор x(2) существует. Тогда

‖x(1) + x(2)‖2 = ‖x(1)‖2 + 2x(1) · x(2) + ‖x(2)‖2 6 3.

В то же время справедлива оценка снизу

‖x(1) + x(2)‖2 >
(

(x(1) + x(2)) · xk

)2
> (rm + tm)

2 = (−
√
3)2 = 3.

Полученное противоречие завершает доказательство теоремы.

З а м е ч а н и е. Приведём численное значение, используемое в дальнейшем:

r3 = −0.915.

5◦. Выберем натуральное число d.
Рассмотрим экстремальную задачу

L(αC) :=
∑

−16t6
1
2

αC(t) → sup,
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αC(t) > 0, t ∈
[

−1, 1
2

]

;

−
∑

−16t6
1
2

αC(t)G
(n)
k (t) 6 1, k ∈ 1 : d;

∑

−16t6r3

αC(t) +
∑

r3<t6t2

αC(t) 6 1;

2
∑

−16t6r3

αC(t) +
∑

r3<t6t2

αC(t) +
∑

t2<t<t3

αC(t) 6 2.

Последние два ограничения получены из теоремы 2 при m = 2 и теоремы 3
при m = 3. Поставленной экстремальной задаче соответствует «двойственная
задача»:

S(f) :=
d

∑

k=1

fk + fd+1 + 2fd+2 → inf,

−
d

∑

k=1

G
(n)
k (t)fk + fd+1 + 2fd+2 > 1, t ∈ [−1, r3],

−
d

∑

k=1

G
(n)
k (t)fk + fd+1 + fd+2 > 1, t ∈ (r3, t2],

−
d

∑

k=1

G
(n)
k (t)fk + fd+2 > 1, t ∈ (t2, t3),

−
d

∑

k=1

G
(n)
k (t)fk > 1, t ∈

[

t3,
1
2

]

,

fk > 0, k = 1, 2, . . . , d+ 2.

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

Для любого 1
2
-кода C и любого вектора f , удовлетворяющего (13)–(17) спра-

ведливо неравенство L(αC) 6 S(f) (аналогичное неравенство доказано в п. 2).
Отсюда вытекает

ТЕОРЕМА 4. Если вектор f = (f1, . . . , fd+2) удовлетворяет ограничени-

ям (13)–(17), то для произвольного 1
2
-кода C справедливо неравенство

|C| 6 1 + S(f).

Как следствие получаем оценку для контактного числа: Mn 6 1 + S(f).

6◦. Заменив непрерывный параметр t в ограничениях (13)–(17) на точки
сетки, получим задачу линейного программирования, которую можно решать
на компьютере. При d = 11 можно получить оценку M9 6 379 (см. [1]).
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