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1∘. Напомним, что система ненулевых векторов {𝜑1, . . . , 𝜑𝑚} из ℂ
𝑛 при

𝑚 ⩾ 𝑛 называется фреймом, если эрмитова матрица 𝑆 = 𝛷𝛷∗, где 𝛷 — матри-
ца со столбцами 𝜑1, . . . , 𝜑𝑚, положительно определена. Матрица 𝑆 называется
матрицей фрейма.

Отметим, что

𝛷𝛷∗ =
𝑚∑
𝑗=1

𝜑𝑗 𝜑
∗
𝑗 ,

поэтому матрица фрейма 𝑆 не меняется при перестановке векторов 𝜑𝑗. Обо-
значим 𝑎𝑗 = ∥𝜑𝑗∥ и будем считать, что

𝑎1 ⩾ 𝑎2 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝑎𝑚 > 0 .

Пусть 𝜆1 ⩾ 𝜆2 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝜆𝑛 > 0 — собственные числа матрицы 𝑆 и
𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛 — соответствующие ортонормированные собственные векторы.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Справедливы соотношения

𝑛∑
𝑙=1

𝜆𝑙 =
𝑚∑
𝑗=1

𝑎2𝑗 ;
𝑘∑

𝑙=1

𝜆𝑙 ⩾
𝑘∑

𝑗=1

𝑎2𝑗 при всех 𝑘 ∈ 1 : 𝑛 . (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Равенство в (1) проверяется просто. Обозначим через
tr(𝑆) след матрицы 𝑆. Имеем

𝑛∑
𝑙=1

𝜆𝑙 = tr(𝑆) = tr(𝛷𝛷∗) = tr(𝛷∗𝛷) =
𝑚∑
𝑗=1

∥∥𝜑𝑗

∥∥2
=

𝑚∑
𝑗=1

𝑎2𝑗 .
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Обратимся к неравенствам. Зафиксируем 𝑘 ∈ 1 : 𝑛 и обозначим через ℒ
линейную оболочку векторов 𝜑1, . . . , 𝜑𝑘. Построим в ℒ ортонормированный
базис 𝜓1, . . . , 𝜓𝑠, где 𝑠 ⩽ 𝑘, и дополним его векторами 𝜓𝑠+1, . . . , 𝜓𝑛 до орто-
нормированного базиса в ℂ

𝑛.
Обозначим через Ψ матрицу со столбцами 𝜓1, . . . , 𝜓𝑠 и положим 𝑃 = 𝛹 𝛹 ∗.

При всех 𝑥 ∈ ℂ
𝑛 имеем

𝑃𝑥 =
𝑠∑

𝑖=1

⟨𝑥, 𝜓𝑖⟩𝜓𝑖 . (2)

В частности,
𝑃𝜑𝑗 = 𝜑𝑗 , 𝑗 ∈ 1 : 𝑘 . (3)

Кроме того, при всех 𝑗 ∈ 1 : 𝑚 согласно (2)

∥∥𝑃𝜑𝑗

∥∥2
=

𝑠∑
𝑖=1

∣∣⟨𝜑𝑗, 𝜓𝑖⟩
∣∣2 . (4)

Вычислим величину

𝜎 =
𝑚∑
𝑗=1

∥∥𝑃𝜑𝑗

∥∥2
.

На основании (4) запишем

𝜎 =
𝑚∑
𝑗=1

𝑠∑
𝑖=1

∣∣⟨𝜑𝑗, 𝜓𝑖⟩
∣∣2 =

𝑚∑
𝑗=1

𝑠∑
𝑖=1

∣∣∣〈 𝑛∑
𝑙=1

⟨𝜑𝑗, 𝑣𝑙⟩ 𝑣𝑙 ,
𝑛∑

𝑙′=1

⟨𝜓𝑖, 𝑣𝑙′⟩ 𝑣𝑙′
〉∣∣∣2 =

=
𝑚∑
𝑗=1

𝑠∑
𝑖=1

∣∣∣ 𝑛∑
𝑙=1

⟨𝜑𝑗, 𝑣𝑙⟩ ⟨𝜓𝑖, 𝑣𝑙⟩
∣∣∣2 =

=
𝑚∑
𝑗=1

𝑠∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑙=1

𝑛∑
𝑙′=1

⟨𝜑𝑗, 𝑣𝑙⟩ ⟨𝜓𝑖, 𝑣𝑙⟩ ⟨𝜑𝑗, 𝑣𝑙′⟩ ⟨𝜓𝑖, 𝑣𝑙′⟩ =

=
𝑚∑
𝑗=1

𝑠∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑙=1

∣∣⟨𝜑𝑗, 𝑣𝑙⟩ ⟨𝜓𝑖, 𝑣𝑙⟩
∣∣2 .

Мы воспользовались тем, что при 𝑙 ∕= 𝑙′

𝑚∑
𝑗=1

𝑠∑
𝑖=1

⟨𝜑𝑗, 𝑣𝑙⟩ ⟨𝜑𝑗, 𝑣𝑙′⟩ ⟨𝜓𝑖, 𝑣𝑙′⟩ ⟨𝜓𝑖, 𝑣𝑙⟩ =

=
( 𝑚∑

𝑗=1

⟨𝜑𝑗, 𝑣𝑙⟩ ⟨𝜑𝑗, 𝑣𝑙′⟩
)( 𝑠∑

𝑖=1

⟨𝜓𝑖, 𝑣𝑙′⟩ ⟨𝜓𝑖, 𝑣𝑙⟩
)

= 0 ,
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поскольку

𝑚∑
𝑗=1

⟨𝜑𝑗, 𝑣𝑙⟩ ⟨𝜑𝑗, 𝑣𝑙′⟩ =
𝑚∑
𝑗=1

⟨𝑣𝑙′ , 𝜑𝑗⟩ ⟨𝑣𝑙, 𝜑𝑗⟩ =

= ⟨𝛷∗𝑣𝑙′ , 𝛷∗𝑣𝑙⟩ = ⟨𝑆 𝑣𝑙′ , 𝑣𝑙⟩ = 𝜆𝑙′⟨𝑣𝑙′ , 𝑣𝑙⟩ = 0 .

Приходим к формуле

𝜎 =
𝑛∑

𝑙=1

𝑚∑
𝑗=1

∣∣⟨𝑣𝑙, 𝜑𝑗⟩
∣∣2 𝑠∑

𝑖=1

∣∣⟨𝑣𝑙, 𝜓𝑖⟩
∣∣2 =

𝑛∑
𝑙=1

𝜆𝑙

𝑠∑
𝑖=1

∣∣⟨𝑣𝑙, 𝜓𝑖⟩
∣∣2 .

Обозначим

𝑥𝑙 =
𝑠∑

𝑖=1

∣∣⟨𝑣𝑙, 𝜓𝑖⟩
∣∣2 .

Имеем

𝑥𝑙 ⩽
𝑛∑

𝑖=1

∣∣⟨𝑣𝑙, 𝜓𝑖⟩
∣∣2 =

∥∥𝑣𝑙∥∥2
= 1 ,

𝑛∑
𝑙=1

𝑥𝑙 =
𝑠∑

𝑖=1

𝑛∑
𝑙=1

∣∣⟨𝜓𝑖, 𝑣𝑙⟩
∣∣2 =

𝑠∑
𝑖=1

∥∥𝜓𝑖

∥∥2
= 𝑠 .

Значит,

𝜎 =
𝑛∑

𝑙=1

𝜆𝑙 𝑥𝑙 ,

где 0 ⩽ 𝑥𝑙 ⩽ 1 и
𝑛∑

𝑙=1

𝑥𝑙 = 𝑠. Учитывая упорядоченность собственных чисел 𝜆𝑙
и равенство

𝑛∑
𝑙=𝑠+1

𝑥𝑙 = 𝑠−
𝑠∑

𝑙=1

𝑥𝑙 =
𝑠∑

𝑙=1

(
1− 𝑥𝑙

)
,

получаем,

𝜎 ⩽
𝑠∑

𝑙=1

𝜆𝑙 𝑥𝑙 + 𝜆𝑠+1

𝑛∑
𝑙=𝑠+1

𝑥𝑙 =
𝑠∑

𝑙=1

𝜆𝑙 −
𝑠∑

𝑙=1

𝜆𝑙
(
1− 𝑥𝑙

)
+ 𝜆𝑠+1

𝑠∑
𝑙=1

(
1− 𝑥𝑙

)
=

=
𝑠∑

𝑙=1

𝜆𝑙 −
𝑠∑

𝑙=1

(
𝜆𝑙 − 𝜆𝑠+1

)(
1− 𝑥𝑙

)
⩽

𝑠∑
𝑙=1

𝜆𝑙 . (5)
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Теперь доказательство требуемого неравенства заканчивается просто. Со-
гласно (3) и (5)

𝑘∑
𝑗=1

𝑎2𝑗 =
𝑘∑

𝑗=1

∥∥𝜑𝑗

∥∥2
=

𝑘∑
𝑗=1

∥∥𝑃𝜑𝑗

∥∥2 ⩽
𝑚∑
𝑗=1

∥∥𝑃𝜑𝑗

∥∥2
=

= 𝜎 ⩽
𝑠∑

𝑙=1

𝜆𝑙 ⩽
𝑘∑

𝑙=1

𝜆𝑙 .

2∘. Предложение 1 допускает обращение в следующем смысле.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть 𝑆 — произвольная эрмитова положительно
определённая матрица порядка 𝑛 с собственными числами 𝜆1 ⩾ 𝜆2 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾
⩾ 𝜆𝑛 > 0 и соответствующими ортонормированными собственными векто-
рами 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛. Возьмём положительные числа 𝑎1 ⩾ 𝑎2 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝑎𝑚 > 0,
где 𝑚 ⩾ 𝑛. Если выполняются соотношения (1), то в ℂ𝑛 существует фрейм
{𝜑1, . . . , 𝜑𝑚}, такой, что ∥𝜑𝑗∥ = 𝑎𝑗 при 𝑗 ∈ 1 : 𝑚 и матрица 𝑆 является
матрицей этого фрейма.

Доказательству предложения 2 предпошлём вспомогательное утвержде-
ние.

ЛЕММА. Пусть заданы вещественные числа 𝜆̂1, . . . , 𝜆̂𝑚 и 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, причём
𝑎1 ⩾ 𝑎2 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝑎𝑚 > 0. Введём диагональную матрицу Λ̂ = diag(𝜆̂1, . . . , 𝜆̂𝑚).
Если выполнены условия

𝑚∑
𝑙=1

𝜆̂𝑙 =
𝑚∑
𝑗=1

𝑎2𝑗 ;
𝑘∑

𝑙=1

𝜆̂𝑙 ⩾
𝑘∑

𝑗=1

𝑎2𝑗 при всех 𝑘 ∈ 1 : 𝑚− 1 , (6)

то существует ортогональная матрица 𝑄, такая, что у матрицы 𝑄 Λ̂𝑄𝑇

на диагонали стоят числа 𝑎21, . . . , 𝑎2𝑚.

Доказательство леммы отложим до следующего пункта и сразу перейдём
к доказательству предложения 2.

Запишем спектральное разложение матрицы 𝑆,

𝑆 = 𝑉 Λ𝑉 ∗,

где 𝑉 — матрица со столбцами 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 и Λ = diag(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛). Введём мат-
рицу 𝐺 размера 𝑛×𝑚,

𝐺 =

⎡⎣√𝜆1 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . .

√
𝜆𝑛 0 . . . 0

⎤⎦ .



5

Имеем 𝐺𝐺𝑇 = Λ и 𝐺𝑇𝐺 = diag(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛, 0, . . . , 0) =: Λ̂. Обозначим 𝜆̂𝑙 = 𝜆𝑙,
𝑙 ∈ 1 : 𝑛; 𝜆̂𝑙 = 0, 𝑙 ∈ 𝑛+ 1 : 𝑚. Тогда Λ̂ = diag(𝜆̂1, . . . , 𝜆̂𝑚).

Для чисел 𝜆̂1, . . . , 𝜆̂𝑚 и 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚 выполняются условия леммы. Действи-
тельно, согласно (1)

𝑚∑
𝑙=1

𝜆̂𝑙 =
𝑛∑

𝑙=1

𝜆𝑙 =
𝑚∑
𝑗=1

𝑎2𝑗 ;

при 𝑘 ∈ 1 : 𝑛
𝑘∑

𝑙=1

𝜆̂𝑙 =
𝑘∑

𝑙=1

𝜆𝑙 ⩾
𝑘∑

𝑗=1

𝑎2𝑗

и при 𝑘 ∈ 𝑛+ 1 : 𝑚− 1

𝑘∑
𝑙=1

𝜆̂𝑙 =
𝑛∑

𝑙=1

𝜆𝑙 =
𝑚∑
𝑗=1

𝑎2𝑗 ⩾
𝑘∑

𝑗=1

𝑎2𝑗 .

По лемме существует ортогональная матрица 𝑄, такая, что у матрицы 𝑄 Λ̂𝑄𝑇

на диагонали стоят числа 𝑎21, . . . , 𝑎2𝑚.
Положим

𝛷 = 𝑉 𝐺𝑄𝑇

и обозначим через 𝜑1, . . . , 𝜑𝑚 столбцы матрицы 𝛷. Имеем

𝛷𝛷∗ = 𝑉 𝐺𝑄𝑇𝑄𝐺𝑇𝑉 ∗ = 𝑉 𝐺𝐺𝑇𝑉 ∗ = 𝑉 Λ𝑉 ∗ = 𝑆 .

Учитывая свойства матрицы 𝑆, заключаем, что {𝜑1, . . . , 𝜑𝑚} — фрейм в ℂ
𝑛

и 𝑆 — матрица этого фрейма. При этом

𝛷∗𝛷 = 𝑄𝐺𝑇𝑉 ∗𝑉 𝐺𝑄𝑇 = 𝑄𝐺𝑇𝐺𝑄𝑇 = 𝑄 Λ̂𝑄𝑇 .

Значит, на диагонали матрицы 𝛷∗𝛷 стоят числа 𝑎21, . . . , 𝑎2𝑚, а это равносильно
тому, что ∥𝜑𝑗∥ = 𝑎𝑗 при 𝑗 ∈ 1 : 𝑚.

Предложение 2 доказано.

3∘. Докажем лемму.
Воспользуемся индукцией по 𝑚. При 𝑚 = 2 условия (6) принимают вид

𝜆̂1 + 𝜆̂2 = 𝑎21 + 𝑎
2
2 , 𝜆̂1 ⩾ 𝑎21 . (7)

Отсюда следует, что

𝑎21 − 𝜆̂2 = 𝜆̂1 − 𝑎22 ⩾ 𝜆̂1 − 𝑎21 ⩾ 0 .

Значит, 𝜆̂1 ⩾ 𝑎21 ⩾ 𝜆̂2. В частности, 𝜆̂1 ⩾ 𝜆̂2.
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Сначала рассмотрим случай 𝜆̂1 > 𝜆̂2. Выберем параметр 𝑡 ∈ [0, 𝜋
2
] так,

чтобы

sin 𝑡 =

√
𝜆̂1 − 𝑎21
𝜆̂1 − 𝜆̂2

, cos 𝑡 =

√
𝑎21 − 𝜆̂2
𝜆̂1 − 𝜆̂2

.

Введём ортогональную матрицу

𝑄 =

[
cos 𝑡 sin 𝑡

− sin 𝑡 cos 𝑡

]
.

Получим

𝑄 Λ̂𝑄𝑇 =

[
cos 𝑡 sin 𝑡

− sin 𝑡 cos 𝑡

] [
𝜆̂1 cos 𝑡 −𝜆̂1 sin 𝑡

𝜆̂2 sin 𝑡 𝜆̂2 cos 𝑡

]
=

[
𝑎21 𝑏
𝑏 𝑎22

]
,

где 𝑏 = −
√

(𝜆̂1 − 𝑎21) (𝑎21 − 𝜆̂2) . Действительно,

𝜆̂1 cos2 𝑡+ 𝜆̂2 sin2 𝑡 = 𝜆̂1

(
𝑎21 − 𝜆̂2
𝜆̂1 − 𝜆̂2

)
+ 𝜆̂2

(
𝜆̂1 − 𝑎21
𝜆̂1 − 𝜆̂2

)
= 𝑎21 ,

𝜆̂1 sin2 𝑡+ 𝜆̂2 cos2 𝑡 = 𝜆̂1

(
𝜆̂1 − 𝑎21
𝜆̂1 − 𝜆̂2

)
+ 𝜆̂2

(
𝑎21 − 𝜆̂2
𝜆̂1 − 𝜆̂2

)
= 𝜆̂1 + 𝜆̂2 − 𝑎21 = 𝑎22 .

Таким образом, на диагонали матрицы 𝑄 Λ̂𝑄𝑇 стоят числа 𝑎21, 𝑎22.
Перейдём к случаю 𝜆̂1 = 𝜆̂2. В силу (7)

𝑎21 ⩽ 𝜆̂1 ⩽ 2𝜆̂1 − 𝑎21 = 𝑎22 ⩽ 𝑎21 .

Значит, 𝑎21 = 𝑎22 = 𝜆̂1 = 𝜆̂2. Достаточно взять 𝑄 = 𝐼2.
Сделаем индукционный переход от 𝑚 − 1 к 𝑚. Согласно (6), 𝜆̂1 ⩾ 𝑎21.

Допустим, что 𝜆̂𝑙 ⩾ 𝑎21 при всех 𝑙 ∈ 1 : 𝑚. Тогда

𝑚𝑎21 ⩽
𝑚∑
𝑙=1

𝜆̂𝑙 =
𝑚∑
𝑗=1

𝑎2𝑗 ⩽ 𝑚𝑎21 .

Отсюда следует, что 𝑎21 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝑎2𝑚 = 𝜆̂1 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝜆̂𝑚. Достаточно взять 𝑄 = 𝐼𝑚.
Остаётся предположить, что существует 𝑠 ∈ 2 : 𝑚, такое, что

𝜆̂𝑠 < 𝑎
2
1 ; 𝜆̂𝑙 ⩾ 𝑎21 при 𝑙 ∈ 1 : 𝑠− 1 . (8)

Покажем, что для чисел 𝜆̂2, . . . , 𝜆̂𝑠−1, 𝜆̂1 + 𝜆̂𝑠 − 𝑎21, 𝜆̂𝑠+1, . . . , 𝜆̂𝑚 и 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 вы-
полняются условия, аналогичные (6). Имеем

𝜆̂2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜆̂𝑠−1 +
(
𝜆̂1 + 𝜆̂𝑠 − 𝑎21

)
+ 𝜆̂𝑠+1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜆̂𝑚 = 𝑎22 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎2𝑚 ;
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при 𝑘 ∈ 1 : 𝑠− 1

𝜆̂2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜆̂𝑘 ⩾ (𝑘 − 1) 𝑎21 ⩾ (𝑘 − 1) 𝑎22 ⩾ 𝑎22 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎2𝑘 ;
при 𝑘 ∈ 𝑠 : 𝑚− 1

𝜆̂2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜆̂𝑠−1 +
(
𝜆̂1 + 𝜆̂𝑠 − 𝑎21

)
+ 𝜆̂𝑠+1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜆̂𝑘 =

= 𝜆̂1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜆̂𝑘 − 𝑎21 ⩾ 𝑎22 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎2𝑘 .

Обозначим Λ̂1 = diag(𝜆̂2, . . . , 𝜆̂𝑠−1, 𝜆̂1+𝜆̂𝑠−𝑎21, 𝜆̂𝑠+1, . . . , 𝜆̂𝑚). По индукционному
предположению найдётся ортогональная матрица 𝑄1 порядка𝑚−1, такая, что
у матрицы 𝑄1 Λ̂1𝑄

𝑇
1 на диагонали стоят числа 𝑎22, . . . , 𝑎2𝑚.

Вернёмся к соотношениям (8). Выбор индекса 𝑠 обеспечивает неравенство
𝜆̂1 > 𝜆̂𝑠. Найдём 𝑡 ∈ [0, 𝜋

2
), исходя из условий

sin 𝑡 =

√
𝜆̂1 − 𝑎21
𝜆̂1 − 𝜆̂𝑠

, cos 𝑡 =

√
𝑎21 − 𝜆̂𝑠
𝜆̂1 − 𝜆̂𝑠

. (9)

Обозначим через 𝛩𝑠 матрицу порядка 𝑠 вида

𝛩𝑠 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
cos 𝑡 0 . . . 0 sin 𝑡
0 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0

− sin 𝑡 0 . . . 0 cos 𝑡

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
и положим

𝛩 =

[
𝛩𝑠 0
0 𝐼𝑚−𝑠

]
.

Нетрудно проверить, что 𝛩 — ортогональная матрица порядка 𝑚.
Нас интересует матрица

𝐻 = 𝛩 Λ̂𝛩𝑇 =

[
𝛩𝑠 0
0 𝐼𝑚−𝑠

]
Λ̂

[
𝛩𝑇

𝑠 0
0 𝐼𝑚−𝑠

]
=

=

[
𝛩𝑠 Λ̂[1 : 𝑠, 1 : 𝑠]𝛩𝑇

𝑠 0

0 Λ̂[𝑠+ 1 : 𝑚, 𝑠+ 1 : 𝑚]

]
.

Покажем, что

𝐻 =

[
𝑎21 ℎ𝑇

ℎ Λ̂1

]
, (10)

где Λ̂1 — введённая выше диагональная матрица порядка 𝑚− 1.
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Согласно (9) имеем

𝐻[1, 1] = 𝜆̂1 cos2 𝑡+ 𝜆̂𝑠 sin2 𝑡 = 𝑎21 ,

𝐻[𝑠, 𝑠] = 𝜆̂1 sin2 𝑡+ 𝜆̂𝑠 cos2 𝑡 = 𝜆̂1 + 𝜆̂𝑠 − 𝑎21 .

Кроме того, очевидно, что 𝐻[𝑙, 𝑙] = 𝜆̂𝑙 при 𝑙 ∈ 2 : 𝑠 − 1. Таким образом,
на диагональных элементах равенство (10) выполняется. Остаётся проверить,
что 𝐻[𝑙, 𝑗] = 0 при 𝑙, 𝑗 ∈ 2 : 𝑠, 𝑙 ∕= 𝑗. Это проверяется в два приёма: 𝐻[𝑙, 𝑗] = 0
при 𝑙 ∈ 2 : 𝑠 − 1, 𝑗 ∈ 2 : 𝑠, 𝑙 ∕= 𝑗 и 𝐻[𝑠, 𝑗] = 0 при 𝑗 ∈ 2 : 𝑠 − 1. Отметим,
что у (𝑚 − 1)-мерного вектора ℎ лишь одна компонента, возможно, отлична
от нуля. Точнее,

𝐻[1, 𝑠] = 𝐻[𝑠, 1] = −
√

(𝜆̂1 − 𝑎21) (𝑎21 − 𝜆̂𝑠) .

Формула (10) установлена.
Рассмотрим ортогональную матрицу 𝑄0 порядка 𝑚,

𝑄0 =

[
1 0
0 𝑄1

]
,

где матрица 𝑄1, как и Λ̂1, определена выше. Согласно (10) имеем

𝑄0𝐻 𝑄
𝑇
0 =

[
1 0

0 𝑄1

][
𝑎21 ℎ𝑇

ℎ Λ̂1

][
1 0

0 𝑄𝑇
1

]
=

[
𝑎21 (𝑄1 ℎ)

𝑇

𝑄1 ℎ 𝑄1 Λ̂1𝑄
𝑇
1

]
.

Видим, что у матрицы 𝑄0𝐻 𝑄
𝑇
0 на диагонали стоят числа 𝑎21, 𝑎22, . . . , 𝑎2𝑚. При

этом
𝑄0𝐻 𝑄

𝑇
0 = 𝑄0𝛩 Λ̂𝛩𝑇 𝑄𝑇

0 .

Ортогональная матрица 𝑄 = 𝑄0𝛩 обладает тем свойством, что у матрицы
𝑄 Λ̂𝑄𝑇 на диагонали стоят числа 𝑎21, . . . , 𝑎2𝑚.

Лемма доказана.

4∘. Приведём одно следствие из предложения 2. Напомним, что фрейм
{𝜑1, . . . , 𝜑𝑚} называется равномерным, если ∥𝜑1∥ = ⋅ ⋅ ⋅ = ∥𝜑𝑚∥.
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть 𝑆 — эрмитова положительно определённая
матрица порядка 𝑛. Тогда при каждом 𝑚 ⩾ 𝑛 в ℂ𝑛 существует равномерный
фрейм {𝜑1, . . . , 𝜑𝑚}, у которого матрица фрейма равна 𝑆.
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝜆1 ⩾ 𝜆2 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝜆𝑛 > 0 — собственные числа

матрицы 𝑆. Обозначим 𝐴 =
𝑛∑

𝑙=1

𝜆𝑙. Фиксируем 𝑚 ⩾ 𝑛 и положим

𝑎𝑗 =
√

𝐴
𝑚
, 𝑗 ∈ 1 : 𝑚.

Тогда
𝑛∑

𝑙=1

𝜆𝑙 = 𝐴 =
𝑚∑
𝑗=1

𝑎2𝑗

и при 𝑘 ∈ 1 : 𝑛

𝑘∑
𝑗=1

𝑎2𝑗 =
𝑘

𝑚
𝐴 = 𝑘

𝑛

𝑚

1

𝑛

𝑛∑
𝑙=1

𝜆𝑙 ⩽ 𝑘
𝑛

𝑚

1

𝑘

𝑘∑
𝑙=1

𝜆𝑙 ⩽
𝑘∑

𝑙=1

𝜆𝑙 .

Мы воспользовались тем, что в силу упорядоченности 𝜆𝑙

1

𝑘

𝑘∑
𝑙=1

𝜆𝑙 ⩾
1

𝑛

𝑛∑
𝑙=1

𝜆𝑙 . (11)

Проверим это неравенство. Имеем

1

𝑘

𝑘∑
𝑙=1

𝜆𝑙 ⩾ 𝜆𝑘+1 =
𝑘+1∑
𝑙=1

𝜆𝑙 −
𝑘∑

𝑙=1

𝜆𝑙 .

Отсюда следует, что
1

𝑘

𝑘∑
𝑙=1

𝜆𝑙 ⩾
1

𝑘 + 1

𝑘+1∑
𝑙=1

𝜆𝑙 .

Продолжив аналогично, придём к (11).
Показано, что для чисел 𝜆1 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝜆𝑛 > 0 и 𝑎1 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝑎𝑚 =

√
𝐴
𝑚

условия
предложения 2 выполнены. Согласно этому предложению требуемый фрейм
существует.

5∘. Сформулируем аналоги предложений 1 и 2 для жёстких фреймов, у ко-
торых по определению 𝜆1 = ⋅ ⋅ ⋅ = 𝜆𝑛 =: 𝜆 > 0.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть {𝜑1, . . . , 𝜑𝑚} — жёсткий фрейм в ℂ
𝑛 с кон-

стантой фрейма 𝜆 и 𝑎𝑗 = ∥𝜑𝑗∥, причём a1 ⩾ 𝑎2 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝑎𝑚 > 0. Тогда

𝑛𝜆 =
𝑚∑
𝑗=1

𝑎2𝑗 и 𝜆 ⩾ 𝑎21 . (12)
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть заданы натуральное число 𝑛 ⩾ 2 и вещест-
венное 𝜆 > 0. При 𝑚 ⩾ 𝑛 возьмём числа 𝑎1 ⩾ 𝑎2 ⩾ ⋅ ⋅ ⋅ ⩾ 𝑎𝑚 > 0, удовлетворя-
ющие условиям (12). Тогда в ℂ

𝑛 существует жёсткий фрейм {𝜑1, . . . , 𝜑𝑚}
с константой фрейма 𝜆, такой, что ∥𝜑𝑗∥ = 𝑎𝑗 при 𝑗 ∈ 1 : 𝑚.

Отметим, что из неравенства 𝜆 ⩾ 𝑎21 следует, что при всех 𝑘 ∈ 1 : 𝑛

𝑘 𝜆 ⩾ 𝑘 𝑎21 ⩾
𝑘∑

𝑗=1

𝑎2𝑗 .

З ам е ч а н и е. По ходу доказательства предложения 2 было установлено, что
требуемый фрейм {𝜑1, . . . , 𝜑𝑚} состоит из столбцов матрицы 𝛷 = 𝑉 𝐺𝑄𝑇 , где
матрицы 𝐺 и 𝑄 зависят только от чисел 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 и 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, а унитарная
матрица 𝑉 участвует в спектральном разложении матрицы 𝑆, 𝑆 = 𝑉 Λ𝑉 ∗.
В случае жёсткого фрейма 𝑆 = 𝜆 𝐼𝑛, так что в качестве 𝑉 можно взять любую
унитарную матрицу порядка 𝑛.
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