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1◦. Пусть N1, N2 – натуральные числа, отличные от единицы, причем
N1 �= N2. Обозначим n = min{N1, N2}, N = N1N2.
Возьмем сигнал x ∈ CN1 со спектром X = FN1(x) и преобразуем его в

сигнал y ∈ CN2, спектр которого Y = FN2(y) определяется формулой

Y (k) =

{
X(k) при k ∈ 0 : n − 1,

0 при k ∈ n : N2 − 1.

Сигнал y можно записать в явном виде

y(j) =
1

N2

n−1∑
k=0

X(k) ωkj
N2

, j ∈ Z. (1)

Оператор K : CN1 → CN2, сопоставляющий сигналу x ∈ CN1 сигнал y ∈ CN2

вида (1), называется частотным конвертером. Покажем, как реализовать
оператор K во временной области.

2◦. Реализация состоит из трех этапов.

1) Растяжение. Растянем сигнал x ∈ CN1 до сигнала x̂ ∈ CN по правилу

x̂(j) =

{
x(j/N2), если j делится на N2,

0 при остальных j ∈ Z.

2) Фильтрация. Отфильтруем сигнал x̂ с помощью фильтра L, импульс-
ная характеристика h которого имеет спектр H = FN(h) вида

H(k) =

{
N1 при k ∈ 0 : n − 1,

0 при k ∈ n : N − 1.
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Получим сигнал ŷ = L(x̂) = h ∗ x̂.

3) Прореживание. Выделим сигнал y(j) = ŷ(jN1), принадлежащий про-
странству CN2 .
Проверим, что сигнал y допускает представление (1).

3◦. Обозначим X̂ = FN(x̂). Согласно определению ДПФ

X̂(k) =
N1−1∑
l=0

x(l) ω−klN2
N =

N1−1∑
l=0

x(l) ω−kl
N1

= X(k), k ∈ Z.

По теореме о циклической свертке Ŷ := FN(ŷ) = HX̂, так что

Ŷ (k) =

{
N1X(k) при k ∈ 0 : n − 1,

0 при k ∈ n : N − 1.
(2)

Теперь выясним, как связаны спектры сигнала ŷ и прореженного сигнала
y(j) = ŷ(jN1). Запишем

Y (k) =

N2−1∑
j=0

y(j) ω−kj
N2

=

N2−1∑
j=0

ŷ(jN1) ω−kjN1

N2N1
=

=

N−1∑
j′=0

ŷ(j′) ω−kj′
N δN1(j

′) =

N−1∑
j=0

ŷ(j) ω−kj
N

{
1

N1

N1−1∑
p=0

ω−pjN2

N1N2

}
=

=
1

N1

N1−1∑
p=0

N−1∑
j=0

ŷ(j) ω
−j(k+pN2)
N =

1

N1

N1−1∑
p=0

Ŷ (k + pN2).

Согласно (2) в последней сумме при k ∈ 0 : N2 − 1 отлично от нуля лишь одно
слагаемое, соответствующее p = 0. Значит,

Y (k) =
1

N1

Ŷ (k) =

{
X(k) при k ∈ 0 : n − 1,

0 при k ∈ n : N2 − 1.

Представление (1) следует из формулы обращения для ДПФ.

4◦. Обратимся к фильтру L с импульсной характеристикой

h(j) =
N−1∑
k=0

H(k) ωkj
N =

1

N2

n−1∑
k=0

ωkj
N .

Обозначим m = max{N1, N2}, так что N = mn. Очевидно, что h(0) = n/N2 и

h(j) =
1 − ωnj

N

N2(1 − ωj
N)

=
1 − ωj

m

N2(1 − ωj
N)

, j ∈ 1 : N − 1. (3)
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Упростим формулу (3). Поскольку

1 − ωj
m = (1 − cos(2πj/m)) − i sin(2πj/m) =

= −2i sin(πj/m) [cos(πj/m) + i sin(πj/m)] = −2i sin(πj/m) ωj
2m

и аналогично
1 − ωj

N = −2i sin(πj/N) ωj
2N ,

то при j ∈ 1 : N − 1

N2h(j) =
sin(πj/m) ωj

2m

sin(πj/N) ωj
2N

=
sin(πj/m)

sin(πj/N)
ω

(n−1)j
2N .

Окончательно получаем

h(j) =

⎧⎨⎩
n/N2 при j = 0,

sin(πj/m)

N2 sin(πj/N)
ω

(n−1)j
2N при j ∈ 1 : N − 1.
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