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Доклад представляет собой вариации на темы из [1].

1◦. Напомним [2], что система ненулевых векторов {ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm−1} из C
n

при m � n называется жёстким фреймом с константой фрейма A > 0, если
выполнено одно из трёх эквивалентных условий:

1) x =
1

A

m−1∑
k=0

〈x, ϕk〉ϕk для всех x ∈ C
n ;

2)
m−1∑
k=0

∣∣〈x, ϕk〉
∣∣2 = A ‖x‖2 для всех x ∈ C

n ;

3) ΦΦ∗ = AIn ,

где Φ — матрица со столбцами ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm−1 и In — единичная матрица
порядка n.
Если ‖ϕk‖ = 1 при всех k ∈ 0 : m− 1, то константа фрейма A равна m

n
.

2◦. Пусть m > n > 1 и w0, w1, . . . , wn−1 — попарно различные корни m-й
степени из единицы. Векторы

ϕk(j) = 1√
n
wk

j , j ∈ 0 : n− 1, k ∈ 0 : m− 1, (1)

образуют гармонический фрейм. В частности, ϕ0(j) = 1√
n
при всех j ∈ 0 : n−1.

Если ввести диагональную матрицу W = diag(w0, w1, . . . , wn−1), то форму-
лу (1) можно переписать в виде

ϕk = W kϕ0, k ∈ 0 : m− 1 (W 0 = In). (2)
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Теперь возьмём комплексное число c, |c| = 1, и обозначим через c0, c1, . . . ,
cn−1 попарно различные корни m-й степени из c. Возьмём также n комплекс-
ных чисел b0, b1, . . . , bn−1, по модулю равных единице. Векторы

ψk(j) = 1√
n
bj c

k
j , j ∈ 0 : n− 1, k ∈ 0 : m− 1, (3)

образуют обобщённый гармонический фрейм. В частности, ψ0(j) = 1√
n
bj, j ∈

0 : n− 1. Ясно, что ‖ψk‖ = 1 при всех k ∈ 0 : m− 1.
Введём диагональные матрицы B = diag(b0, b1, . . . , bn−1), V = diag(c0, c1,

. . . , cn−1). Формулу (3) можно переписать двумя способами:

ψk = V kψ0, k ∈ 0 : m− 1; (4)
ψk = B (V kϕ0), k ∈ 0 : m− 1. (5)

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Обобщённый гармонический фрейм {ψ0, ψ1, . . . , ψm−1}
является жёстким фреймом с константой A = m

n
.

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через Ψ матрицу со столбцами ψ0, ψ1, . . . ,
ψm−1. При j, s ∈ 0 : n− 1 имеем

(Ψ Ψ ∗)[j, s] =
m−1∑
k=0

ψk(j)ψk(s)
(3)
= 1

n
bj bs

m−1∑
k=0

(cj cs)
k.

В частности, (Ψ Ψ ∗)[j, j] = m
n
. Если j �= s, то по формуле для суммы членов

геометрической прогрессии получим

m−1∑
k=0

(cj cs)
k =

1 − cmj c
m
s

1 − cj cs
=

1 − c c

1 − cj cs
= 0,

так что (Ψ Ψ ∗)[j, s] = 0. Таким образом,

Ψ Ψ ∗ = m
n
In.

Остаётся сослаться на определение 3) жёсткого фрейма.

3◦. В следующем предложении установлена связь между обобщёнными гар-
моническими фреймами и гармоническими.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Система векторов {ψk}m−1
k=0 является обобщённым

гармоническим фреймом тогда и только тогда, когда существует гармони-
ческий фрейм {ϕk}m−1

k=0 , комплексное число g, |g| = 1, и диагональная мат-
рица B, диагональные элементы которой по модулю равны единице, такие,
что

ψk = B (gkϕk), k ∈ 0 : m− 1. (6)
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Док а з а т е л ь с т в о. Пусть {ψk}m−1
k=0 — обобщённый гармонический фрейм.

Обозначим c = eiθ, g = eiθ/m, wj = g−1cj. Тогда

wm
j = g−mcmj = g−mc = 1, j ∈ 0 : n− 1,

то есть w0, w1, . . . , wn−1 — попарно различные корни m-й степени из единицы.
Поскольку cj = g wj, то V = gW . Согласно (5) и (2)

ψk = B (gk W kϕ0) = B (gkϕk), k ∈ 0 : m− 1.

Наоборот, пусть векторы ψk определяются формулой (6). Положим cj =
= g wj. Тогда cmj = gm =: c, то есть c0, c1, . . . , cn−1 — попарно различные корни
m-й степени из c, |c| = 1. Очевидно, что V = gW . Учитывая (2), получаем

ψk = B (gk W kϕ0) = B (V kϕ0), k ∈ 0 : m− 1.

Эта формула совпадает с (5), так что {ψk}m−1
k=0 — обобщённый гармонический

фрейм. Предложение доказано.

4◦. Пусть по-прежнему m > n > 1. Возьмём унитарную матрицу U поряд-
ка n, единичный вектор η0 ∈ C

n и построим последовательность единичных
векторов

ηk = Uηk−1, k = 1, . . . ,m− 1. (7)

Обозначим H = {η0, η1, . . . , ηm−1}. Если система H — жёсткий фрейм, то её
можно преобразовать в обобщённый гармонический фрейм. Для этого вос-
пользуемся спектральным разложением унитарной матрицы U (см., напри-
мер, [3, с. 248])

U = PΛP ∗, (8)

где P — матрица, столбцами которой являются ортонормированные соб-
ственные векторы p0, p1, . . . , pn−1 матрицы U , и Λ — диагональная матрица,
Λ = diag(λ0, λ1, . . . , λn−1), с диагональными элементами, по модулю равными
единице. Систему векторов

ψk = P ∗ηk, k ∈ 0 : m− 1, (9)

обозначим через Ψ .

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Если H — жёсткий фрейм, то Ψ — обобщённый
гармонический фрейм.

Док а з а т е л ь с т в о. Имеем

ψ0(j) = 〈η0, pj〉 = 1√
n
bj, (10)

где bj =
√
n 〈η0, pj〉. Покажем, что |bj| = 1 при всех j ∈ 0 : n− 1.
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Разложим вектор η0 по базису {p0, p1, . . . , pn−1}. Получим

η0 =
n−1∑
j=0

〈η0, pj〉 pj = 1√
n

n−1∑
j=0

bj pj .

Если обозначить через b вектор с компонентами b0, b1, . . . , bn−1, то последнюю
формулу можно переписать в виде

η0 = 1√
n
P b .

Согласно (7) и (8)

ηk = Ukη0 = 1√
n
PΛkP ∗P b = 1√

n
PΛkb = 1√

n

n−1∑
s=0

bs λ
k
s ps .

Как следствие∣∣〈ηk, pj〉
∣∣ = 1√

n

∣∣bj λk
j

∣∣ = 1√
n

∣∣bj∣∣ при всех k ∈ 0 : m− 1.

По определению 2) жёсткого фрейма (при x = pj)

‖pj‖2 =
n

m

m−1∑
k=0

∣∣〈pj, ηk〉
∣∣2 = |bj|2,

так что |bj| = 1 при всех j ∈ 0 : n− 1.
Далее

ψk = P ∗ηk = P ∗ Ukη0 = P ∗(PΛkP ∗)η0 = Λk
(
P ∗η0

)
= Λkψ0. (11)

На основании (10) и (11) получаем

ψk(j) = 1√
n
bj λ

k
j , j ∈ 0 : n− 1, k ∈ 0 : m− 1. (12)

Остаётся показать, что λj — попарно различные корни m-й степени из неко-
торого числа c ∈ C, |c| = 1.
Как известно [4], из того, что система H, построенная по формуле (7),

является жёстким фреймом, следует равенство

Um = c In,

где c ∈ C, |c| = 1. Согласно (8)

PΛmP ∗ = c In,
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так что Λm = c In. Это равносильно соотношению

λm
j = c при всех j ∈ 0 : n− 1.

Значит, λj — корни m-й степени из c. Покажем, что λj �= λs при j �= s.
Не вызовет недоразумений, если мы будем обозначать через Ψ и H мат-

рицы со столбцами ψ0, ψ1, . . . , ψm−1 и η0, η1, . . . , ηm−1 соответственно. Соглас-
но (9), Ψ = P ∗H. Система H является жёстким фреймом. Жёстким фреймом
будет и система Ψ , поскольку

Ψ Ψ ∗ = P ∗HH∗P = m
n
In.

В частности, (Ψ Ψ ∗)[j, s] = 0 при j �= s. Распишем это равенство подробно:

m−1∑
k=0

ψk(j)ψk(s) = 0.

В силу (12)

1
n
bj bs

m−1∑
k=0

(
λj λs

)k
= 0.

Как следствие
m−1∑
k=0

(
λj λs

)k
= 0 при j �= s.

Ясно, что λj �= λs при j �= s, ибо иначе мы получили бы противоречие с
последним равенством. Предложение доказано.

З ам е ч а н и е. Предложение 3 позволяет усилить результат из [4]. Справедли-
во такое утверждение.

Если система H, построенная по формуле (7), является жёстким фрей-
мом, то Um = c In, где c ∈ C, |c| = 1. При этом собственные числа унитар-
ной матрицы U суть попарно различные корни m-й степени из c.

5◦. Приведём пример к предложению 3.

ПРИМЕР 1. Пусть n = 2, m = 3. Рассмотрим фрейм Мерседес-Бенц, состо-
ящий из векторов

b0 =
(
0, 1

)T
, b1 =

( − √
3

2
,−1

2

)T
, b2 =

(√
3

2
,−1

2

)T
.

Как известно [5, с. 100], это жёсткий фрейм. Нетрудно проверить, что bk =
= U bk−1, k = 1, 2, где

U =

[
−1

2
−

√
3

2√
3

2
−1

2

]
.
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Матрица U — унитарная с собственными числами λ0 = −1
2

+ i
√

3
2

= ω3, λ1 =

= −1
2
− i

√
3

2
= ω2

3 и собственными векторами

p0 = 1√
2

[
1
−i

]
, p1 = 1√

2

[
1
i

]
.

Все условия предложения 3 выполнены. Построим обобщённый гармониче-
ский фрейм.
Имеем

P = 1√
2

[
1 1
−i i

]
, P ∗ = 1√

2

[
1 i
1 −i

]
,

ψ0 = P ∗b0 = 1√
2

[
i
−i

]
,

ψ1 = 1√
2

[
−

√
3

2
− 1

2
i

−
√

3
2

+ 1
2
i

]
= 1√

2

[
i λ0

−i λ1

]
,

ψ2 = 1√
2

[√
3

2
− 1

2
i

√
3

2
+ 1

2
i

]
= 1√

2

[
i λ2

0

−i λ2
1

]
.

В данном случае b0 = i, b1 = −i.
6◦. Условие жёсткости фрейма H в предложении 3 можно заменить усло-

виями на унитарную матрицу U и начальный вектор η0.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Система векторов Ψ является обобщённым гармо-
ническим фреймом тогда и только тогда, когда

1)
∣∣〈η0, pj〉

∣∣ = 1√
n

при всех j ∈ 0 : n− 1;

2) собственные числа λ0, λ1, . . . , λn−1 матрицы U суть попарно различные
корни m-й степени из некоторого числа c ∈ C, |c| = 1.

Док а з а т е л ь с т в о. По построению (формулы (7) и (9))

ψk(j) = 1√
n
bj λ

k
j , j ∈ 0 : n− 1, k ∈ 0 : m− 1, (13)

где bj =
√
n 〈η0, pj〉. Если выполнены условия 1) и 2), то по определению Ψ —

обобщённый гармонический фрейм.
Наоборот, пусть Ψ — обобщённый гармонический фрейм. Согласно (3),

|ψ0(j)| ≡ 1√
n
, что в применении к формуле (13) даёт |bj| = 1 при всех

j ∈ 0 : n− 1. Условие 1) выполнено.
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Далее по предложению 1 обобщённый гармонический фрейм Ψ является
жёстким фреймом. Учитывая этот факт и представление (13), так же, как в
конце доказательства предложения 3, получаем λj �= λs при j �= s.
Вместе с Ψ жёстким фреймом будет и система H. Действительно, как от-

мечалось, Ψ = P ∗H, так что H = P Ψ и

HH∗ = P Ψ Ψ ∗P ∗ = m
n
In.

В этом случае Um = c In, где c ∈ C, |c| = 1. Отсюда следует, что λm
j = c при

всех j ∈ 0 : n − 1, то есть λj — корни m-й степени из c. Условие 2) также
выполнено. Предложение доказано.

7◦. Приведём примеры к предложению 4.

ПРИМЕР 2 (условия 1) и 2) выполнены). Пусть n = 2, m = 3. Рассмотрим
унитарную матрицу U с собственными числами λ0 = 1, λ1 = ω3 и ортонорми-
рованными собственными векторами

p0 = 1√
2

[
1
1

]
, p1 = 1√

2

[
1
−1

]
.

В этом случае

P = P ∗ = 1√
2

[
1 1
1 −1

]
,

U = 1
2

[
1 + ω3 1 − ω3

1 − ω3 1 + ω3

]
.

Возьмём начальный вектор η0 = (1, 0)T . Для него∣∣〈η0, p0〉
∣∣ =

∣∣〈η0, p1〉
∣∣ = 1√

2
.

Таким образом, условия 1) и 2) выполнены.
Найдём векторы η1 и η2:

η1 = 1
2

[
1 + ω3

1 − ω3

]
, η2 = 1

2

[
1 + ω2

3

1 − ω2
3

]
.

Вычислим векторы ψk:

ψ0 = 1√
2

[
1
1

]
, ψ1 = 1√

2

[
1
ω3

]
, ψ2 = 1√

2

[
1
ω2

3

]
.

Получили, что {ψ0, ψ1, ψ2} — гармонический фрейм.
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ПРИМЕР 3 (нарушено условие 1)). Пусть n = 2, m = 3. Рассмотрим уни-
тарную матрицу U с собственными числами λ0 = 1, λ1 = ω3 и ортонормиро-
ванными собственными векторами

p0 =

[
1
0

]
, p1 =

[
0
1

]
.

В этом случае P = P ∗ = I2 и

U =

[
1 0
0 ω3

]
.

Возьмём начальный вектор η0 = (1, 0)T . Для него∣∣〈η0, p0〉
∣∣ = 1,

∣∣〈η0, p1〉
∣∣ = 0,

то есть условие 1) нарушено.
Найдём векторы η1 и η2:

η1 =

[
1
0

]
, η2 =

[
1
0

]
.

Вычислим векторы ψk:

ψ0 = ψ1 = ψ2 =

[
1
0

]
.

Система {ψ0, ψ1, ψ2} не является жёстким фреймом, так как линейные ком-
бинации её элементов не порождают пространства C

2 (см. определение 1)
жёсткого фрейма). Согласно предложению 1 она не может быть и обобщённым
гармоническим фреймом.

ПРИМЕР 4 (нарушено условие 2)). Рассмотрим унитарную матрицу U вто-
рого порядка с собственными числами λ0 = 1, λ1 = i и ортонормированными
собственными векторами

p0 =

[
1
0

]
, p1 =

[
0
1

]
.

В этом случае P = P ∗ = I2 и

U =

[
1 0
0 i

]
.

Условие 2) при m = 3 нарушено, поскольку λ3
0 �= λ3

1.
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Возьмём начальный вектор η0 = 1√
2

[
1
1

]
. Для него

∣∣〈η0, p0〉
∣∣ =

∣∣〈η0, p1〉
∣∣ = 1√

2
,

то есть условие 1) выполнено.
Найдём векторы η1 и η2:

η1 = 1√
2

[
1
i

]
, η2 = 1√

2

[
1
−1

]
.

Имеем ψ0 = η0, ψ1 = η1, ψ2 = η2. У матрицы

Ψ = 1√
2

[
1 1 1
1 i −1

]

строки не ортогональны. Значит, система {ψ0, ψ1, ψ2} не является жёстким
фреймом (см. определение 3)) и, тем более, не будет обобщённым гармониче-
ским фреймом (см. предложение 1).

Отметим, что ψ3 = 1√
2

[
1
−i

]
. При m = 4 система {ψ0, ψ1, ψ2, ψ3} образует

гармонический фрейм.
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