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Делается попытка переосмыслить и дополнить содержание докладов [1, 2].

1◦. Рассмотрим задачу математического программирования

f(x) → inf ,

gi(x) � 0 , i ∈ 1 : s ;

x ∈ P .

(1)

Предполагается, что P ⊂ R
n — произвольное непустое множество (возможно,

дискретное), f, g1, . . . , gs — произвольные конечные функции, заданные на P .
Обозначим

X =
{
x ∈ P | gi(x) � 0, i ∈ 1 : s

}
,

f ∗ = inf
{
f(x) | x ∈ X

}
.

Введём функцию Лагранжа

L(x, y) = f(x) +
s∑

i=1

yi gi(x)

и запишем двойственную задачу

ϕ(y) := inf
{
L(x, y) | x ∈ P

} → sup
y∈R

s
+

. (2)

Здесь R
s
+ — множество векторов y = (y1, . . . , ys) с неотрицательными ком-

понентами. Отметим, что функция Лагранжа L(x, y) при фиксированном x
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аффинна по y, поэтому целевая функция двойственной задачи ϕ(y) вогнута
на R

s
+. Обозначим

ϕ∗ = sup
{
ϕ(y) | y ∈ R

s
+

}
.

Наряду с (1), (2) рассмотрим вспомогательную параметрическую задачу

f(x) → inf ,

gi(x) � vi , i ∈ 1 : s ;

x ∈ P .

(3)

Обозначим
X(v) =

{
x ∈ P | gi(x) � vi , i ∈ 1 : s

}
.

Функция
F (v) = inf

{
f(x) | x ∈ X(v)

}
, v ∈ R

s,

называется функцией чувствительности для задачи (1).
Исходная задача (1) вкладывается в задачу (3) (при v = O). Функция F (v)

отражает характер этого вложения. Вместе с тем, функция чувствительности
связана и с целевой функцией двойственной задачи (2). Справедливо следую-
щее утверждение.

ЛЕММА. При всех y ∈ R
s
+ функция ϕ(y) допускает представление

ϕ(y) = inf
{
F (v) + 〈y, v〉 | v ∈ R

s
}
.

При исследовании пары двойственных задач (1), (2) функция чувствитель-
ности играет важную роль.

2◦. Относительно задачи (1) сделаем естественные предположения

X �= ∅ , f ∗ > −∞ , (4)

которые гарантируют, что f ∗ — конечная величина.
Из определений следует, что f ∗ � ϕ∗. Первый вопрос, на который нужно

ответить: когда выполняется соотношение двойственности f ∗ = ϕ∗?

ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы имело место соотношение двойственности,
необходимо и достаточно, чтобы ε-субдифференциал функции чувствитель-
ности в нуле, ∂εF (O), был непустым при всех ε > 0.

3◦. Условие
∂F (O) �= ∅ (5)

назовём условием глобальной регулярности задачи (1). По существу, оно ха-
рактеризует «регулярность» вложения задачи (1) в параметрическое семей-
ство задач (3).
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ТЕОРЕМА 2. Условие глобальной регулярности выполняется тогда и толь-
ко тогда, когда f ∗ = ϕ∗ и двойственная задача (2) имеет решение.

По ходу доказательства этой теоремы выясняется, что

• любая точка из −∂F (O) является решением задачи (2);

• при выполнении соотношения двойственности f ∗ = ϕ∗ любое решение
двойственной задачи принадлежит множеству −∂F (O).

4◦. Приведём одно достаточное условие, гарантирующее глобальную регу-
лярность задачи (1).

ТЕОРЕМА 3. Пусть f ∗ = ϕ∗ и выполнено условие Слейтера: существует
точка z ∈ P , такая, что gi(z) < 0 при всех i ∈ 1 : s. Тогда ∂F (O) �= ∅.

5◦. Предположим, что выполнено условие глобальной регулярности (5)
задачи (1). Возьмём решение двойственной задачи y∗ и рассмотрим задачу
Лагранжа

L(x, y∗) → inf
x∈P

. (6)

Её экстремальное значение равно ϕ(y∗) = ϕ∗.

ТЕОРЕМА 4 (принцип Лагранжа). Любое решение x∗ глобально регулярной
задачи (1) является решением задачи (6). При этом выполняется условие
дополнительности

y∗i gi(x
∗) = 0 , i ∈ 1 : s . (7)

Приведём пример, когда задачи (1) и (6) имеют единственные, но разные
решения.

ПРИМЕР. Рассмотрим экстремальную задачу

f(x) := x− 1 → inf ,

g1(x) := x2 − 1 � 0 ,

g2(x) := −x2 + 1 � 0 ,

P = R+ .

Она имеет единственное решение x∗ = 1; при этом f ∗ = 0.
Запишем функцию Лагранжа

L(x, y) = x− 1 + y1 (x2 − 1) + y2 (−x2 + 1) =

= x2 (y1 − y2) + x− (y1 − y2 + 1) .
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Для целевой функции двойственной задачи получаем формулу

ϕ(y) := inf
{
L(x, y) | x � 0

}
=

{
−(y1 − y2 + 1) при y1 − y2 � 0 ,

−∞ при y1 − y2 < 0 .

Здесь y ∈ R
2
+. Ясно, что ϕ∗ = −1.

Решением двойственной задачи является любой вектор y∗ � O с y∗1 = y∗2.
Для таких векторов задача Лагранжа принимает вид

L(x, y∗) := x− 1 → inf
x�0

.

Её единственное решение x̂ = 0 отлично от решения x∗ = 1 исходной задачи.
В данном случае не выполняется соотношение двойственности, поскольку

f ∗ = 0, ϕ∗ = −1.

6◦. Обратимся к достаточным условиям глобальной оптимальности. Гово-
рят [3, с. 144], что пара {x∗, y∗}, где x∗ ∈ P , y∗ ∈ R

s
+, удовлетворяет условию

глобальной оптимальности, если

L(x∗, y∗) = min
x∈P

L(x, y∗) ;(α)

y∗i gi(x
∗) = 0 , i ∈ 1 : s ;(β)

gi(x
∗) � 0 , i ∈ 1 : s .(γ)

ТЕОРЕМА 5. Если {x∗, y∗} — глобально оптимальная пара, то x∗ — реше-
ние задачи (1), y∗ — решение задачи (2) и f(x∗) = ϕ(y∗).

Док а з а т е л ь с т в о. Согласно (γ), x∗ ∈ X. Для любого x ∈ X в силу (β)
и (α) имеем

f(x∗) = f(x∗) +
s∑

i=1

y∗i gi(x
∗) = L(x∗, y∗) � L(x, y∗) =

= f(x) +
s∑

i=1

y∗i gi(x) � f(x) .

Это значит, что x∗ — решение задачи (1), f(x∗) = f ∗. Далее

ϕ∗ � ϕ(y∗) = inf
{
L(x, y∗) | x ∈ P

}
= L(x∗, y∗) =

= f(x∗) +
s∑

i=1

y∗i gi(x
∗) = f(x∗) = f ∗ � ϕ∗.

Отсюда следует, что ϕ(y∗) = ϕ∗ и f(x∗) = ϕ(y∗).
Теорема доказана.
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ТЕОРЕМА 6. Глобально оптимальная пара {x∗, y∗} является седловой точ-
кой функции Лагранжа, то есть при всех x ∈ P и y ∈ R

s
+

L(x∗, y) � L(x∗, y∗) � L(x, y∗) . (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При всех y ∈ R
s
+ имеем

L(x∗, y) = f(x∗) +
s∑

i=1

yi gi(x
∗) � f(x∗) ,

поэтому
sup

{
L(x∗, y) | y ∈ R

s
+

}
� f(x∗) .

Учитывая равенство f(x∗) = ϕ(y∗), получаем

L(x∗, y∗) � sup
{
L(x∗, y) | y ∈ R

s
+

}
� f(x∗) =

= ϕ(y∗) = inf
{
L(x, y∗) | x ∈ P

}
� L(x∗, y∗) .

Приходим к соотношениям

sup
{
L(x∗, y) | y ∈ R

s
+

}
= L(x∗, y∗) = inf

{
L(x, y∗) | x ∈ P

}
,

равносильным (8). Теорема доказана.

7◦. В качестве простейшего объекта применения общих результатов рас-
смотрим задачу линейного программирования

f(x) := 〈c, x〉 → inf ,

A x � b ,

P = R
n
+ .

(9)

Как задача линейного программирования она имеет двойственную

ψ(u) := 〈b, u〉 → sup ,

uA � c , u � O .
(10)

Множество планов задачи (10) обозначим U . В условиях (4) обе задачи (9) и
(10) имеют решения и выполняется соотношение двойственности

f ∗ := min
x∈X

f(x) = max
u∈U

ψ(u) =: ψ∗.

Выясним, как связаны задачи (10) и (2). Имеем

ϕ(y) := inf
{〈c, x〉 + 〈y,Ax− b〉 | x ∈ R

n
+

}
=

= −〈b, y〉 + inf
{〈c+ y A, x〉 | x ∈ R

n
+

}
.
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Ясно, что

inf
{〈c+ y A, x〉 | x ∈ R

n
+

}
=

{
0 , если c+ y A � O,

−∞ , в противном случае.

Поэтому задача (2) принимает вид

ϕ(y) := −〈b, y〉 → sup ,

c+ y A � O , y � O .
(11)

Задачи (10) и (11) эквивалентны. Множества их решений U∗ и Y ∗ связаны
соотношением Y ∗ = −U∗, и ϕ∗ = ψ∗.

Получили, что f ∗ = ψ∗ = ϕ∗ и двойственная задача (11) имеет решение. По
теореме 2 в условиях (4) задача линейного программирования (9) глобально
регулярна.

ТЕОРЕМА 7. Множество решений задачи (10) совпадает с субдифферен-
циалом функции чувствительности задачи (9) в нуле, то есть U∗ = ∂F (O).

Док а з а т е л ь с т в о. Запишем вспомогательную параметрическую задачу

f(x) := 〈c, x〉 → inf ,

A x � b+ v ,

P = R
n
+ .

Возьмём u∗ ∈ U∗ и покажем, что

F (v) − F (O) � 〈u∗, v〉 ∀ v ∈ R
s. (12)

При любом x ∈ X(v) имеем

〈c, x〉 � 〈c, x〉 + 〈u∗, b+ v − Ax〉 = 〈b, u∗〉 + 〈u∗, v〉 +

+ 〈c− u∗A, x〉 � 〈b, u∗〉 + 〈u∗, v〉 = f ∗ + 〈u∗, v〉 .

Отсюда следует, что при всех v ∈ R
s

F (v) � f ∗ + 〈u∗, v〉 .

Учитывая равенство f ∗ = F (O), приходим к (12).
Наоборот, пусть u∗ ∈ ∂F (O), так что выполняется неравенство (12). Под-

ставляя в (12) на место v единичные орты ei и принимая во внимание, что
F (ei) � F (O), получаем u∗i � 0. Значит, u∗ � O.
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Далее, в силу (12)

F (v) + 〈−u∗, v〉 � F (O) ∀ v ∈ R
s.

По лемме из п. 1◦, ϕ(−u∗) � F (O). Соотношения

ϕ∗ � ϕ(−u∗) � F (O) = f ∗ � ϕ∗

убеждают нас в том, что вектор −u∗ является решением задачи (11). В этом
случае, как отмечалось, u∗ — решение задачи (10).

Теорема доказана.

К данной теореме примыкает такой результат (см. [4]).

ТЕОРЕМА 8. Если u — план двойственной задачи линейного программиро-
вания (10), то u ∈ ∂εF (O), где ε = f ∗ − 〈b, u〉.
Док а з а т е л ь с т в о. Нужно проверить, что

F (v) − F (O) � 〈u, v〉 − ε ∀ v ∈ R
s.

При X(v) = ∅ это очевидно. Пусть X(v) �= ∅. Для любого x ∈ X(v) имеем

〈c, x〉 � 〈c, x〉 + 〈u, b+ v − Ax〉 = 〈b, u〉 + 〈u, v〉 +

+ 〈c− uA, x〉 � f ∗ − ε+ 〈u, v〉 = F (O) + 〈u, v〉 − ε .

Остаётся взять инфимум по x ∈ X(v).
Теорема доказана.

8◦. Современное состояние теории чувствительности в оптимизации пред-
ставлено в книге [5].
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