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1◦. Рассмотрим гладкую задачу нелинейного программирования:

минимизировать f(x) (1)

при ограничениях

ai(x) > 0, i ∈ M1;

ai(x) = 0, i ∈ M2;

x ∈ U.

Здесь U ⊂ R
N — открытое множество и функции f(x), ai(x) при всех i ∈

∈ M1 ∪M2 непрерывно дифференцируемы на U .
Вектор x ∈ R

N , удовлетворяющий ограничениям задачи (1), называется
её планом. Множество планов обозначим Ω.

Пусть x ∈ Ω. Обозначим M = M1 ∪M2,

M1(x) =
{

i ∈ M1 | ai(x) = 0
}

,

I(x) = M1(x) ∪M2.

На рис. 1 схематично изображены введённые индексные множества. Ясно, что

M \ I(x) = M1 \M1(x). (2)

В частности,
ai(x) > 0 при i ∈ M \ I(x). (3)
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Рис. 1.

Множество I(x) называется множеством индексов активных ограничений

(ограничение с индексом i ∈ I(x) активно в том смысле, что выполняется
как равенство). Если при i ∈ I(x) градиенты a′

i
(x) линейно независимы, то

ограничения в точке x называются регулярными.
Множество планов Ω задачи (1) и целевая функция f(x) могут быть до-

вольно сложными. Нас интересуют точки локального минимума.
План x∗ называется точкой локального минимума в задаче (1), если при

некотором δ > 0
f(x) > f(x∗) ∀x ∈ Ω ∩ Uδ(x∗), (4)

где Uδ(x∗) =
{

x ∈ R
N | ‖x− x∗‖ < δ

}

— открытая δ-окрестность точки x∗.
Теперь мы можем сформулировать теорему Куна–Таккера в дифференци-

альной форме [1].

ТЕОРЕМА 1. Пусть x∗ ∈ Ω — точка локального минимума в задаче (1) и

ограничения в этой точке регулярны. Тогда найдётся вектор u∗ = u∗[I(x∗)],
такой, что

f ′(x∗) =
∑

i∈I(x∗)

u∗[i]a
′

i
(x∗),

u∗[i] > 0, i ∈ M1(x∗).

(5)

Теорема Куна–Таккера входит в курс «Экстремальные задачи», который
я читаю с 1986 г. на математико-механическом факультете СПбГУ для сту-
дентов третьего курса отделения прикладной математики и информатики. За
основу было взято доказательство этой теоремы из книги [2], с. 33–42. Посте-
пенно доказательство совершенствовалось. В докладе приведён современный
вариант доказательства теоремы Куна–Таккера. Обсуждается вопрос о доста-
точности условий Куна–Таккера.

2◦. Нам понадобятся два вспомогательных утверждения о линейных и нели-
нейных системах уравнений.
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ЛЕММА 1 ([3], с. 25). Система линейных уравнений

A[N,M ]× u[M ] = c[N ]

имеет решение u∗[M ] со свойством u∗[M1] > O[M1], где M1 ⊂ M , тогда и

только тогда, когда для любого вектора g ∈ R
N , удовлетворяющего условиям

g[N ]× A[N,M1] > O[M1],

g[N ]× A[N,M \M1] = O[M \M1],

выполняется неравенство 〈c, g〉 > 0.

Теперь рассмотрим в R
N систему нелинейных уравнений

ai(x) = 0, i ∈ I. (6)

ЛЕММА 2 ([2], с. 37–38). Пусть x0 удовлетворяет системе (6). Если при

этом все функции ai(x) непрерывно дифференцируемы в окрестности x0 и

градиенты a′
i
(x0) линейно независимы, то для любого ненулевого вектора

g0 ∈ R
N , удовлетворяющего условию 〈a′

i
(x0), g0〉 = 0 при i ∈ I, можно постро-

ить в R
N параметрическую кривую x = x(t), непрерывно дифференцируемую

в окрестности точки t = 0, со свойствами

x(0) = x0, x′(0) = g0,

ai
(

x(t)
)

= 0 при i ∈ I и малых t.

На рис. 2 иллюстрируется содержание этой леммы в случае, когда систе-
ма (6) состоит из одного уравнения a(x) = 0, и x = (x1, x2, x3).

b

g0x0

a′(x0)

x = x(t)
a(x 1

, x 2
, x 3

) =
0

Рис. 2.

Лемму 2 я называю основной леммой нелинейного программирования.
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3◦. Обратимся к доказательству теоремы Куна–Таккера. По существу, нуж-
но проверить, что линейная относительно u∗ система (5) совместна.

Воспользуемся леммой 1. Покажем, что для любого вектора g0 ∈ R
N , удо-

влетворяющего соотношениям

〈a′
i
(x∗), g0〉 > 0, i ∈ M1(x∗);

〈a′
i
(x∗), g0〉 = 0, i ∈ M2,

(7)

выполняется неравенство 〈f ′(x∗), g0〉 > 0. Отсюда будет следовать заключение
теоремы 1.

Зафиксируем соответствующий вектор g0. Можно считать, что g0 6= O.
Введем индексное множество

I0 =
{

i ∈ M1(x∗) | 〈a
′

i
(x∗), g0〉 = 0

}

∪M2.

Согласно (7),

〈a′
i
(x∗), g0〉 = 0, i ∈ I0, (8)

〈a′
i
(x∗), g0〉 > 0, i ∈ I(x∗) \ I0. (9)

Рассмотрим систему нелинейных уравнений

ai(x) = 0, i ∈ I0.

Точка x∗ ей удовлетворяет, поскольку I0 ⊂ I(x∗). На основании (8) и лем-
мы 2 в R

N можно построить параметрическую кривую x = x(t), непрерывно
дифференцируемую в окрестности точки t = 0, со свойствами

x(0) = x∗, x′(0) = g0, (10)

ai
(

x(t)
)

= 0 при i ∈ I0 и малых t. (11)

Покажем, что x(t) ∈ Ω при малых t > 0.
При i ∈ I0 (в частности, при i ∈ M2) выполняется равенство (11). Пусть

i ∈ I(x∗) \ I0. Согласно (10)

ai
(

x(t)
)

= ai
(

x(0)
)

+
〈

a′
i

(

x(0)
)

, x′(0)
〉

t+ o(t) =

= t
[

〈a′
i
(x∗), g0〉+

o(t)

t

]

.

Последнее выражение при малых t > 0 положительно в силу (9).
Осталось рассмотреть индексы i ∈ M \ I(x∗). На них согласно (3) и теоре-

ме о стабилизации знака у непрерывной функции при малых t выполняется
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строгое неравенство ai
(

x(t)
)

> 0. Таким образом, точка x(t) при малых t > 0
удовлетворяет всем ограничениям задачи (1), то есть принадлежит Ω.

По условию теоремы x∗ — точка локального минимума в задаче (1), поэто-
му при малых t > 0

0 6 f
(

x(t)
)

− f(x∗) = f
(

x(t)
)

− f
(

x(0)
)

=
〈

f ′
(

x(0)
)

, x′(0)
〉

t+ o(t) =

= t
[

〈f ′(x∗), g0〉+
o(t)

t

]

.

Поделив это неравенство на t > 0 и перейдя к пределу при t → +0, получим
〈f ′(x∗), g0〉 > 0.

Теорема доказана.

4◦. Условие регулярности ограничений в точке локального минимума суще-
ственно для справедливости теоремы Куна–Таккера. Приведём соответствую-
щий пример.

ПРИМЕР 1. На плоскости x = (u, v) введем множество Ω с помощью нера-
венств

a1(x) := u3 − v > 0,

a2(x) :=−u4 + v > 0.

Это множество представляет собой лунку (см. рис. 3).

u

v

0 1

1

Ω

Рис. 3.

Рассмотрим экстремальную задачу

f1(x) := u → min
x∈Ω

. (12)

Очевидно, что единственным решением задачи (12) является x∗ = (0, 0) (как
единственная точка из Ω с наименьшей первой координатой). Выясним, как в
этом случае выглядят соотношения (5).
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Имеем

f ′

1(x) = (1, 0), a′1(x) = (3u2,−1), a′2(x) = (−4u3, 1);

I(x∗) =M(x∗) = {1, 2};

f ′

1(x∗) = (1, 0), a′1(x∗) = (0,−1), a′2(x∗) = (0, 1).

Соотношения (5) принимают вид

f ′

1(x∗) = u∗[1] a
′

1(x∗) + u∗[2] a
′

2(x∗),

u∗[1] > 0, u∗[2] > 0.
(13)

Однако равенство в (13) не может выполняться ни при каких u∗[1] и u∗[2],
поскольку по первой координате оно переписывается так: 1 = 0.

Казалось бы, получено противоречие с теоремой 1. Но никакого противо-
речия нет. В точке x∗ ограничения задачи (12) нерегулярны. Действительно,
a′1(x∗)+a′2(x∗) = 0, так что градиенты a′1(x∗) и a′2(x∗) линейно зависимы. А без
условия регулярности ограничений справедливость теоремы 1 не гарантиру-
ется.

Впрочем, без гарантии условия (5) могут выполняться и при отсутствии
регулярности ограничений. В качестве примера рассмотрим задачу миними-
зации функции f2(x) := v на той же лунке Ω. Её единственным решением яв-
ляется x∗ = (0, 0), причем, как отмечалось выше, ограничения в этой точке
нерегулярны. Вместе с тем, f ′

2(x∗) = (0, 1) и f ′

2(x∗) = a′2(x∗). Видим, что усло-
вия (5) выполняются при u∗[1] = 0, u∗[2] = 1.

5◦. В соотношения (5) входят первые производные функций, участвующих
в постановке задачи (1), поэтому их называют необходимыми условиями опти-
мальности первого порядка. Выведем достаточные условия первого порядка
для точки строгого локального минимума.

Напомним, что план x∗ называется точкой строгого локального минимума

в задаче (1), если при некотором δ > 0

f(x) > f(x∗) ∀x ∈ Ω ∩ U̇δ(x∗),

где U̇δ(x∗) = Uδ(x∗) \ {x∗} — проколотая δ-окрестность точки x∗.
Пусть в точке x∗ ∈ Ω выполнено необходимое условие оптимальности (5).

Дополнительно обозначим (см. рис. 4)

M+
1 (x∗) = {i ∈ M1(x∗) | u∗[i] > 0},

I+(x∗) = M+
1 (x∗) ∪M2.

Отметим, что
u∗[i] = 0, i ∈ I(x∗) \ I

+(x∗). (14)
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M1

I+(x∗)

M+
1 (x∗) M2

M1(x∗)

I(x∗)

Рис. 4.

Рассмотрим систему линейных соотношений

〈a′
i
(x∗), g〉 = 0, i ∈ I+(x∗);

〈a′
i
(x∗), g〉 > 0, i ∈ I(x∗) \ I

+(x∗).
(15)

Множество векторов g, удовлетворяющих (15), является конусом в R
N . Обо-

значим его G∗.

ТЕОРЕМА 2. Пусть в точке x∗ ∈ Ω выполняются условия (5). Если при

этом G∗ = {O}, то x∗ — точка строгого локального минимума в задаче (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим противное. Тогда найдётся последователь-
ность планов {yk} со свойствами

yk 6= x∗ при всех k; yk → x∗ при k → ∞;

f(yk) 6 f(x∗) при всех k.

Представим yk в виде yk = x∗ + λkgk, где gk =
yk − x∗

‖yk − x∗‖
и λk = ‖yk − x∗‖.

Ясно, что λk > 0 и λk → +0 при k → ∞. По определению ‖gk‖ = 1 при всех k,
поэтому можно считать, что gk → g∗. В силу непрерывности нормы ‖g∗‖ = 1.
Покажем, что g∗ ∈ G∗.

При i ∈ M1(x∗) по теореме о среднем имеем

0 6 ai(yk)− ai(x∗) = 〈a′
i
(ξik), gk〉λk, (16)

где точка ξik принадлежит отрезку [x∗, yk]. Аналогично при i ∈ M2

0 = ai(yk)− ai(x∗) = 〈a′
i
(ξik), gk〉λk, (17)

где ξik также принадлежит отрезку [x∗, yk]. Поделив соотношения (16) и (17)
на λk > 0 и перейдя к пределу при k → ∞, получим

〈a′
i
(x∗), g∗〉 > 0, i ∈ M1(x∗);

〈a′
i
(x∗), g∗〉 = 0, i ∈ M2.

(18)
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Кроме того, из неравенства

0 > f(yk)− f(x∗) = 〈f ′(ηk), gk〉λk,

где ηk принадлежит отрезку [x∗, yk], следует, что

〈f ′(x∗), g∗〉 6 0. (19)

Покажем, что на самом деле

〈a′
i
(x∗), g∗〉 = 0, i ∈ M+

1 (x∗). (20)

Согласно (19), (5), (14) и (18) имеем

0 > 〈f ′(x∗), g∗〉 =
∑

i∈I(x∗)

u∗[i]〈a
′

i
(x∗), g∗〉 =

=
∑

i∈I+(x∗)

u∗[i]〈a
′

i
(x∗), g∗〉 =

∑

i∈M
+

1
(x∗)

u∗[i]〈a
′

i
(x∗), g∗〉.

В последней сумме все слагаемые неотрицательны, а сумма неположительна.
Значит, все слагаемые равны нулю. Если учесть, что u∗[i] > 0 при i ∈ M+

1 (x∗),
то приходим к равенствам (20).

На основании (18) и (20) заключаем, что g∗ ∈ G∗. Но это противоречит
условию G∗ = {O}.

Теорема доказана.

СЛЕДСТВИЕ. Пусть в точке x∗ ∈ Ω выполнено условие (5). Если при

этом |I+(x∗)| = |N | и градиенты a′
i
(x∗) при i ∈ I+(x∗) линейно независимы,

то x∗ — точка строгого локального минимума в задаче (1).

Действительно, в данном случае G∗ = {O}, что следует из условия

〈a′
i
(x∗), g〉 = 0, i ∈ I+(x∗),

входящего в определение конуса G∗.

ПРИМЕР 2. Рассмотрим задачу минимизации функции f3(x) = −u на той
же лунке Ω, что и в примере 1. Её единственным решением является x∗ = (1, 1)
(как единственная точка из Ω с наибольшей первой координатой). В данном
случае

I(x∗) = {1, 2}; f ′

3(x∗) = (−1, 0), a′1(x∗) = (3,−1), a′2(x∗) = (−4, 1),

так что
f ′

3(x∗) = a′1(x∗) + a′2(x∗).

Условия (5) выполнены с u∗[1] = u∗[2] = 1. Более того, I+(x∗) = {1, 2} и
градиенты a′1(x∗), a′2(x∗) линейно независимы. По следствию из теоремы 2
план x∗ является точкой строгого локального минимума. Это соответствует
отмеченному выше факту оптимальности x∗.
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6◦. Условия оптимальности (5) можно представить в другом виде.
Будем говорить, что в точке x∗ ∈ Ω выполняются условия Куна–Таккера,

если найдется вектор u∗ = u∗[M ] со свойствами

f ′(x∗) =
∑

i∈M

u∗[i] a
′

i
(x∗); (21)

u∗[i] ai(x∗) = 0, i ∈ M1; (22)

u∗[i] > 0, i ∈ M1. (23)

ЛЕММА 3. Условия оптимальности (5) равносильны условиям Куна–Так-

кера.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполнены условия (5). Дополним вектор
u∗[I(x∗)] компонентами u∗[i] = 0 при i ∈ M \ I(x∗). Получим вектор u∗[M ].
Очевидно, что он обладает свойствами (21) и (23). Что касается свойства (22),
то следует рассмотреть два случая: i ∈ M1(x∗) и i ∈ M1 \M1(x∗) = M \ I(x∗)
(см. (2)). В первом случае равенство выполняется, поскольку ai(x∗) = 0. Во
втором случае нужно учесть, что u∗[i] = 0.

Наоборот, пусть выполнены условия Куна–Таккера. В силу (22)

u∗[i] = 0 при i ∈ M1 \M1(x∗) = M \ I(x∗).

Очевидно, что вектор u∗[I(x∗)] удовлетворяет условиям (5).
Лемма доказана.

С учетом леммы 3 теорему 1 можно переформулировать так.

Пусть x∗ ∈ Ω — точка локального минимума в задаче (1) и ограничения

в ней регулярны. Тогда в x∗ выполняются условия Куна–Таккера.

Отметим, что условия (21), (22), (23) называются соответственно условием

Лагранжа, условием дополнительности и условием неотрицательности.

7◦. Обратимся к задаче нелинейного программирования с линейными огра-
ничениями:

f(x) → inf,

A[M1, N ]× x[N ] > b[M1],

A[M2, N ]× x[N ] = b[M2].

(24)

Множество планов, как и раньше, обозначим Ω. Предположим, что целевая
функция f(x) дифференцируема на некотором открытом множестве, содер-
жащем Ω.
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ТЕОРЕМА 3. Пусть x∗ ∈ Ω — точка локального минимума в задаче (24).
Тогда найдётся вектор u∗ = u∗[M ], где M = M1 ∪M2, со свойствами

f ′(x∗)[N ] = u∗[M ]× A[M,N ];

u∗[i]×
(

A[i, N ]× x∗[N ]− b[i]
)

= 0, i ∈ M1;

u∗[i] > 0, i ∈ M1.

(25)

Условие регулярности ограничений в точке x∗ здесь не требуется.
Простое доказательство теоремы 3, опирающееся на критерий оптималь-

ности в линейном программировании, приведено в [3], с. 88.

ТЕОРЕМА 4. Предположим, что целевая функция f(x) задачи (24) вы-

пукла и дифференцируема на некотором открытом выпуклом множестве,

содержащем Ω. Если в точке x∗ ∈ Ω выполняются условия (25), то x∗ —

точка глобального минимума f(x) на Ω.

По поводу доказательства см. [3], с. 91.
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