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В [1, 2] было введено лифтинговое преобразование дискретного периоди-
ческого сигнала. Формулы обращения позволили получить лифтинговое раз-
ложение произвольного сигнала по сдвигам базисных сигналов. В данном
докладе устанавливаются дополнительные свойства базисных сигналов. Все
доказательства будут основываться только на определениях, без ссылок на
природу появления этих сигналов.

1◦. Пусть N = 2s, Nν = N/2ν при ν ∈ 0 : s (N0 = N), r — натуральное
число. Введём следующие сигналы:

hν(k) =
2
(
cos πk

Nν−1

)2r
(
cos πk

Nν−1

)2r
+
(
sin πk

Nν−1

)2r ,
gν(k) = ω−k

Nν−1

(
1− βν(k)hν(k)

)
,

k ∈ 0 : Nν−1 − 1, ν = 1, . . . , s.

Здесь βν(k) — произвольная Nν−1-периодическая функция, такая, что

βν(k +Nν) = −βν(k),
βν(0) =

1
2
. (1)

Сигналы hν и gν имеют период Nν−1.
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Заметим, что

hs(k) =
2
(
cos πk

2

)2r(
cos πk

2

)2r
+
(
sin πk

2

)2r =

{
2 при k = 0;
0 при k = 1.

(2)

Положим при ν ∈ 1 : s

Hν = h1 · · ·hν−1 hν , Gν = h1 · · ·hν−1 gν .

Период сигналовHν ,Gν совпадает с периодом h1 и равенN . Зададим базисные
сигналы

ϕν = F−1
N (Hν), ψν = F−1

N (Gν).

2◦. В докладе [1] сигнал ϕs был вычислен в явном виде: ϕs(j) ≡ 1. Это
эквивалентно тому, что

Hs(k) ≡ N δN(k). (3)

Относительно сигнала ψs верно следующее утверждение.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. При всех j ∈ 0 : N − 1

ψs(j) = −ϕs−1(j) +
1
2
.

Док а з а т е л ь с т в о. По определению

Gs(k) = Hs−1(k) gs(k). (4)

Вычислим значения Gs. Вначале рассмотрим Gs(0). Из (1) и (2) получаем

gs(0) = ω0
2

(
1− βs(0)hs(0)

)
= 0.

Из (4) сразу вытекает, что Gs(0) = 0.
Вычислим значения Gs(2q), q ∈ 1 : N

2
− 1. По определению функций Hν

имеем
Hs(2q) = Hs−1(2q)hs(2q).

Заметим, что hs(2q) = 2 при q ∈ 1 : N
2−1

. Кроме того, известно равенство (3).
Значит,

Hs−1(2q) =
N δN(2q)

2
,

откуда
Hs−1(2q) = 0, q ∈ 1 : N

2
− 1. (5)

Согласно (4), Gs(2q) = 0 при q ∈ 1 : N
2
− 1. Следовательно,

Gs(2q) = 0, q ∈ 0 : N
2
− 1. (6)
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Вычислим значение сигнала Gs на нечётных индексах. С учётом (2) запи-
шем

Gs(2q + 1) = Hs−1(2q + 1)ω
−(2q+1)
2

(
1− βs(2q + 1)hs(2q + 1)

)
=

= −Hs−1(2q + 1), q ∈ 0 : N
2
− 1.

(7)

На основании (6) и (7) получаем, что при j ∈ 0 : N − 1

ψs(j) =
[F−1

N (Gs)
]
(j) = − 1

N

N/2−1∑
q=0

Hs−1(2q + 1)ω
(2q+1)j
N . (8)

Так как по определению

ϕs−1(j) =
[F−1

N (Hs−1)
]
(j) = 1

N

N/2−1∑
q=0

Hs−1(2q + 1)ω
(2q+1)j
N +

+ 1
N

N/2−1∑
q=0

Hs−1(2q)ω
(2q)j
N ,

то соотношение (8) можно переписать в виде

ψs(j) = −ϕs−1(j) +
1
N

N/2−1∑
q=0

Hs−1(2q)ω
2qj
N . (9)

Теперь вычислим Hs−1(2q) при q ∈ 0 : N
2
− 1. Имеем Hs−1(0) = h1(0) · · ·

· · · hs−1(0) = 2s−1. Кроме того, по формуле (5) Hs−1(2q) = 0 при q ∈ 1 : N
2
− 1.

Равенство (9) принимает вид

ψs(j) = −ϕs−1(j) +
2s−1

N
= −ϕs−1(j) +

1
2
,

а это совпадает с утверждением предложения.

3◦. Для дальнейшего анализа нам потребуются следующие равенства,
доказанные в [2]: при всех j ∈ Z

ϕν(2j) = ϕν−1(j) + ϕν−1

(
j + N

2

)
, (10)

ϕν(j) =
N−1∑
l=0

ϕ1(j − 2l)ϕν−1(l), (11)

ν = 2, . . . , s.
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Кроме того, при всех ν ∈ 1 : s

N−1∑
j=0

ψν(j) = 0. (12)

Установим аналог последнего соотношения для сигналов ϕν .

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. При всех ν ∈ 1 : s верно равенство
N−1∑
j=0

ϕν(j) = 2ν .

Док а з а т е л ь с т в о. Так как ϕs(j) ≡ 1, то
N−1∑
j=0

ϕs(j) = 2s.

Согласно предложению 1 с учётом (12) имеем

0 =
N−1∑
j=0

ψs(j) = −
N−1∑
j=0

ϕs−1(j) + 2s−1.

Получаем равенство
N−1∑
j=0

ϕs−1(j) = 2s−1.

Таким образом, для ν = s− 1 и ν = s утверждение доказано.
Воспользуемся тождеством (11) при ν = s:

N−1∑
l=0

ϕ1(j − 2l)ϕs−1(l) = ϕs(j).

Просуммировав последнее равенство по всем j ∈ 0 : N − 1, получим

L :=
N−1∑
j=0

N−1∑
l=0

ϕ1(j − 2l)ϕs−1(l) = 2s.

Левую часть этого равенства перепишем в виде

L =
N−1∑
l=0

ϕs−1(l)
N−1∑
j=0

ϕ1(j − 2l) =

=
N−1∑
l=0

ϕs−1(l)
N−1∑
j=0

ϕ1(j) = 2s−1

N−1∑
j=0

ϕ1(j).
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Так как L = 2s, то
N−1∑
j=0

ϕ1(j) = 2.

Воспользуемся индукцией по ν. База индукции есть. Проведём индукцион-
ный переход от ν − 1 к ν, ν = 2, . . . , s − 2. Просуммируем равенства (11) при
всех j ∈ 0 : N−1 и поменяем порядок суммирования в правой части. Получим

N−1∑
j=0

ϕν(j) =
N−1∑
l=0

ϕν−1(l)
N−1∑
j=0

ϕ1(j − 2l) =

=
N−1∑
l=0

ϕν−1(l)
N−1∑
j=0

ϕ1(j) = 2ν−1 · 2 = 2ν .

Предложение доказано.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. При ν ∈ 1 : s верны равенства

N/2−1∑
q=0

ϕν(2q) = 2ν−1,

N/2−1∑
q=0

ϕν(2q + 1) = 2ν−1.

Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что с учётом предыдущего предложения дос-
таточно доказать только одно из равенств. Докажем первое.

Формула (10) влечёт

ϕν(2q) = ϕν−1(q) + ϕν−1

(
q + N

2

)
, q ∈ 0 : N

2
− 1.

Суммируя последние равенства по q, получаем

N/2−1∑
q=0

ϕν(2q) =

N/2−1∑
q=0

ϕν−1(q) +

N/2−1∑
q=0

ϕν−1

(
q + N

2

)
.

С учётом предложения 2 отсюда сразу следует, что

N/2−1∑
q=0

ϕν(2q) =
N−1∑
q=0

ϕν−1(q) = 2ν−1.

Предложение доказано.
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4◦. Предположим, что сигналы β2, . . . , βs получаются из β1 с помощью
прореживания:

βν+1(k) = βν(2k), k ∈ 0 : Nν − 1, ν = 2, . . . , s.

Опираясь на формулу (12) и соотношение (см. [2])

ψν(2j) = ψν−1(j) + ψν−1

(
j + N

2

)
,

можно доказать следующие равенства: при всех ν ∈ 1 : s

N/2−1∑
q=0

ψν(2q) = 0,

N/2−1∑
q=0

ψν(2q + 1) = 0.

Обоснование полностью аналогично доказательству предложения 3.
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