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Напомним [1], что система единичных векторов {ϕ1, . . . , ϕm} из R
n при

m = n+1 является жёстким фреймом тогда и только тогда, когда выполняется
условие ∣∣〈ϕk, ϕs〉

∣∣ = 1
n

при k �= s.

Если 〈ϕk, ϕs〉 = − 1
n
при k �= s, то такой жёсткий фрейм называется системой

Мерседес-Бенц [2].
Попытка обобщить понятие системы Мерседес-Бенц приводит к следующе-

му определению: набор единичных векторов {ϕ1, . . . , ϕm} из R
n при m � n+1

называется системой Мерседес-Бенц, если

(i) этот набор является жёстким фреймом,

(ii) 〈ϕk, ϕs〉 = c при k �= s, где c — фиксированное число, c �= 0.

Оказывается, что случай m = n + 1 — уникальный.

ТЕОРЕМА. При n � 2 и m > n + 1 систем Мерседес-Бенц не существует.

Док а з а т е л ь с т в о проведём от противного. Допустим, что существует
набор единичных n-мерных векторов {ϕ1, . . . , ϕm}, удовлетворяющий услови-
ям (i), (ii). Обозначим через Φ матрицу со столбцами ϕ1, . . . , ϕm. В силу (i)

ΦΦT = m
n

In. (1)

Как известно (см., например, [3]), симметричные матрицы ΦΦT и ΦT Φ по-
рядков n и m соответственно имеют одинаковый набор ненулевых собственных
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чисел. Согласно (1) у матрицы ΦΦT одно собственное число λ1 = m/n крат-
ности n. Значит, у матрицы ΦT Φ два собственных числа: λ1 = m/n кратности
n и λ2 = 0 кратности m− n. Учитывая условия n � 2, m > n + 1, приходим к
следующему выводу: матрица ΦT Φ имеет два различных собственных числа,
кратности которых не меньше двух.

Теперь отметим, что в силу (ii) матрица ΦT Φ имеет простую структуру:
у неё на главной диагонали стоят единицы, а остальные элементы равны c.
У такой матрицы два собственных числа: λ′

1 = 1 − c кратности m − 1 и λ′
2 =

= 1 + (m− 1) c кратности один. Чтобы пояснить это, запишем матрицу ΦT Φ и
матрицу P , столбцами которой являются собственные векторы матрицы ΦT Φ,
при m = 4:

ΦT Φ =

⎡
⎢⎢⎣

1 c c c
c 1 c c
c c 1 c
c c c 1

⎤
⎥⎥⎦ , P =

⎡
⎢⎢⎣
−1 −1 −1 1
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1

⎤
⎥⎥⎦ .

Поскольку c �= 0, то λ′
1 �= λ′

2. Значит, матрица ΦT Φ имеет два различных
собственных числа, причём кратность одного из них равна единице. Это про-
тиворечит выводу, сделанному ранее.

Теорема доказана.

З ам е ч а н и е. При m = n+1 противоречия не будет. Два способа нахождения
собственных чисел матрицы ΦT Φ приводят к одинаковому результату: у мат-
рицы ΦT Φ два собственных числа λ1 = 1 + 1

n
кратности n и λ2 = 0 кратности

один. При этом c = − 1
n
.
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