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Излагаются основные сведения о комплексных гармонических фреймах по
статье V. K. Goyal, J. Kovačevič, J. A. Kelner [1].

1◦. Система векторов Φ = {ϕ1, . . . , ϕm} в C
n называется фреймом, если

существуют числа A,B > 0, такие, что

A ‖x‖2 �
m∑

i=1

∣∣〈x, ϕi〉
∣∣2 � B ‖x‖2, x ∈ C

n. (1)

Справедливо следующее простое утверждение.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Система Φ является фреймом в C
n тогда и толь-

ко тогда, когда линейная оболочка системы Φ совпадает со всем простран-
ством C

n:
L(Φ) = C

n. (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполнено (2). Введём обозначение

Q(x) =
m∑

i=1

∣∣〈x, ϕi〉
∣∣2.

Нужно доказать, что Q(x) > 0 для всех x ∈ C
n, x �= O. Допустим противное:

существует вектор x0 �= O, такой, что Q(x0) = 0. Тогда

〈x0, ϕi〉 = 0, i ∈ 1 : m .
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В силу (2) вектор x0 разлагается по системе Φ:

x0 =
m∑

i=1

ci ϕi .

Отсюда

‖x0‖2 =
m∑

i=1

ci 〈x0, ϕi〉 = 0,

что противоречит условию x0 �= O.
Пусть выполнены неравенства (1). Допустим, что L(Φ) �= C

n. Тогда суще-
ствует вектор x0 �= O, ортогональный ко всем элементам из L(Φ). В частности,
〈x0, ϕi〉 = 0, i ∈ 1 : m. Приходим к равенству Q(x0) = 0, которое противоре-
чит (1).

СЛЕДСТВИЕ. Для любого фрейма m � n.

2◦. Избыточность фрейма. По фреймовым коэффициентам ci = 〈x, ϕi〉,
i ∈ 1 : m, сигнал x можно восстановить:

x =
m∑

i=1

ci ϕ̃i ,

где {ϕ̃i}m
i=1 — канонический двойственный фрейм (см. [2]).

Допустим, что m > n. Для передачи сигнала x по каналам связи часто
передаются коэффициенты {ci}. Допустим, часть этих коэффициентов при
передаче потерялась. Может оказаться, что по оставшимся коэффициентам
сигнал x восстановить всё-таки можно.
Будем говорить не об утрате коэффициентов, а об исключении части эле-

ментов из фрейма. Мы интересуемся вопросом, когда при таком исключении
фрейм останется фреймом.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Избыточностью фрейма Φ = {ϕ1, . . . , ϕm} в C
n назы-

вается такое число r, что при удалении любых r элементов фрейм остаётся
фреймом, и существует подсистема из r + 1 векторов, при удалении которой
фрейм перестаёт быть фреймом.

Очевидно, что r � m−n. Действительно, если удалить больше, чем m−n
векторов, то останется меньше n векторов, а они по предложению 1 не обра-
зуют фрейм.
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3◦. Примером фреймов с максимальной избыточностью (r = m − n) яв-
ляются гармонические фреймы. Для того чтобы ввести их, зафиксируем на-
туральные числа m, n, где m > n > 1. Обозначим ωm = e2πi/m — корень
m-й степени из единицы. Рассмотрим систему векторов ϕ0, . . . , ϕm−1 из C

n с
компонентами

ϕk(j) =
1√
n

ωkj
m , k ∈ 0 : m − 1, j ∈ 0 : n − 1.

Очевидно, что

‖ϕk‖2 =
1

n

n−1∑
j=0

∣∣ωkj
m

∣∣2 = 1, k ∈ 0 : m − 1.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Система {ϕk}m−1
k=0 является жёстким фреймом в C

n

с константой фрейма A = m
n
.

Док а з а т е л ь с т в о. Разложим вектор x ∈ C
n по системе {ϕk}m−1

k=0 . Для это-
го удлинним x, добавив m − n нулевых компонент. Получим вектор x̃ =
=

(
x(0), . . . , x(n − 1), 0, . . . , 0

) ∈ C
m. Рассмотрим ДПФ от вектора x̃:

C(k) =
(Fm(x̃)

)
(k) :=

n−1∑
j=0

x(j) ω−kj
m =

√
n

n−1∑
j=0

x(j) ϕk(j) =

=
√

n〈x, ϕk〉, k ∈ 0 : m − 1.

По формуле обращения ДПФ

x(j) =
1

m

m−1∑
k=0

C(k) ωkj
m =

1

m

m−1∑
k=0

√
n 〈x, ϕk〉

√
n ϕk(j), j ∈ 0 : n − 1,

или, в векторной форме записи,

x =
n

m

m−1∑
k=0

〈x, ϕk〉ϕk , x ∈ C
n.

Это разложение гарантирует, что система {ϕ0, . . . , ϕm−1} является жёстким
фреймом с константой A = m

n
.

Введённый фрейм {ϕk}m−1
k=0 называется гармоническим фреймом.
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4◦. Избыточность гармонического фрейма.

ТЕОРЕМА. Избыточность гармонического фрейма равна m − n.

Док а з а т е л ь с т в о. Удалим m − n векторов, останется n векторов. Таким
образом, нужно доказать, что при выборе любых n векторов из системы
{ϕ0, . . . , ϕm−1} получается фрейм.
Возьмём произвольное подмножество {k1, k2, . . . , kn} ⊂ {0, 1, . . . , m − 1},

где 0 � k1 < k2 < · · · < kn � m − 1. Подсистема {ϕk1 , ϕk2 , . . . , ϕkn} будет
фреймом в C

n, если она линейно независима, а это будет только тогда, когда
определитель, составленный из строк ϕk1 , ϕk2 , . . . , ϕkn , отличен от нуля.
Рассмотрим матрицу

Φn,n =
1√
n

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 ωk1
m ω2k1

m . . . ω
(n−1)k1
m

1 ωk2
m ω2k2

m . . . ω
(n−1)k2
m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 ωkn
m ω2kn

m . . . ω
(n−1)kn
m

⎤
⎥⎥⎥⎦ .

С точностью до множителя 1√
n
это матрица Вандермонда, поэтому для её

определителя справедлива формула

det Φn,n =
( 1√

n

)n ∏
i>j

(ωki
m − ωkj

m ).

Так как числа ωki
m , i ∈ 1 : n, попарно различны, то det Φn,n �= 0.

Значит, система {ϕki
}n

i=1 является фреймом.

ЛИТЕРАТУРА
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