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Аннотация
Из комплексной матрицы Фурье порядка m выбираются первые k+1

строк и последние k строк. К столбцам получившейся матрицы размера
(2k+1)×m применяется специальное унитарное преобразование, приво-
дящее к вещественным векторам. Они и образуют вещественный гармо-
нический фрейм, обладающий свойством максимальной избыточности.
Такая конструкция впервые появилась в статье [1].

1◦. Предварительные сведения. Через Φ будем обозначать систему из
m векторов в пространстве C

n. Система Φ = {ϕ1, . . . , ϕm} в C
n называется

фреймом, если существуют константы A,B > 0, такие, что

A ‖x‖2 �
m∑

i=1

∣∣〈x, ϕi〉
∣∣2 � B ‖x‖2

для любого x ∈ C
n.

Если A = B, то Φ — жёсткий фрейм. Система Φ является фреймом в C
n

тогда и только тогда, когда линейная оболочка L(Φ) совпадает со всем про-
странством C

n (см. доклад [2]).
Если Φ — фрейм, то m � n.
При m = n система {ϕ1, . . . , ϕn} является фреймом в C

n только в том
случае, если L(ϕ1, . . . , ϕn) = C

n. Это выполняется тогда и только тогда, когда
векторы ϕ1, . . . , ϕn линейно независимы, а это равносильно тому, что матрица
Φ со столбцами ϕ1, . . . , ϕn невырождена.
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2◦. Фреймы с максимальной избыточностью.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть Φ = {ϕ0, . . . , ϕm−1}, m > n, — фрейм в C
n. Гово-

рят, что Φ обладает максимальной избыточностью, если при удалении любых
m − n элементов оставшиеся n элементов будут линейно независимыми.

Рассмотрим матрицу Фурье Fm = {ωkl
m}m−1

k,l=0 = Fm[M,M ], где ωm = e2πi/m.
Пусть n � m. При n = 2k+1 возьмём индексное множество N следующего

вида
N =

{
0, . . . , k,m − k, . . . ,m − 1

}
. (1)

ЛЕММА. Столбцы матрицы Fm[N,M ] образуют жёсткий фрейм в C
n.

Док а з а т е л ь с т в о следует из того, что

Fm[N,M ]F ∗
m[M,N ] = mIn , (2)

где ∗ обозначает эрмитово сопряжение.
З ам е ч а н и е. Лемма остаётся справедливой при любом выборе индексного
множества N с |N | = n. Но в дальнейшем будет важно, что индексное множе-
ство N имеет вид (1).

3◦. Конструкция гармонического фрейма в случае нечётного n .
Пусть n = 2k + 1. Рассмотрим матрицу

U [N,N ] =

⎡
⎣1 O O

O Ik/
√

2 Jk/
√

2

O −iIk/
√

2 iJk/
√

2

⎤
⎦ ,

где

Ik =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . .
0 . . . 0 1

⎤
⎥⎥⎦ , Jk =

⎡
⎢⎢⎣

0 . . . 0 1
0 . . . 1 0
. . . . . . . .
1 0 . . . 0

⎤
⎥⎥⎦ .

Нетрудно проверить равенство UU∗ = In, так что U — унитарная матрица.
Представим матрицу Fm[N,M ] как набор столбцов

Fm[N,M ] =
[
ϕ0, . . . , ϕm−1

]
,

где ϕs ∈ C
n. Компоненты ϕs[N ] имеют вид

ϕs[N ] =
(
1, ωs

m, ω2s
m , . . . , ωks

m , ω(m−k)s
m , . . . , ω(m−1)s

m

)T
.

Оказывается, что при умножении векторов ϕs на матрицу U получаются
вещественные векторы. Эти векторы образуют жёсткий фрейм в R

n, который
называется вещественным гармоническим фреймом.
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ТЕОРЕМА 1. Векторы fs = Uϕs, s ∈ 0 : m − 1, образуют жёсткий фрейм
в R

n.

Док а з а т е л ь с т в о. Покажем сначала, что столбцы матрицыD = [f0, . . . , fm−1]
образуют жёсткий фрейм. Действительно,D = [Uϕ0, . . . , Uϕm−1] = UFm[N,M ].
Отсюда следует, что

DD∗ = U Fm[N,M ] F ∗
m[M,N ] U∗ = U mIn U∗ = mIn .

Теперь покажем, что компоненты вектора fs[N ] = Uϕs[N ] при s ∈ 0 : m − 1
вещественные.
При умножении первой строки матрицы U на вектор ϕs[N ] получим ком-

поненту fs[0] = 1. При умножении матрицы [O, Ik/
√

2, Jk/
√

2] на вектор ϕs[N ]
получим компоненты

fs[l] =
ωls

m + ω
(m−l)s
m√
2

=
√

2 cos
2lsπ

m
, l ∈ 1 : k.

При умножении матрицы [O,−iIk/
√

2, iJk/
√

2] на вектор ϕs[N ] получим ком-
поненты

fs[m − k − 1 + l] =
−i ωls

m + i ω
(m−l)s
m√

2
=

ωls
m − ω−ls

m

i
√

2
=

√
2 sin

2lsπ

m
, l ∈ 1 : k.

Таким образом, все компоненты векторов fs вещественные. Система {fs}m−1
s=0

образует вещественный жёсткий фрейм.

З ам е ч а н и е. В теореме попутно найден явный вид компонент векторов fs:

fs =
(
1,
√

2 cos
2sπ

m
, . . . ,

√
2 cos

2ksπ

m
,
√

2 sin
2sπ

m
, . . . ,

√
2 sin

2ksπ

m

)T

,

где s ∈ 0 : m − 1 и n = 2k + 1. Нормированные векторы fs/
√

n полностью
совпадают с векторами из доклада [3].

ПРИМЕР. Возьмем k = 1, n = 3, m = 5. Тогда N = {0, 1, 4}. Унитарная
матрица U примет вид

U =

⎡
⎣1 0 0

0 1/
√

2 1/
√

2

0 −i/
√

2 i/
√

2

⎤
⎦ .

Имеем

ϕs =

⎡
⎣ 1

ωs
5

ω4s
5

⎤
⎦ =

⎡
⎣ 1

ωs
5

ω−s
5

⎤
⎦ , s ∈ 0 : 4,
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и

fs = Uϕs =

⎡
⎢⎢⎣

1

ωs
5+ω−s

5√
2

−iωs
5+iω−s

5√
2

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎣ 1√

2 cos 2sπ
5√

2 sin 2sπ
5

⎤
⎦ , s ∈ 0 : 4.

4◦. Конструкция гармонического фрейма в случае чётного n .
Пусть n = 2k. Возьмём множество N = {0, . . . , k − 1,m − k, . . . ,m − 1}. Рас-
смотрим матрицу

U [N,N ] =

[
Ik/

√
2 Jk/

√
2

−iIk/
√

2 iJk/
√

2

]
.

Легко проверить равенство UU∗ = In, так что U — унитарная матрица.
Представим матрицу Fm[N,M ] как набор столбцов

Fm[N,M ] =
[
ϕ0, . . . , ϕm−1

]
,

где ϕs ∈ C
n. Компоненты ϕs[N ] имеют вид

ϕs[N ] =
(
1, ωs

m, ω2s
m , . . . , ω(k−1)s

m , ω(m−k)s
m , . . . , ω(m−1)s

m

)T
.

Оказывается, что при умножении векторов ϕs с некоторыми коэффициен-
тами на матрицу U получаются вещественные векторы. Эти векторы образуют
вещественный жёсткий фрейм.

ТЕОРЕМА 2. Векторы fs = Uω
s/2
m ϕs, s ∈ 0 : m − 1, образуют жёсткий

фрейм в R
n.

Док а з а т е л ь с т в о. Покажем сначала, что столбцы матрицыD = [f0, . . . , fm−1]

образуют жёсткий фрейм. Действительно,D = [Uω
0/2
m ϕ0, . . . , Uω

(m−1)/2
m ϕm−1] =

UFm[N,M ]B[M,M ], где B[M,M ] = diag (1, ω
1/2
m , . . . , ω

(m−1)/2
m ). Отсюда следует,

что

DD∗ = UFm[N,M ]B[M,M ]B∗[M,M ]F ∗
m[M,N ]U∗ =

= UFm[N,M ]ImF ∗
m[M,N ]U∗ = UmInU

∗ = mIn.

Теперь покажем, что компоненты вектора fs[N ] = Uω
s/2
m ϕs[N ] при s ∈ 0 : m−1

вещественные.
При умножении матрицы [Ik/

√
2, Jk/

√
2] на вектор ω

s/2
m ϕs[N ] получим ком-

поненты

fs[l] =
ω

s/2
m√
2

(
ωls

m + ω(m−1−l)s
m

)
=

1√
2

(
ω(2l+1)s/2

m + ω−(2l+1)s/2
m

)
=

=
√

2 cos
(2l + 1)sπ

m
, l ∈ 0 : k − 1.
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При умножении матрицы [−iIk/
√

2, iJk/
√

2] на вектор ω
s/2
m ϕs[N ] получим ком-

поненты

fs[m − k − 1 + l] = −i
ω

s/2
m√
2

(
ωls

m − ω(m−1−l)s
m

)
=

= − i√
2

(
ω(2l+1)s/2

m − ω−(2l+1)s/2
m

)
=

√
2 sin

(2l + 1)sπ

m
, l ∈ 1 : k.

Таким образом, все компоненты векторов fs вещественные. Система {fs}m−1
s=0

образует вещественный жёсткий фрейм.

З ам е ч а н и е. В теореме попутно найден явный вид компонент векторов fs:

fs =
(√

2 cos
sπ

m
, . . . ,

√
2 cos

(2k + 1)sπ

m
,
√

2 sin
sπ

m
, . . . ,

√
2 sin

(2k + 1)sπ

m

)T

,

где s ∈ 0 : m − 1 и n = 2k. Нормированные векторы fs/
√

n полностью совпа-
дают с векторами из доклада [3].

5◦. Максимальная избыточность вещественного гармонического
фрейма. Следующая теорема для нечётного n установлена в [1]. Нам удалось
найти более простое её доказательство и доказать теорему для чётного n.

ТЕОРЕМА 3. Фрейм {fs}m−1
s=0 обладает максимальной избыточностью.

Док а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем теорему при нечётном n.
Выберем произвольное множество J ⊂ M с

∣∣J∣∣ = n. Рассмотрим матрицу
D[N, J ] = UFm[N, J ]. Нужно доказать, что эта матрица невырождена.
Унитарная матрица является неособенной. Введём матрицу A[J,N ] =

= F ∗
m[J,N ]. Эта матрица имеет элементы

A[j, l] = Fm[l, j] = ω−lj
m , j ∈ J, l ∈ N.

Покажем, что она невырождена.
Рассмотрим однородную систему

A[J,N ] c[N ] = O[J ]. (3)

Нужно доказать, что эта система имеет только нулевое решение.
Пусть c[N ] решение системы. Тогда

∑
l∈N

ω−lj
m c[l] = 0, j ∈ J. (4)
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Поскольку N = {0, 1, . . . , k,m − k, . . . ,m − 1}, то
k∑

l=0

ω−lj
m c[l] +

k∑
l=1

c[m − l] ω−j(m−l)
m = 0, j ∈ J. (5)

Домножим j-е равенство на ωjk
m . Получим

k∑
l=0

ωj(k−l)
m c[l] +

k∑
l=1

c[m − l] ωj(k+l)
m = 0, j ∈ J. (6)

Рассмотрим полином

P (z) =
k∑

l=0

zk−l c[l] +
k∑

l=1

c[m − l] zk+l =

= c[0]zk + c[1]zk−1 + · · · + c[k]z0+

+c[m − 1]zk+1 + c[m − 2]zk+2 + · · · + c[m − k]z2k.

Его степень не выше 2k = n − 1. В силу равенства (6) полином P (z) имеет n
корней zj = ωj

m = ei2πj/m, j ∈ J . Здесь J = {j1, . . . , jn}, при этом 0 � j1 < · · · <
jn � m − 1. Значит, все корни zj различны. Приходим к тождеству P (z) ≡ 0,
из которого следует, что c[l] = 0 при всех l ∈ N .
Установлено, что система (3) имеет только нулевое решение. Это гаранти-

рует невырожденность матриц A[N, J ] и D[N, J ].

Теперь приведём доказательство теоремы для чётного n. Рассмотрим мат-
рицу D = UFm[N,M ]B[M,M ], где B[M,M ] = diag(1, ω

1/2
m , . . . , ω

(m−1)/2
m ).

Выберем произвольное множество J ⊂ M с
∣∣J∣∣ = n. Рассмотрим матрицу

D[N, J ] = UFm[N,M ]B[M,J ]. Отметим, что B[M \ J, J ] — нулевая матрица,
поэтому D[N, J ] = UFm[N, J ]B[J, J ].
Достаточно проверить, что матрица A[J,N ] = F ∗

m[J,N ] невырождена.
Рассмотрим однородную систему

A[J,N ] c[N ] = O[J ]. (7)

Пусть c[N ] решение системы. Тогда∑
l∈N

ω−lj
m c[l] = 0, j ∈ J. (8)

Поскольку N = {0, 1, . . . , k − 1,m − k, . . . ,m − 1}, то
k−1∑
l=0

ω−lj
m c[l] +

k∑
l=1

c[m − l] ω−j(m−l)
m = 0, j ∈ J. (9)
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Домножим j-е равенство на ω
j(k−1)
m . Получим

k−1∑
l=0

ωj(k−l−1)
m c[l] +

k∑
l=1

c[m − l] ωj(k+l−1)
m = 0, j ∈ J. (10)

Рассмотрим полином

P (z) =
k−1∑
l=0

zk−l−1 c[l] +
k∑

l=1

c[m − l] zk+l−1 =

= c[0]zk−1 + · · · + c[k − 1]z0 + c[m − 1]zk + · · · + c[m − k]z2k−1.

Его степень не выше 2k − 1 = n − 1. В силу равенства (10) полином P (z)
имеет n различных корней zj = ωj

m, j ∈ J . Следовательно, P (z) ≡ 0 и, значит,
c[l] = 0 при всех l ∈ N.
Установлено, что система (7) имеет только нулевое решение. Это гаранти-

рует невырожденность матриц A[J,N ] и D[N, J ].

З ам е ч а н и е. Может возникнуть гипотеза, что при любом выборе индексных
множеств

N ⊂ M, J ⊂ M,
∣∣N ∣∣ =

∣∣J∣∣ = n < m

матрица Fm[N, J ] будет невырожденной. Однако это не так, как показывает
следущий пример.

Пусть n = 2, m = 4. Возьмём N = J = {1, 3}. Тогда

F4[N, J ] =

[
ω1

4 ω3
4

ω3
4 ω9

4

]
=

[
ω1

4 ω3
4

ω3
4 ω1

4

]
.

Имеем det(F4[N, J ]) = ω2
4 − ω6

4 = 0, то есть матрица F4[N, J ] вырождена.
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