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Данный доклад является продолжением доклада [1].

1◦. Точки из R
2 будем обозначать ξ = (x, y), ξi = (xi, yi).

Рассмотрим алгебраический полином степени n от двух переменных вида

P (ξ) = P (x, y) =
n∑

k=0

n−k∑
s=0

aks Ck,s
n xk ys. (1)

Пусть α, β � 0, α + β = r, r ∈ 1 : n. Обозначим

P
(r)
αβ (ξ) =

∂rP (x, y)

∂xα ∂yβ
.

ЛЕММА 1. Справедлива формула

P
(r)
αβ (ξ) =

n!

(n − r)!

n−r∑
k=0

n−r−k∑
s=0

ak+α,s+β Ck,s
n−r xk ys. (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

∂αP (x, y)

∂xα
=

∂α

∂xα

( n∑
k=α

xk

n−k∑
s=0

aks Ck,s
n ys

)
=
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=
n∑

k=α

n−k∑
s=0

aks Ck,s
n

k!
(k−α)!

xk−α ys =

=
n−α∑
s=0

ys

n−s∑
k=α

aks Ck,s
n

k!
(k−α)!

xk−α.

Далее
∂α+βP (x, y)

∂xα ∂yβ
=

n−α∑
s=β

n−s∑
k=α

aks Ck,s
n

k!
(k−α)!

s!
(s−β)!

xk−α ys−β.

Отметим, что
Ck,s

n
k! s!

(k−α)! (s−β)!
= n!

(n−α−β)!
Ck−α,s−β

n−α−β .

Поэтому

P
(r)
αβ (ξ) = n!

(n−r)!

n−α∑
s=β

n−s∑
k=α

aks Ck−α,s−β
n−r xk−α ys−β =

= n!
(n−r)!

n−β∑
k=α

n−k∑
s=β

aks Ck−α,s−β
n−r xk−α ys−β =

= n!
(n−r)!

n−β∑
k=α

n−k−β∑
s=0

ak,s+β Ck−α,s
n−r xk−α ys =

= n!
(n−r)!

n−r∑
k=0

n−r−k∑
s=0

ak+α,s+β Ck,s
n−r xk ys.

Лемма доказана.

2◦. Введём полярные формы p(ξ1, . . . , ξn) полинома P (ξ) и pαβ(ξ1, . . . , ξn−r)

полинома (n−r)!
n!

P
(r)
αβ (ξ). Согласно (1) и (2)

p(ξ1, . . . , ξn) =
n∑

k=0

n−k∑
s=0

aks σks(ξ1, . . . , ξn),

pαβ(ξ1, . . . , ξn−r) =
n−r∑
k=0

n−r−k∑
s=0

ak+α,s+β σks(ξ1, . . . , ξn−r).

В частности,
p(ξn) = P (ξ), pαβ(ξn−r) = (n−r)!

n!
P

(r)
αβ (ξ). (3)

Пусть η ∈ R
2, η = (ηx, ηy). Рассмотрим полюсы вида

p(ηn−q, η + ξ1, . . . , η + ξq), q ∈ 1 : n. (4)
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ЛЕММА 2. Полюсы (4) допускают представление

p(ηn−q, η + ξ1, . . . , η + ξq) =

q∑
α=0

q−α∑
β=0

pαβ(ηn−r) σαβ(ξ1, . . . , ξq), (5)

где r = α + β.

Док а з а т е л ь с т в о. Напомним рекуррентное соотношение для симметриче-
ских полиномов от переменных из R

2 (см. [1]):

σαβ(ξ1, . . . , ξq) = σαβ(ξ1, . . . , ξq−1) + xq σα−1,β(ξ1, . . . , ξq−1) +

+ yq σα,β−1(ξ1, . . . , ξq−1), α, β � 0, α + β � q, q ∈ 2 : n. (6)

Здесь приняты соглашения

σ−1,β(ξ1, . . . , ξq−1) ≡ σα,−1(ξ1, . . . , ξq−1) ≡ 0, α, β ∈ 0 : q ;

σαβ(ξ1, . . . , ξq−1) ≡ 0, α, β � 0, α + β = q.
(7)

Зафиксируем q ∈ 2 : n. С помощью (6) и (7) начнём преобразовывать
правую часть формулы (5):

q∑
α=0

q−α∑
β=0

pαβ(ηn−r)
[
σαβ(ξ1, . . . , ξq−1) + xq σα−1,β(ξ1, . . . , ξq−1) +

+ yq σα,β−1(ξ1, . . . , ξq−1)
]

=

q−1∑
α=0

q−1−α∑
β=0

pαβ(ηn−r) σαβ(ξ1, . . . , ξq−1) +

+ xq

q∑
α=1

q−α∑
β=0

pαβ(ηn−r) σα−1,β(ξ1, . . . , ξq−1) +

+ yq

q−1∑
α=0

q−α∑
β=1

pαβ(ηn−r) σα,β−1(ξ1, . . . , ξq−1) =

=

q−1∑
α=0

q−1−α∑
β=0

[
pαβ(ηn−r) + xq pα+1,β(ηn−r−1) + yq pα,β+1(η

n−r−1)
]
σαβ(ξ1, . . . , ξq−1).

Выражение в квадратных скобках приводится к виду
n−r∑
k=0

n−r−k∑
s=0

ak+α,s+β σks(η
n−r) + xq

n−r−1∑
k=0

n−r−1−k∑
s=0

ak+α+1,s+β σks(η
n−r−1) +

+ yq

n−r−1∑
k=0

n−r−1−k∑
s=0

ak+α,s+β+1 σks(η
n−r−1) =
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=
n−r∑
k=0

n−r−k∑
s=0

ak+α,s+β

[
σks(η

n−r−1) + ηx σk−1,s(η
n−r−1) + ηy σk,s−1(η

n−r−1)
]
+

+
n−r∑
k=0

n−r−k∑
s=0

ak+α,s+β

[
xq σk−1,s(η

n−r−1) + yq σk,s−1(η
n−r−1)

]
=

=
n−r∑
k=0

n−r−k∑
s=0

ak+α,s+β σks(η
n−r−1, η + ξq) = pαβ(ηn−r−1, η + ξq).

Значит,

q∑
α=0

q−α∑
β=0

pαβ(ηn−r) σαβ(ξ1, . . . , ξq) =

q−1∑
α=0

q−1−α∑
β=0

pαβ(ηn−r−1, η + ξq) σαβ(ξ1, . . . , ξq−1).

Продолжив аналогично, придём к требуемому равенству:

q−1∑
α=0

q−1−α∑
β=0

pαβ(ηn−r−1, η + ξq) σαβ(ξ1, . . . , ξq−1) =

=

q−2∑
α=0

q−2−α∑
β=0

pαβ(ηn−r−2, η + ξq−1, η + ξq) σαβ(ξ1, . . . , ξq−2) = · · · =

=
1∑

α=0

1−α∑
β=0

pαβ(ηn−r−q+1, η + ξ2, . . . , η + ξq) σαβ(ξ1) =

= p(ηn−q, η + ξ1, . . . , η + ξq).

Поясним последний переход:

p00(η
n−q+1, η + ξ2, . . . , η + ξq) + y1 p01(η

n−q, η + ξ2, . . . , η + ξq) +

+ x1 p10(η
n−q, η + ξ2, . . . , η + ξq) =

n∑
k=0

n−k∑
s=0

aks

[
σks(η

n−q, η + ξ2, . . . , η + ξq) +

+ ηx σk−1,s(η
n−q, η + ξ2, . . . , η + ξq) + ηy σk,s−1(η

n−q, η + ξ2, . . . , η + ξq)
]
+

+ y1

n−1∑
k=0

n−1−k∑
s=0

ak,s+1 σks(η
n−q, η + ξ2, . . . , η + ξq) +

+ x1

n−1∑
k=0

n−1−k∑
s=0

ak+1,s σks(η
n−q, η + ξ2, . . . , η + ξq) =
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=
n∑

k=0

n−k∑
s=0

aks

[
σks(η

n−q, η + ξ2, . . . , η + ξq) +

+ (ηx + x1) σk−1,s(η
n−q, η + ξ2, . . . , η + ξq) +

+ (ηy + y1) σk,s−1(η
n−q, η + ξ2, . . . , η + ξq)

]
=

=
n∑

k=0

n−k∑
s=0

aks σks(η
n−q, η + ξ1, . . . , η + ξq) = p(ηn−q, η + ξ1, . . . , η + ξq). (8)

Равенство (8) остаётся справедливым и при q = 1, что соответствует (5)
при q = 1. Лемма доказана.

При q = n формула (5) принимает вид

p(η + ξ1, . . . , η + ξn) =
n∑

α=0

n−α∑
β=0

pαβ(ηn−r) σαβ(ξ1, . . . , ξn).

Положим здесь ξ1 = · · · = ξn =: ξ . Согласно (3) получим

p
(
(η + ξ)n

)
= P (η + ξ) =

n∑
α=0

n−α∑
β=0

(n−r)!
n!

P
(r)
αβ (η) Cα,β

n xα yβ =

=
n∑

α=0

n−α∑
β=0

P
(r)
αβ (η)

α! β!
xα yβ.

Таким образом, (5) есть обобщение формулы Тейлора для полиномов степе-
ни n от двух переменных.

3◦. Рассмотрим два полинома P1(ξ) и P2(ξ) степени n с соответствующими
полярными формами p1(ξ1, . . . , ξn) и p2(ξ1, . . . , ξn).

ЛЕММА 3 (Основная). Для того чтобы в некоторой точке η ∈ R
2 поли-

номы P1(ξ) и P2(ξ) совпадали вместе со всеми их частными производными
до q-го порядка включительно, необходимо и достаточно, чтобы при любых
η1, . . . , ηq из R

2 выполнялось равенство

p1(ηn−q, η1, . . . , ηq) = p2(ηn−q, η1, . . . , ηq). (9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д им о с т ь. Из условия леммы и (3) следует,
что p1

αβ(ηn−r) = p2
αβ(ηn−r) при всех α, β � 0, r := α+β � q. Остаётся сослаться

на лемму 2.
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До с т а т о ч н о с т ь. Равенство p1(ηn) = p2(ηn) гарантирует, что P1(η) =
= P2(η).
Пусть q ∈ 1 : n. Возьмём три вектора ξ1, ξ2, ξ3, не лежащие на одной

прямой. Согласно (9) при k ∈ 0 : q, s ∈ 0 : q − k имеем

p1
(
ηn−q, (η+ξ1)

k, (η+ξ2)
s, (η+ξ3)

q−k−s
)

= p2
(
ηn−q, (η+ξ1)

k, (η+ξ2)
s, (η+ξ3)

q−k−s
)
.

На основании (5) при тех же k, s получаем

q∑
α=0

q−α∑
β=0

[
p1

αβ(ηn−r) − p2
αβ(ηn−r)

]
σαβ(ξk

1 , ξs
2, ξq−k−s

3 ) = 0. (10)

Соотношение (10) имеет прямое отношение к интерполяции по полю-
сам (см. [1]). Из (10) и однозначной разрешимости задачи интерполяции по
полюсам следует, что p1

αβ(ηn−r) = p2
αβ(ηn−r) при α ∈ 0 : q, β ∈ 0 : q − α. Это

вместе с (3) гарантирует равенство всех смешанных производных полиномов
P1(ξ) и P2(ξ) до q-го порядка включительно в точке ξ = η.
Лемма доказана.

4◦. По поводу дальнейших результатов, связанных с полярными формами
полиномов от двух переменных, см. обзорную статью [2].
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