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В докладе на двух примерах показывается, чем различаются классические
и неклассические задачи оптимизации.

1◦. Под классической задачей оптимизации понимается задача минимиза-
ции гладкой функции при наличии ограничений-равенств. Простейшим при-
мером такой задачи является задача ортогонального проектирования точки
на подпространство. Она формализуется следующим образом [1, с. 52–55]:

Q(x) := 1

2
‖x− c‖2 → min,

A[M,N ]× x[N ] = O[M ].
(1)

Здесь c ∈ R
N — фиксированная точка и A = A[M,N ] — матрица с линейно

независимыми строками. Ограничения задачи (1) определяют подпростран-
ство L пространства R

N . Речь идёт о нахождении точки x∗ ∈ L, ближайшей
к точке c, или, другими словами, об ортогональном проектировании точки c

на подпространство L.
Целевая функция задачи (1) представляет собой выпуклую квадратичную

функцию, что следует из представления

Q(x) = 1

2
〈x− c, x− c〉 = 1

2
〈Ex, x〉 − 〈c, x〉+ 1

2
‖c‖2.

Отметим также, что Q′(x) = x−c. Запишем критерий оптимальности для зада-
чи (1) [2, с. 90–91]: для того чтобы план x∗ ∈ L был оптимальным, необходимо
и достаточно, чтобы нашёлся вектор u∗ = u∗[M ] со свойством

x∗ − c = ATu∗.
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Таким образом, решение задачи (1) сводится к решению системы линейных
уравнений

ATu = x− c, (2)

Ax = O. (3)

Эта система (относительно x и u) имеет единственное решение. Чтобы найти
его, умножим уравнение (2) слева на матрицу A. Учитывая (3), получаем

(AAT )u = −Ac. (4)

Покажем, что квадратная матрица AAT обратима. Для этого достаточно
проверить, что однородная система (AAT )u = O имеет только нулевое реше-
ние. Возьмём произвольное решение u0 этой системы. Запишем

O = 〈AATu0, u0〉 = 〈ATu0, A
Tu0〉 = ‖ATu0‖

2.

Значит, ATu0 = O. По условию строки матрицы A линейно независимы. Это га-
рантирует линейную независимость столбцов матрицы AT . Из линейной неза-
висимости и условия ATu0 = O следует, что u0 = O. Тем самым, установлено,
что матрица AAT имеет обратную.

Умножим уравнение (4) слева на матрицу (AAT )−1. Получим

u∗ = −(AAT )−1Ac.

Подставив это в (2), придём к решению задачи (1):

x∗ = c+ ATu∗ = c− AT (AAT )−1Ac. (5)

Обозначим
P = E − AT (AAT )−1A. (6)

Тогда формулу (5) можно переписать так:

x∗ = Pc. (7)

Матрица P называется матрицей ортогонального проектирования на подпро-

странство L.
Подведём итог.

ТЕОРЕМА 1. Единственное решение задачи ортогонального проектирова-

ния произвольной точки c ∈ R
N на подпространство L определяется форму-

лой (7), в которой P — матрица ортогонального проектирования вида (6).

В частном случае, когда подпространство L задаётся одним уравнением
〈a, x〉 = 0, где a — единичная вектор-строка, ‖a‖ = 1, матрица P принимает
вид

P = E − aTa.
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2◦. Остановимся на основных свойствах матрицы ортогонального проекти-
рования.

ТЕОРЕМА 2. Матрица P вида (6) обладает следующими свойствами:

1) PAT = 0, PP = P ;

2) матрица P симметрична и неотрицательно определена;

3) ранг матрицы P равен |N | − |M |.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (6) имеем

PAT = AT − AT (AAT )−1AAT = 0.

Учитывая это равенство, получаем также

PP = P (E − AT (AAT )−1A) = P − (PAT )(AAT )−1A = P.

Симметричность матрицы P следует из её определения. Неотрицательная
определённость проверяется так:

〈Px, x〉 = 〈PPx, x〉 = 〈Px, Px〉 = ‖Px‖2 > 0.

Чтобы найти ранг матрицы P , введём подпространство

P = {x ∈ R
N | Px = O}.

Как известно (см., например, [1, с. 22]), для размерности этого подпростран-
ства справедлива формула.

dimP = |N | − rankP. (8)

Согласно свойству 1) столбцы матрицы AT принадлежат P и по условию за-
дачи (1) они линейно независимы. Покажем, что любой вектор из P можно
представить в виде линейной комбинации столбцов матрицы AT .

Пусть x0 ∈ P. Согласно (6) имеем

O = Px0 = x0 − AT (AAT )−1Ax0.

Обозначим λ0 = (AAT )−1Ax0. Тогда x0 = ATλ0. Это и означает, что x0 есть
линейная комбинация столбцов матрицы AT .

Установлено, что |M | линейно независимых столбцов матрицы AT являют-
ся базисом подпространства P. По определению размерности линейного мно-
жества получаем dimP = |M |.

Теперь свойство 3) следует из формулы (8).
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3◦. К неклассическим относятся экстремальные задачи, у которых в огра-
ничениях присутствуют неравенства. В качестве примера рассмотрим задачу
проектирования точки на стандартный симплекс. Задача формализуется так
(см. [3]):

Q(x) := 1

2
‖x− c‖2 → min,
n

∑

j=1

xj = 1;

xj > 0, j ∈ 1 : n.

(9)

В данном случае N = 1 : n. Матрица ограничений задачи (9) имеет вид

A =













1 1 . . . 1
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1













.

Ограничению-равенству сопоставим двойственную переменную λ, а огра-
ничению-неравенству xj > 0 — двойственную переменную uj, j ∈ 1 : n. Запи-
шем критерий оптимальности [2, с. 91]: для того чтобы план x∗ задачи (9) был
оптимальным, необходимо и достаточно, чтобы нашлись числа λ∗, u∗

1, . . . , u
∗

n,
такие, что при всех j ∈ 1 : n выполняются соотношения (условия Куна-Такке-
ра):

x∗

j − cj = λ∗ + u∗

j ;

u∗

jx
∗

j = 0, u∗

j > 0.

Таким образом, решение задачи (9) сводится к решению следующей системы
равенств и неравенств

λ+ cj = xj − uj, j ∈ 1 : n; (10)

ujxj = 0, uj > 0, xj > 0, j ∈ 1 : n; (11)
n

∑

j=1

xj = 1. (12)

Согласно (10) и (11) имеем

|λ+ cj| = |xj − uj| = xj + uj, j ∈ 1 : n. (13)

Последнее равенство очевидно при uj = 0. В силу условия дополнительности
ujxj = 0 оно выполняется и при uj > 0.
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Сложим равенства (10) и (13). Получим

xj =
1

2

(

λ+ cj + |λ+ cj|
)

. (14)

С помощью функции t+ = 1

2

(

t+ |t|
)

формулу (14) можно переписать в виде

xj = (λ+ cj)+, j ∈ 1 : n. (15)

По определению

t+ =

{

0 при t 6 0,

t при t > 0.
(16)

Значит,

xj =

{

0, если λ+ cj < 0;

λ+ cj, если λ+ cj > 0.

Ясно также, что

uj =
1

2

(

|λ+ cj| − (λ+ cj)
)

, j ∈ 1 : n.

Найденные xj и uj удовлетворяют условиям (10) и (11) при всех λ. Остаётся
уравнение (12), которое в силу (15) принимает вид

ϕ(λ) :=
n

∑

j=1

(λ+ cj)+ = 1. (17)

Покажем, что это уравнение имеет единственное решение.
Поменяем знаки у компонент cj проектируемой точки c и числа {−cj}

упорядочим по неубыванию. Получим последовательность a1 6 a2 6 . . . 6 an.
Очевидно, что

ϕ(λ) =
n

∑

j=1

(

λ− (−cj)
)

+
=

n
∑

j=1

(λ− aj)+. (18)

Согласно (16) при всех j ∈ 1 : n имеем

(λ− aj)+ = 0, если λ 6 a1,

(λ− aj)+ = λ− aj, если λ > an,

поэтому
ϕ(λ) = 0 при λ 6 a1,

ϕ(λ) =
n

∑

j=1

(λ− aj) = nλ−

n
∑

j=1

aj при λ > an.
(19)
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По тем же соображениям при λ ∈ [ak, ak+1], k ∈ 1 : n− 1,

ϕ(λ) =
k

∑

j=1

(λ− aj) = kλ−

k
∑

j=1

aj. (20)

Отметим, что
ϕ(λ) = k(λ− ak) + ϕ(ak) (21)

при λ ∈ [ak, ak+1], k ∈ 1 : n− 1, и при λ > an, k = n. В частности,

ϕ(ak+1) = k(ak+1 − ak) + ϕ(ak), k ∈ 1 : n− 1. (22)

На основании (18)–(20) заключаем, что функция ϕ(λ) при λ > a1 является
непрерывной ломаной, строго возрастающей от 0 до +∞ (см. рис.).

a3 a4a1 a2 an λ

Рис. График ломаной ϕ(λ)

Это гарантирует существование и единственность точки λ∗, в которой ϕ(λ∗) =
= 1.

Установлено, что уравнение (17) имеет единственное решение λ∗. Отсюда
следует, что система соотношений (10)–(12) имеет единственное решение и,
наконец, что задача (9) имеет единственное решение — вектор x∗ с компонен-
тами

x∗

j = (λ∗ + cj)+, j ∈ 1 : n. (23)

4◦. Опишем простой алгоритм вычисления λ∗.
Ломаная ϕ(λ) на отрезке [a1, an] полностью определяется своими значения-

ми ϕk = ϕ(ak) в узлах λ = ak, k ∈ 1 : n. Согласно (22) последовательность {ϕk}
можно вычислить рекуррентно:

ϕ1 = 0;

ϕk+1 = ϕk + k(ak+1 − ak), k = 1, . . . , n− 1.
(24)

Будем последовательно вычислять значения ϕ1, ϕ2, . . . по формуле (24), пока
не встретим индекс k0, на котором

ϕk0 < 1 6 ϕk0+1.
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Если и ϕn < 1, то полагаем k0 = n. На отрезке [ak0 , ak0+1] в случае k0 < n и
полуоси [ak0 ,+∞) при k0 = n функция ϕ(λ) имеет вид (21) (с заменой k на k0).
Она линейна. Решение уравнения ϕ(λ) = 1 находим элементарно:

λ∗ = ak0 +
1

k0
(1− ϕk0). (25)

5◦. Подведём итог.

АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (9).

1) Меняем знаки у компонент cj проектируемой точки c и числа {−cj} упо-
рядочиваем по неубыванию. Получаем последовательность a1 6 a2 6

6 . . . 6 an.

2) Проводим последовательные вычисления по рекуррентной формуле (24),
пока не встретим индекс k0, на котором ϕk0 < 1 6 ϕk0+1. Если и ϕn < 1,
то полагаем k0 = n.

3) Вычисляем λ∗ по формуле (25) и компоненты x∗

j проекции точки c на
стандартный симплекс по формуле (23).

ПРИМЕР. Найдём проекцию точки

c = (1, −1, 0, 1, 0, 2

3
)

на стандартный симплекс.
Упорядочим компоненты точки −c = (−1, 1, 0, −1, 0, −2

3
) по неубы-

ванию. Получим последовательность a = (−1, −1, −2

3
, 0, 0, 1). Составим

таблицу

k 1 2 3 4 5 6

ak −1 −1 −2

3
0 0 1

Проведём вычисления по формуле (24):

ϕ1 = 0; ϕ2 = 0 + 1
(

−1− (−1)
)

= 0;

ϕ3 = 0 + 2
(

−2

3
− (−1)

)

= 2

3
;

ϕ4 =
2

3
+ 3

(

0− (−2

3
)
)

= 8

3
> 1.

Получаем ϕ3 < 1 6 ϕ4, так что k0 = 3.
Согласно (25)

λ∗ = −2

3
+ 1

3
(1− 2

3
) = −5

9
.
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По формуле (23) находим компоненты проекции x∗ точки c на стандартный
симплекс:

x∗

1 = (−5

9
+ 1)+ = 4

9
; x∗

2 = (−5

9
− 1)+ = 0; x∗

3 = (−5

9
+ 0)+ = 0;

x∗

4 = (−5

9
+ 1)+ = 4

9
; x∗

5 = (−5

9
+ 0)+ = 0; x∗

6 = (−5

9
+ 2

3
)+ = 1

9
.

Таким образом,
x∗ = (4

9
, 0, 0, 4

9
, 0, 1

9
).

6◦. В заключение отметим, что решение классической задачи минимиза-
ции (1) находится с помощью формулы (7), а решение неклассической задачи
минимизации (9) — с помощью алгоритма.
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