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В докладе [1] рассматривались два быстрых алгоритма проектирования
точки на стандартный симплекс Λ ⊂ R

n. Теперь мы обратимся к задаче про-
ектирования точки на телесный симплекс Ω ⊂ R

n, определяемый условиями

n∑

i=1

xi 6 1; xi > 0, i ∈ 1 : n.

Задача ставится так:

Q(x) := 1

2

n∑

i=1

(xi − ci)
2 → min

x∈Ω
, (1)

где c1, . . . , cn — координаты проектируемой точки c. Эта задача имеет един-
ственное решение x∗.

Введем величину

h =
n∑

i=1

(ci)+,

где (ci)+ = max{0, ci}. Обозначим c+ =
(
(c1)+, . . . , (cn)+

)
.

ТЕОРЕМА. Если h 6 1, то

x∗ = c+. (2)

При h > 1 справедливо равенство

x∗ = PrΛ(c+). (3)
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Таким образом, при h > 1 задача (1) сводится к задаче проектирования
точки c+ на стандартный симплекс Λ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Запишем критерий оптимальности для задачи (1)
(см. [2, c. 91]):

xi − ci = ui − λ, i ∈ 1 : n;

λ(1− x1 − . . .− xn) = 0, λ > 0;

ui xi = 0, ui > 0, xi > 0, i ∈ 1 : n;

x1 + . . .+ xn 6 1.

(4)

Нетрудно проверить, что в случае h 6 1 все условия (4) выполняются при

xi = (ci)+, ui = (ci)+ − ci, i ∈ 1 : n; λ = 0.

В частности, равенство
(
(ci)+ − ci

)
(ci)+ = 0, справедливое при всех i ∈ 1 : n,

обеспечивает выполнение условия дополнительсти ui xi = 0, i ∈ 1 : n. Значит,
верна формула (2).

Допустим, что h > 1. Обозначим ŷ = PrΛ(c+). По критерию оптимальности
(см. [1])

ŷi − (ci)+ = λ̂+ ûi, i ∈ 1 : n;

ûi ŷi = 0, ûi > 0, ŷi > 0, i ∈ 1 : n;

ŷ1 + . . .+ ŷn = 1.

(5)

Сложив равенства из первой строки условий (5), получим

1− h = nλ̂+
n∑

i=1

ûi.

Отсюда следуют, что

λ̂ < −
1

n

n∑

i=1

ûi.

В частности, λ̂ < 0.
Если все ci неотрицательны, то положим

xi = ŷi, ui = ûi, i ∈ 1 : n; λ = −λ̂.

На основании (5) заключаем, что при этих данных выполняются все усло-
вия (4). Значит,

x∗ = ŷ = PrΛ(c+).

Допустим, что среди координат ci имеется хотя бы одна отрицательная.
Обозначим

I = {i ∈ 1 : n | ci 6 0}.
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При i ∈ I равенство из первой строки условий (5) принимает вид

ŷi = λ̂+ ûi, i ∈ I. (6)

Умножим обе части последнего равенства на ŷi. Учитывая условие дополни-
тельности, получаем

ŷ2
i
= λ̂ ŷi, i ∈ I. (7)

Напомним, что λ̂ < 0 и ŷi > 0, поэтому из (7) и (6) следует, что

ŷi = 0, ûi = −λ̂, i ∈ I. (8)

Перепишем первое условие из (5) в виде

ŷi − ci = (ûi − ci)− (−λ̂), i ∈ I;

ŷi − ci = ûi − (−λ̂), i /∈ I.
(9)

Положив λ∗ = −λ̂,

u∗

i
=

{
ûi − ci, i ∈ I;

ûi, i /∈ I,

придем к другому представлению формулы (9):

ŷi − ci = u∗

i
− λ∗, i ∈ 1 : n.

При этом согласно (8) и определению множества I имеем u∗

i
> 0 при i ∈ I. По

определению u∗

i
= ûi > 0 при i /∈ I. Условие неотрицательности двойственных

переменных u∗

i
выполняется для всех i ∈ 1 : n.

Осталось проверить условие дополнительности u∗

i
ŷi = 0, i ∈ 1 : n. При

i ∈ I оно выполняется в силу (8), а при i /∈ I — в силу (5).
Таким образом, при xi = ŷi, ui = u∗

i
, i ∈ 1 : n; λ = λ∗ выполняются все

условия (4). Это гарантирует, что

x∗ = ŷ = PrΛ(c+).

Теорема доказана.
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