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В докладе используется определение вещественного гармонического фрей-
ма, данное в работе [1]. Акцент делается на быстром вычислении фреймовых
коэффициентов.

1◦. Обозначим через RN линейное пространство вещественнозначных
N -периодических сигналов x = x(j), j ∈ Z. Гармонические фреймы в RN

вводятся отдельно для случаев нечётного и чётного N . Начнём с нечётного
N , N = 2n+ 1, n � 1.

При m � N рассмотрим сигналы ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm−1 из RN с отсчётами

ϕk(0) =
1√
N

; ϕk(j) =

√
2

N
cos

2kjπ

m
, j ∈ 1 : n ;

ϕk(n+ j) =

√
2

N
sin

2kjπ

m
, j ∈ 1 : n .

Нетрудно проверить, что ‖ϕk‖ = 1 при всех k ∈ 0 : m−1. Отметим также, что

ϕk(j) + i ϕk(n+ j) =

√
2

N
ωkj

m , j ∈ 1 : n, (1)

где ωm = exp (2πi/m).

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Для всех x ∈ RN при N = 2n + 1 справедливо разло-
жение

x(j) =
N

m

m−1∑
k=0

〈x, ϕk〉ϕk(j), j ∈ Z. (2)
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Док а з а т е л ь с т в о. Вычислим коэффициенты ak = 〈x, ϕk〉. Имеем

ak =
1√
N
x(0) +

√
2

N

n∑
j=1

[
x(j) cos

2kjπ

m
+ x(n+ j) sin

2kjπ

m

]
=

=
1√
N

{
x(0) +

√
2

2

n∑
j=1

[
x(j)

(
ωkj

m + ω−kj
m

) − i x(n+ j)
(
ωkj

m − ω−kj
m

)]}
=

=

√
2

N

{√
2

2
x(0) +

1

2

n∑
j=1

[(
x(j) − i x(n+ j)

)
ωkj

m +
(
x(j) + i x(n+ j)

)
ω−kj

m

]}
.

(3)

Введём сигнал y1 ∈ Cm с отсчётами

y1(j) =

{
x(j) + i x(n+ j) при j ∈ 1 : n,
0 при j = 0 и j ∈ n+ 1 : m− 1.

Обозначим Y1 = Fm(y1). Тогда равенство (3) можно переписать так:

ak =

√
2

N

{√
2

2
x(0) +

1

2

(
Y1(k) + Y1(k)

)}
=

=

√
2

N

{√
2

2
x(0) + ReY1(k)

}
, k ∈ 0 : m− 1. (4)

Обратимся к формуле (2). Её правую часть обозначим S(j). Согласно (4)

S(j) =

√
N

m
x(0)

m−1∑
k=0

ϕk(j) +

√
2N

m

m−1∑
k=0

[
ReY1(k)

]
ϕk(j), j ∈ 0 : N − 1. (5)

Нетрудно проверить, что S(0) = x(0). Это следует из равенства

m−1∑
k=0

ϕk(0) =
m√
N

и формулы обращения для ДПФ, согласно которой

1

m

m−1∑
k=0

Y1(k) = y1(0) = 0.

Теперь покажем, что
m−1∑
k=0

ϕk(j) = 0 при j ∈ 1 : N − 1. (6)
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Согласно (1) при j ∈ 1 : n имеем

m−1∑
k=0

[
ϕk(j) + i ϕk(n+ j)

]
=

√
2

N

m−1∑
k=0

ωkj
m = m

√
2

N
δm(j) = 0.

Это гарантирует справедливость равенства (6).
При j ∈ 1 : N − 1 формула (5) приобретает более простой вид

S(j) =

√
2N

m

m−1∑
k=0

[
ReY1(k)

]
ϕk(j).

Отметим, что при j ∈ 1 : n

S(j) + i S(n+ j) =
1

m

m−1∑
k=0

[
Y1(k) + Y1(k)

]
ωkj

m .

Воспользуемся формулой обращения для ДПФ. Получим

S(j) + i S(n+ j) = y1(j) + y1(−j), j ∈ 1 : n.

Поскольку y1(−j) = y1(m− j) и m− 1 � m− j � m−n � n+ 1, то y1(−j) = 0.
Значит,

S(j) + i S(n+ j) = y1(j) = x(j) + i x(n+ j), j ∈ 1 : n.

Отсюда следует, что S(j) = x(j) при j ∈ 1 : N −1. Предложение доказано.

2◦. Перейдём к случаю чётного N , N = 2n, n � 1. При m � N в простран-
стве RN рассмотрим сигналы ψ0, ψ1, . . . , ψm−1 с отсчётами

ψk(j) =

√
2

N
cos

(2j + 1)kπ

m
, j ∈ 0 : n− 1 ;

ψk(n+ j) =

√
2

N
sin

(2j + 1)kπ

m
, j ∈ 0 : n− 1 .

Нетрудно проверить, что ‖ψk‖ = 1 при всех k ∈ 0 : m−1. Отметим также, что

ψk(j) + i ψk(n+ j) =

√
2

N
ω

(2j+1)k
2m =

√
2

N
ωk

2m ω
kj
m , j ∈ 0 : n− 1. (7)

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Для всех x ∈ RN при N = 2n справедливо разложе-
ние

x(j) =
N

m

m−1∑
k=0

〈x, ψk〉ψk(j), j ∈ Z. (8)
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Док а з а т е л ь с т в о. Вычислим коэффициенты ak = 〈x, ψk〉. Имеем

ak =

√
2

N

n−1∑
j=0

[
x(j) cos

(2j + 1)kπ

m
+ x(n+ j) sin

(2j + 1)kπ

m

]
=

=
1√
2N

n−1∑
j=0

[
x(j)

(
ω

(2j+1)k
2m + ω

−(2j+1)k
2m

) − i x(n+ j)
(
ω

(2j+1)k
2m − ω

−(2j+1)k
2m

)]
=

=
ωk

2m√
2N

n−1∑
j=0

[
x(j) − i x(n+ j)

]
ωkj

m +
ω−k

2m√
2N

n−1∑
j=0

[
x(j) + i x(n+ j)

]
ω−kj

m . (9)

Введём сигнал y2 ∈ Cm с отсчётами

y2(j) =

{
x(j) + i x(n+ j), при j ∈ 0 : n− 1,

0, при j ∈ n : m− 1.

Обозначим Y2 = Fm(y2). Тогда равенство (9) можно переписать так:

ak =
ωk

2m√
2N

Y2(k) +
ω−k

2m√
2N

Y2(k) =

=

√
2

N
Re

{
ω−k

2m Y2(k)
}
, k ∈ 0 : m− 1. (10)

Обратимся к формуле (8). Её правую часть обозначим S(j). Согласно (10)

S(j) =

√
2N

m

m−1∑
k=0

Re
{
ω−k

2m Y2(k)
}
ψk(j), j ∈ 0 : N − 1.

Дальнейшие действия связаны с соотношением (7). При j ∈ 0 : n− 1 получим

S(j) + i S(n+ j) =
2

m

m−1∑
k=0

Re
{
ω−k

2m Y2(k)
}
ωk

2m ω
kj
m =

=
1

m

m−1∑
k=0

[
Y2(k) + ωk

mY2(k)
]
ωkj

m = y2(j) + y2(−j − 1).

Поскольку y2(−j − 1) = y2(m − j − 1) и m − 1 � m − j − 1 � m − n � n, то
y2(−j − 1) = 0. Значит,

S(j) + i S(n+ j) = y2(j) = x(j) + i x(n+ j), j ∈ 0 : n− 1.

Отсюда следует, что S(j) = x(j) при j ∈ 0 : N −1. Предложение доказано.
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3◦. Разложения (2) и (8) характеризуют системы сигналов {ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm−1}
и {ψ0, ψ1, . . . , ψm−1} как жёсткие фреймы в RN при нечётном и чётном N со-
ответственно (см., например, [2]). Эти фреймы называются гармоническими.
Формулы (4) и (10) обеспечивают быстрое вычисление фреймовых коэффици-
ентов.
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