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В докладе приводится короткое доказательство одного эффектного резуль-
тата из [1].

Пусть m > n > 1. Возьмём унитарную матрицу U порядка n, единичный
вектор ϕ0 ∈ C

n и построим последовательность единичных векторов

ϕk = Uϕk−1, k = 1, . . . , m − 1. (1)

Обозначим Φ = {ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm−1}.
ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Если система Φ образует жёсткий фрейм, то най-
дётся число c ∈ C, |c| = 1, такое, что

Um = c In .

Док а з а т е л ь с т в о. Разложим векторы ϕm−1 и Uϕm−1 по фрейму Φ. По опре-
делению жёсткого фрейма [2]

ϕm−1 =
n

m

( m−2∑
k=0

〈ϕm−1, ϕk〉ϕk + ϕm−1

)
, (2)

Uϕm−1 =
n

m

(
〈Uϕm−1, ϕ0〉ϕ0 +

m−1∑
k=1

〈ϕm−1, U
∗ϕk〉ϕk

)
.
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Приняв во внимание, что U∗ϕk = U∗Uϕk−1 = ϕk−1 при k ∈ 1 : m−1, перепишем
последнее равенство в виде

Uϕm−1 =
n

m

(
〈Uϕm−1, ϕ0〉UU∗ϕ0 +

m−1∑
k=1

〈ϕm−1, ϕk−1〉Uϕk−1

)
=

=
n

m
U

(
〈Uϕm−1, ϕ0〉U∗ϕ0 +

m−1∑
k=1

〈ϕm−1, ϕk−1〉ϕk−1

)
.

Отсюда следует, что

ϕm−1 =
n

m

(
〈Uϕm−1, ϕ0〉U∗ϕ0 +

m−1∑
k=1

〈ϕm−1, ϕk−1〉ϕk−1

)
. (3)

Вычтем (3) из (2). После сокращения на общий множитель получим

ϕm−1 = 〈Uϕm−1, ϕ0〉U∗ϕ0

и
Umϕ0 = 〈Uϕm−1, ϕ0〉ϕ0 . (4)

Обозначим c = 〈Uϕm−1, ϕ0〉 = 〈Umϕ0, ϕ0〉. Тогда формула (4) примет вид

Umϕ0 = c ϕ0 . (5)

Равенство норм ‖c ϕ0‖ = ‖Umϕ0‖ = ‖ϕ0‖ гарантирует, что |c| = 1.
Далее, согласно (1) и (5)

Umϕk = Um
(
Ukϕ0

)
= Uk

(
Umϕ0

)
= c ϕk .

Значит, (
Um − c In

)
ϕk = O при k = 0, 1, . . . , m − 1.

Напомним, что линейная оболочка элементов жёсткого фрейма совпадает
с C

n, поэтому равенство (Um − c In) x = O выполняется для всех x ∈ C
n.

Взяв в качестве x последовательно все единичные орты, придём к требуемой
формуле Um = c In. Предложение доказано.

З ам е ч а н и е. Гармонические фреймы можно представить в виде (1). Для
этого достаточно положить ϕ0(j) = 1√

n
при всех j ∈ 1 : n и

U = diag(w1, . . . , wn),

где wj — попарно различные корни степени m из единицы. Для гармонических
фреймов предложение тривиально, причём c = 1.
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