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В работе изучается вейвлетное сжатие сплайновых пространств лагран-
жева типа первого порядка на отрезке (с конечной неравномерной сеткой).
Выведены соответствующие формулы декомпозиции и реконструкции.

1. Сплайны, матрицы реконструкции и декомпозиции

На интервале (α, β) ⊂ R
1 рассмотрим сетку X = {xj}j∈Z,

X : . . . < x−1 < x0 < x1 < . . . , (1)

где α = lim
j→−∞

xj, β = lim
j→+∞

xj (случаи α = −∞, β = +∞ не исключаются).

Будем рассматривать класс сеток вида (1) со свойством локальной квази-

равномерности

K−1
0 6

xj+1 − xj

xj − xj−1

6 K0 ∀ j ∈ Z, K0 > 1, K0 ∈ R
1.

Упорядоченное множество A = {aj}j∈Z векторов aj ∈ R
2 будем называть

цепочкой векторов. Компоненты векторов обозначаются квадратными скоб-
ками и нумеруются цифрами; например, aj = ([aj]0, [aj]1)

T . Цепочка A на-
зывается полной цепочкой векторов, если det(aj−1, aj) 6= 0 для всех j ∈ Z.
Введём обозначения M = ∪j∈Z(xj, xj+1), Sj = [xj , xj+2], Jk = {k − 1, k}, где
k, j ∈ Z. Пусть X(M) — линейное пространство вещественнозначных функ-
ций, заданных на множестве M . Рассмотрим вектор-функцию ϕ : (α, β) 7→ R

2

с компонентами из X(M).
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Если цепочка векторов {aj} полная, то из условий

∑

j′∈Jk

aj′ ωj′(t) ≡ ϕ(t) ∀ t ∈ (xk, xk+1), ∀ k ∈ Z,

ωj(t) ≡ 0 ∀ t /∈ Sj ∩M,

(2)

однозначно определяются функции ωj(t), t ∈ M , j ∈ Z. Ясно, что suppωj(t) ⊂
⊂ Sj. По формулам Крамера из системы линейных алгебраических уравне-
ний (2) находим

ωj(t) =





det(aj−1,ϕ(t))

det(aj−1, aj)
при t ∈ [xj, xj+1),

det(ϕ(t), aj+1)

det(aj, aj+1)
при t ∈ [xj+1, xj+2).

Линейная оболочка функций ωj(t), j ∈ Z, называется пространством ми-

нимальных (A, ϕ)-сплайнов первого порядка. Условия (2) называются аппрок-

симационными соотношениями.
Рассмотрим векторы dj ∈ R

2, задаваемые тождеством d
T
j x ≡ det(ϕj, x),

x ∈ R
2, j ∈ Z и определим векторы a

∗

j ∈ R
2 формулой a

∗

j = ϕj+1. Представим
векторы a

∗

j и dj в покомпонентном виде

a
∗

j =
(
[ϕj+1]0, [ϕj+1]1

)T
, dj =

(
−[ϕj]1, [ϕj]0

)T
.

Если ϕ ∈ C
1(α, β) и W (t) := | det(ϕ,ϕ ′)(t)| > const > 0 для всех t ∈ (α, β),

то ωj ∈ C(α, β) и справедливы формулы [1]

ωj(t) =





d
T
j ϕ(t)

d
T
j a∗

j

при t ∈ [xj , xj+1),

d
T
j+2ϕ(t)

d
T
j+2a

∗

j

при t ∈ [xj+1, xj+2).

(3)

Пространство

S(X) =
{
u | u =

∑

j∈Z

cj ωj ∀ cj ∈ R
1
}

называется пространством минимальных Bϕ-сплайнов первого порядка на
сетке X.

Если [ϕ(t)]0 ≡ 1, то справедливо тождество
∑

j∈Z

ωj(t) ≡ 1 ∀ t ∈ (α, β),
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при этом формулы (3) принимают вид

ωj(t) =





[ϕ(t)]1 − [ϕj]1

[ϕj+1]1 − [ϕj]1
при t ∈ [xj, xj+1),

[ϕj+2]1 − [ϕ(t)]1

[ϕj+2]1 − [ϕj+1]1
при t ∈ [xj+1, xj+2).

Более того, если функция [ϕ(t)]1 строго монотонна на множестве M , то сплай-
ны ωj(t) положительны при всех t ∈ (xj, xj+2).

Рассмотрим некоторые варианты сплайнов. Пусть ϕ(t) = (1, tλ)T , где
λ ∈ R

1 \ {0}. Тогда вронскиан W (t) = λtλ−1 отличен от нуля на отрезке [a, b]
не содержащем 0. Это означает, что для достаточно мелкой сетки из фиксиро-
ванного класса локально квазиравномерных сеток координатные Bϕ-сплайны
существуют. Будем называть эти сплайны степенны́ми Bϕ-сплайнами и обо-
значать через ωpow

j,1 (t). Из формул (3) вытекает представление (см. рис. 1)

ωpow
j,1 (t) =





tλ − xλ
j

xλ
j+1 − xλ

j

, t ∈ [xj, xj+1),

xλ
j+2 − tλ

xλ
j+2 − xλ

j+1

, t ∈ [xj+1, xj+2).

При λ = 1 вронскиан W (t) отличен от нуля на отрезке [a, b], на котором
сплайны ωpow

j,1 (t) совпадают с известными полиномиальными B-сплайнами пер-
вой степени, то есть с одномерными функциями Куранта.

Рис. 1. Сплайн ωpow
j,1 при λ = −1.

Пусть ϕ(t) = (1, sinλt)T , где λ ∈ R
1 \ {0}. Тогда вронскиан W (t) = λ cosλt

отличен от нуля на отрезке [a, b] не содержащем точек π
2λ
+ π

λ
k, k ∈ Z. Это озна-

чает, что для достаточно мелкой сетки из фиксированного класса локально
квазиравномерных сеток координатные Bϕ-сплайны существуют. Будем назы-
вать эти сплайны тригонометрическими Bϕ-сплайнами и обозначать через
ωtrig
j,1 (t). Из формул (3) вытекает представление (см. рис. 2)
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ωtrig
j,1 (t) =





sinλt− sinλxj

sinλxj+1 − sinλxj

, t ∈ [xj , xj+1),

sinλxj+2 − sinλt

sinλxj+2 − sinλxj+1

, t ∈ [xj+1, xj+2).

При ϕ(t) = (sin t, cos t)T сплайны ωj(t) совпадают с NUAT-B -сплайнами [2].
При ϕ(t) = (sin t

2
, cos t

2
)T сплайны ωj(t) рассмотрены в работе [3].

Рис. 2. Сплайн ωtrig
j,1 при λ = 1.

Пусть ϕ(t) = (1, shλt)T , где λ ∈ R
1 \ {0}. Тогда вронскиан W (t) = λ chλt

отличен от нуля на отрезке [a, b]. Это означает, что для достаточно мелкой сет-
ки из фиксированного класса локально квазиравномерных сеток координат-
ные Bϕ-сплайны существуют. Будем называть эти сплайны гиперболическими

Bϕ-сплайнами и обозначать через ωhyp
j,1 (t). Из формул (3) вытекает представ-

ление (см. рис. 3)

ωhyp
j,1 (t) =





shλt− shλxj

shλxj+1 − shλxj

, t ∈ [xj , xj+1),

shλxj+2 − shλt

shλxj+2 − shλxj+1

, t ∈ [xj+1, xj+2).

Рис. 3. Сплайн ωhyp
j,1 при λ = 1.
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Рассмотрим конечномерные пространства сплайнов. Введём обозначения

a = x0, b = xn, J1,n = {−1, 0, . . . , n− 1, n}.

Из бесконечной сетки X выделим конечную сетку Xn, n ∈ N, n > 2,

Xn : x−1 < a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b < xn+1,

из полной бесконечной цепочки A
∗ = {a∗

j}j∈Z выделим конечную цепочку
A

∗

n = {a∗

−1, . . . , a
∗

n}.
Для измеримого (по Лебегу) множества M ⊂ R

1 обозначим через mes (M)
его лебегову меру. Пусть система {gj} состоит из функций gj(t), задан-
ных почти везде на интервале (α, β), и [a, b] ⊂ (α, β). Система функций
{gj | mes (supp gj ∩ (a, b)) > 0} называется сужением системы {gj} на отрезок
[a, b].

Сузим все функции пространства S(X) на отрезок [a, b]. Совокупность этих
сужений представляет собой конечномерное линейное пространство

S(Xn) = {u | u =
∑

j∈J1,n−1

cj ωj ∀ cj ∈ R
1} ⊂ C[a, b].

Из исходной сетки X при фиксированном k ∈ Z удалим один узел xk+1,
и на полученной таким образом разреженной сетке X̃ рассмотрим сплайны
ω̃j(t), j ∈ Z.

Пусть ξ = xk+1, а x̃j — узлы вновь полученной сетки X̃ = {x̃j | j ∈ Z}:

x̃j =

{
xj при j 6 k,

xj+1 при j > k + 1.
(4)

Условимся ставить волну сверху над обозначениями всех ранее введённых
объектов, определяемых новой сеткой X̃. Функции ω̃j(t) можно построить по
формуле (3), заменив узлы исходной сетки xj на узлы x̃j, j ∈ Z.

ТЕОРЕМА 1 (см. [4]). Для j, k ∈ Z и t ∈ (α, β) справедливы калибровочные

соотношения

ω̃i(t) =
∑

j∈Z

p̃i,j ωj(t) ∀ i ∈ Z, (5)

где элементы p̃i,j задаются равенствами

p̃i,j =





δi,j при i 6 k − 2, ∀j,

δk−1,j при i = k − 1, j 6= k,

δk+1,j при i = k, j 6= k,

δi,j−1 при i > k + 1, ∀j,

(6)
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а также формулами

p̃k−1,k =
1

d
T
k−1ã

∗

k−1

(
d
T
k−1a

∗

k − d
T
k−1a

∗

k+1

d
T
k a

∗

k

d
T
k a∗

k+1

)
, (7)

p̃k,k =
d
T
k a

∗

k

d
T
k a∗

k+1

. (8)

Предполагая, что k ∈ {0, 1, . . . , n − 2}, удалим узел xk+1 из сетки Xn; в
результате получим разреженную сетку

X̃n : x̃−1 < a = x̃0 < x̃1 < . . . < x̃n−1 = b < x̃n,

где узлы x̃i, i = −1, . . . , n, по-прежнему определяются формулами (4).
Введём конечномерные вектор-функции

ω(n)(t) =
(
ω−1(t), ω0(t), . . . , ωn−1(t)

)T
,

ω̃(n)(t) =
(
ω̃−1(t), ω̃0(t), . . . , ω̃n−2(t)

)T
.

Ввиду равенства (5) в конечномерном случае калибровочные соотношения для
k ∈ {0, 1, . . . , n− 2}, t ∈ [a, b] могут быть записаны в виде

ω̃(n)(t) = P̃nω(n)(t), (9)

где P̃n — прямоугольная числовая матрица размера n× (n+ 1). Матрица P̃n

называется матрицей разрежающей реконструкции на отрезке [a, b], и имеет
следующий вид

P̃n =




−1 . . . k − 3 k − 2 k − 1 k k + 1 k + 2 . . . n− 1

−1 1 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

k − 4 0 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . 0

k − 3 0 . . . 1 0 0 0 0 0 . . . 0

k − 2 0 . . . 0 1 0 0 0 0 . . . 0

k − 1 0 . . . 0 0 1 p̃k−1,k 0 0 . . . 0

k 0 . . . 0 0 0 p̃k,k 1 0 . . . 0

k + 1 0 . . . 0 0 0 0 0 1 . . . 0

k + 2 0 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n− 2 0 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . 1




.

Рассмотрим некоторое линейное пространство U над полем вещественных
чисел и сопряженное ему пространство U∗ линейных функционалов f над
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пространством U. Значение функционала f на элементе u ∈ U обозначим через
〈f, u〉.

Рассмотрим линейные функционалы {fj}j∈Z, заданные на пространстве
C(α, β) формулой

〈fj, u〉 = u(xj+1), u ∈ C(α, β), j ∈ Z. (10)

Ясно, что система линейных функционалов {fj}j∈Z биортогональна системе
функций {ωj′}j′∈Z, то есть

〈fj, ωj′〉 = δj,j′ , ∀j, j′ ∈ Z, (11)

где δj,j′ — символ Кронекера.

Рассмотрим систему функционалов {f̃j}j∈Z, биортогональную системе

функций {ω̃j′}j′∈Z. Пусть qj,j′ = 〈f̃j, ωj′〉 ∀j, j
′ ∈ Z. Тогда (см. [4]) для j, j′, k ∈ Z

справедливы равенства

qj,j′ =





δj,j′ при j′ 6 k − 1,

0 при j′ = k,

δj,j′−1 при j′ > k + 1.

(12)

Выделим из множества функционалов {fj}j∈Z конечный набор из n+ 1

функционала, из множества функционалов {f̃j}j∈Z конечный набор из n функ-

ционалов. Для систем функционалов {fj}j∈J1,n−1
, {f̃i}i∈J1,n−2

справедливы ра-
венства

〈fj, ωj′〉 = δj,j′ , j, j′ ∈ J1,n−1, 〈f̃i, ω̃i′〉 = δi,i′ , i, i′ ∈ J1,n−2,

причём supp fj ⊂ [a, b], supp f̃i ⊂ [a, b].

Прямоугольная матрица Q̃n = (qi,j), i ∈ J1,n−2, j ∈ J1,n−1, размера n ×
× (n+1) называется матрицей разрежающей декомпозиции на отрезке [a, b],
и имеет следующий вид

Q̃n =




−1 . . . k − 3 k − 2 k − 1 k k + 1 k + 2 . . . n− 1

−1 1 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

k − 3 0 . . . 1 0 0 0 0 0 . . . 0

k − 2 0 . . . 0 1 0 0 0 0 . . . 0

k − 1 0 . . . 0 0 1 0 0 0 . . . 0

k 0 . . . 0 0 0 0 1 0 . . . 0

k + 1 0 . . . 0 0 0 0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n− 2 0 . . . 0 0 0 0 0 0 . . . 1




.
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Для матриц P̃n и Q̃n справедливо соотношение

Q̃n P̃
T
n = In, (13)

где In — единичная квадратная матрица порядка n.

2. Сплайн-вейвлетное сжатие на отрезке

Согласно калибровочным соотношениям (9) справедливо включение про-
странств

S(X̃n) ⊂ S(Xn).

Рассмотрим оператор P̃n проектирования пространства S(Xn) на подпро-

странство S(X̃n), задаваемый формулой

P̃n u =
∑

i∈J1,n−2

ãi ω̃i, где ãi = 〈f̃i, u〉 ∀u ∈ S(Xn),

и введём оператор Q̃n = I − P̃n, где I — тождественный в S(Xn) оператор.

Пространство W̃n = Q̃n S(Xn) называется пространством вейвлетов в ко-
нечномерном случае, а прямое разложение

S(Xn) = S(X̃n)∔ W̃n, (14)

порождает сплайн-вейвлетное сжатие пространства S(Xn).
В соответствии с равенством (14) для u ∈ S(Xn) имеем

u =
∑

i∈J1,n−2

ãi ω̃i +
∑

i′∈J1,n−1

b̃i′ ωi′ =
∑

i′∈J1,n−1

(
∑

i∈J1,n−2

ãi p̃i,i′ + b̃i′

)
ωi′ ,

так что для чисел c̃j = 〈fj, u〉 получаем

c̃j =
∑

i∈J1,n−2

ãi p̃i,j + b̃j ∀ j ∈ J1,n−1. (15)

Пусть известны коэффициенты c̃i′ в разложении элемента u ∈ S(X) по
элементам базиса ωi′ , а именно,

u =
∑

i′∈J1,n−1

c̃i′ ωi′ .
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Из соотношений (15) имеем

b̃j = c̃j −
∑

i∈J1,n−2

p̃i,j ãi ∀ j ∈ J1,n−1.

Используя равенство ãi = 〈f̃i, u〉, для всех j ∈ J1,n−1 получаем

b̃j = c̃j −
∑

i∈J1,n−2

p̃i,j 〈f̃i,
∑

i′∈J1,n−1

c̃i′ ωi′〉 =

= c̃j −
∑

i∈J1,n−2

p̃i,j
∑

i′∈J1,n−1

c̃i′〈f̃i, ωi′〉 = c̃j −
∑

i∈J1,n−2

p̃i,j
∑

i′∈J1,n−1

c̃i′ qi,i′ . (16)

Формулы

ãi =
∑

i′∈J1,n−1

qi,i′ c̃i′ ∀ i ∈ J1,n−2, (17)

b̃j = c̃j −
∑

i′∈J1,n−1

(
∑

i∈J1,n−2

p̃i,j qi,i′

)
c̃i′ ∀ j ∈ J1,n−1, (18)

называются формулами декомпозиции.

ТЕОРЕМА 2. Если k ∈ {0, 1, . . . , n− 2}, то для сплайн-вейвлетного разло-

жения (14) формулы декомпозиции (17)–(18) при i ∈ J1,n−2, j ∈ J1,n−1 имеют

вид

ãi =

{
c̃i при i 6 k − 1,

c̃i+1 при i > k,
(19)

b̃j =

{
0 при j 6= k,

c̃k − p̃k−1,k c̃k−1 − p̃k,k c̃k+1 при j = k.
(20)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставляя равенства (12) в выражение (17), находим

ãi =
∑

i′∈J1,n−1

c̃i′ qi,i′ =
k−1∑

i′=−1

c̃i′δi,i′ +
n−1∑

i′=k+1

c̃i′δi,i′−1,

откуда вытекает формула (19).
Из соотношения (16), применяя равенство (12), выводим

b̃j = c̃j −
k−1∑

i=−1

p̃i,j c̃i −
n−2∑

i=k

p̃i,j c̃i+1.
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Из формул (6)–(8) следует, что

b̃j = c̃j −

k−2∑

i=−1

δi,j c̃i − p̃k−1,j c̃k−1 − p̃k,j c̃k+1 −

n−2∑

i=k+1

δi,j−1 c̃i+1. (21)

При подстановке различных j 6= k в равенство (21) получаем b̃j = 0. При j = k

имеем b̃k+1 = c̃k − p̃k−1,k c̃k−1 − p̃k,k c̃k+1. Теорема доказана.

Согласно формуле (20) базисом вейвлетного пространства W̃n служит

сплайн ωk, то есть W̃n = {b̃k ωk | b̃k ∈ R
1}.

Пусть теперь известны коэффициенты ãi, i ∈ J1,n−2 и b̃k в разложениях

проекций элемента u ∈ S(Xn) на пространства S(X̃n) и W̃n:

P̃nu =
∑

i∈J1,n−2

ãi ω̃i, Q̃nu = b̃k ωk.

Найдём формулы для определения коэффициентов в представлении u =
=

∑
j∈J1,n−1

c̃j ωj. Такие формулы называются формулами реконструкции.

ТЕОРЕМА 3. Если k ∈ {0, 1, . . . , n−2} и i ∈ J1,n−1, то для сплайн-вейвлет-

ного разложения (14) формулы реконструкции имеют вид

c̃i =





ãi при i 6 k − 1,

b̃k + p̃k−1,k ãk−1 + p̃k,k ãk при i = k,

ãi−1 при i > k + 1.

Это следует непосредственно из равенств (19) и (20).
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