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1◦. Пусть An и Bm — квадратные матрицы порядков n и m соответствен-
но и In — единичная матрица порядка n. Имеет место следующее свойство
коммутативности [1]:

(
An ⊗ Im

)(
In ⊗ Bm

)
=

(
In ⊗ Bm

)(
An ⊗ Im

)
. (1)

В левой и правой частях равенства (1) стоят разные разложения матрицы
An ⊗ Bm.
В данном докладе приводится обобщение формулы (1), важное для теории

быстрого преобразования Фурье.

2◦. Зафиксируем натуральное число N = n1n2 · · ·ns, где nν — натуральные
числа, отличные от единицы, и введём обозначения

Nν = nν+1nν+2 · · ·ns , ν ∈ 0 : s − 1 ; Ns = 1 ;

Δ1 = 1 ; Δν = n1n2 · · ·nν−1 , ν ∈ 2 : s + 1 .

Очевидно, что Δν nν Nν = N при всех ν ∈ 1 : s.
Будем рассматривать только квадратные матрицы; нижний индекс указы-

вает на их порядок.

ТЕОРЕМА. Справедливо равенство
s∏

ν=1

(
A

(ν)
Nν−1

⊗ IΔν

) s∏

ν=1

(
INν ⊗ B(ν)

nν
⊗ IΔν

) s∏

ν=1

(
INν ⊗ C

(ν)
Δν+1

)
=

=
s∏

ν=1

(
A

(ν)
Nν−1

⊗ IΔν

)(
INν ⊗ B(ν)

nν
⊗ IΔν

)(
INν ⊗ C

(ν)
Δν+1

)
. (2)
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3◦. Предварительно установим три вспомогательных предложения.

ЛЕММА 1. При μ > ν

(
A

(μ)
Nμ−1

⊗ IΔμ

)(
INν ⊗ B(ν)

nν
⊗ IΔν

)
=

(
INν ⊗ B(ν)

nν
⊗ IΔν

)(
A

(μ)
Nμ−1

⊗ IΔμ

)
. (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку IΔμ = Inν+1···nμ−1 ⊗ IΔν+1 , то согласно (1)

(
A

(μ)
Nμ−1

⊗ IΔμ

)(
INν ⊗ B(ν)

nν
⊗ IΔν

)
=

=
(
(A

(μ)
Nμ−1

⊗ Inν+1···nμ−1) ⊗ IΔν+1

)(
INν ⊗ (B(ν)

nν
⊗ IΔν )

)
=

=
(
INν ⊗ B(ν)

nν
⊗ IΔν

)(
A

(μ)
Nμ−1

⊗ IΔμ

)
.

Лемма доказана.

ЛЕММА 2. При μ < ν

(
INν ⊗ B(ν)

nν
⊗ IΔν

)(
INμ ⊗ C

(μ)
Δμ+1

)
=

(
INμ ⊗ C

(μ)
Δμ+1

)(
INν ⊗ B(ν)

nν
⊗ IΔν

)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся тем, что INμ = INν−1 ⊗Inμ+1···nν−1 . Соглас-
но (1) получим

(
INν ⊗ B(ν)

nν
⊗ IΔν

)(
INμ ⊗ C

(μ)
Δμ+1

)
=

=
(
(INν ⊗ B(ν)

nν
) ⊗ IΔν

)(
INν−1 ⊗ (Inμ+1···nν−1 ⊗ C

(μ)
Δμ+1

)
)

=

=
(
INμ ⊗ C

(μ)
Δμ+1

)(
INν ⊗ B(ν)

nν
⊗ IΔν

)
.

Лемма доказана.

ЛЕММА 3. При μ < ν

(
A

(ν)
Nν−1

⊗ IΔν

)(
INμ ⊗ C

(μ)
Δμ+1

)
=

(
INμ ⊗ C

(μ)
Δμ+1

)(
A

(ν)
Nν−1

⊗ IΔν

)
.

Док а з а т е л ь с т в о такое же, как в лемме 2. Матрица INν ⊗B
(ν)
nν заменена

на A
(ν)
Nν−1

.

З ам е ч а н и е. Обозначим

D
(ν)
N =

(
A

(ν)
Nν−1

⊗ IΔν

)(
INν ⊗ B(ν)

nν
⊗ IΔν

)
.

Последовательное применение лемм 2 и 3 приводит к равенству

D
(ν)
N

(
INμ ⊗ C

(μ)
Δμ+1

)
=

(
INμ ⊗ C

(μ)
Δμ+1

)
D

(ν)
N при μ < ν . (4)
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4◦. Обратимся к доказательству теоремы. В качестве первого шага устано-
вим, что

s∏

ν=1

(
A

(ν)
Nν−1

⊗ IΔν

) s∏

ν=1

(
INν ⊗ B(ν)

nν
⊗ IΔν

)
=

s∏

ν=1

D
(ν)
N . (5)

Возьмём последний сомножитель в первом произведении из левой части
равенства (5). С помощью последовательного применения формулы (3) пере-
местим его на позицию перед последним сомножителем второго произведения.
Получим матрицу D

(s)
N . Точно так же сомножитель с индексом ν = s − 1 пер-

вого произведения переместим на позицию перед сомножителем с индексом
ν = s − 1 второго произведения. Получим матрицу D

(s−1)
N . Продолжив ана-

логично, придём к равенству (5). При этом первый сомножитель из первого
произведения остаётся на месте.
Второй шаг сводится к проверке равенства

s∏

ν=1

D
(ν)
N

s∏

ν=1

(
INν ⊗ C

(ν)
Δν+1

)
=

s∏

ν=1

D
(ν)
N

(
INν ⊗ C

(ν)
Δν+1

)
. (6)

С помощью последовательного применения формулы (4) первый сомножитель
во втором произведении из левой части равенства (6) переместим на позицию
после первого сомножителя в первом произведении; второй сомножитель из
второго произведения переместим на позицию после второго сомножителя из
первого произведения и т. д. В результате придём к равенству (6). При этом
последний сомножитель из второго произведения остаётся на месте.
Теорема доказана.
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