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1◦. Пусть в пространстве R
s задана матрица полюсов

a00 a01 · · · a0n

a10 a11 · · · a1n
...

... . . . ...
am0 am1 · · · amn

(1)

По строкам этой матрицы построим m + 1 кривую Безье n-й степени [1]

Ni(v) =
n∑

j=0

aij bn
j (v), v ∈ [0, 1], i ∈ 0 : m,

где bn
j (v) = Cj

n vj (1 − v)n−j — базисные полиномы Бернштейна степени n.
Кривые Ni(v) будем называть образующими. Зафиксируем v ∈ [0, 1]. По точ-
кам N0(v),N1(v), . . . ,Nm(v) можно в свою очередь построить кривую Безье
B(u, v), u ∈ [0, 1]. Когда параметр v пробегает весь отрезок [0, 1], кривая
B(u, v) описывает поверхность в пространстве R

s, которая называется поверх-
ностью Безье степени m × n, заданной на четырёхугольнике. Её аналитиче-
ское представление имеет вид

B(u, v) =
m∑

i=0

Ni(v) bm
i (u) =

m∑
i=0

n∑
j=0

aij bm
i (u) bn

j (v). (2)

∗Семинар по дискретному гармоническому анализу и геометрическому моделированию
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Представим (2) в виде

B(u, v) =
n∑

j=0

m∑
i=0

aij bm
i (u) bn

j (v) =
n∑

j=0

Mj(u) bn
j (v). (3)

Таким образом, образующими для поверхности B(u, v) являются также кри-
вые Безье m-й степени

Mj(u) =
m∑

i=0

aij bm
i (u), u ∈ [0, 1], j ∈ 0 : n,

построенные по столбцам матрицы (1).
На рис. 1 приведены полюсы и образующие кривые для случая m = 2,

n = 3. Построенная по ним поверхность Безье изображена на рис. 2.
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Напомним некоторые свойства базисных полиномов Бернштейна (приве-
дём их для полиномов n-й степени) :

bn
j (0) = 0, j ∈ 1 : n; bn

0 (0) = 1;

bn
j (1) = 0, j ∈ 0 : n − 1; bn

n(1) = 1.
(4)

Из (2) и (3) с учётом (4) следует, что

B(0, v) = N0(v), B(1, v) = Nm(v), v ∈ [0, 1];

B(u, 0) = M0(u), B(u, 1) = Mn(u), u ∈ [0, 1].
(5)

Далее
bn
j (v) � 0 на [0, 1] при всех j ∈ 0 : n;

n∑
j=0

bn
j (v) ≡ 1.
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Значит

bm
i (u) bn

j (v) � 0 на [0, 1] × [0, 1] при всех i ∈ 0 : m, j ∈ 0 : n;

m∑
i=0

n∑
j=0

bm
i (u) bn

j (v) ≡ 1.

Отсюда следует, что вектор B(u, v) при фиксированных u ∈ [0, 1] и v ∈ [0, 1] яв-
ляется выпуклой комбинацией полюсов aij, i ∈ 0 : m, j ∈ 0 : n. С учётом (5) за-
ключаем, что поверхность B(u, v) ограничена кривыми M0(u), Mn(u), N0(v),
Nm(v) и не выходит за пределы выпуклой оболочки своих полюсов.

2◦. Зафиксируем u ∈ [0, 1] и v ∈ [0, 1]. Введём полюсы

aks
ij (u, v), i ∈ 0 : m − k, k ∈ 0 : m, j ∈ 0 : n − s, s ∈ 0 : n, (6)

с помощью рекуррентных соотношений

aks
ij = (1 − u) ak−1,s

ij + u ak−1,s
i+1,j , i ∈ 0 : m − k, k ∈ 1 : m; (7)

aks
ij = (1 − v) ak,s−1

ij + v ak,s−1
i,j+1 , j ∈ 0 : n − s, s ∈ 1 : n; (8)

a00
ij = aij, i ∈ 0 : m, j ∈ 0 : n.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Для полюсов (6) справедливо представление

aks
ij (u, v) =

k∑
α=0

s∑
β=0

ai+α,j+β bk
α(u) bs

β(v). (9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Базисные полиномы bk
α(u), α ∈ 0 : k, k ∈ 0 : m, удовле-

творяют рекуррентным соотношениям [1]

bk
α(u) = (1 − u) bk−1

α (u) + u bk−1
α−1(u), α ∈ 1 : k − 1; k ∈ 2 : m;

bk
0(u) = (1 − u) bk−1

0 (u), bk
k(u) = u bk−1

k−1(u), k ∈ 1 : m;

b0
0(u) ≡ 1.

С учётом (7) имеем

k∑
α=0

s∑
β=0

ai+α,j+β bk
α(u) bs

β(v) =
s∑

β=0

(
a00

i,j+β bk
0(u) + a00

i+k,j+β bk
k(u) +

+
k−1∑
α=1

a00
i+α,j+β

[
(1 − u) bk−1

α (u) + u bk−1
α−1(u)

])
bs
β(v) =
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=
s∑

β=0

(k−1∑
α=0

a00
i+α,j+β (1 − u) bk−1

α (u) +
k∑

α=1

a00
i+α,j+β u bk−1

α−1(u)
)

bs
β(v) =

=
s∑

β=0

(k−1∑
α=0

[
(1 − u) a00

i+α,j+β + u a00
i+α+1,j+β

]
bk−1
α (u)

)
bs
β(v) =

=
k−1∑
α=0

s∑
β=0

a10
i+α,j+β bk−1

α (u) bs
β(v).

Далее, используя рекуррентные соотношения для bs
β(v) и (8), уменьшим на

единицу верхний предел суммирования во второй сумме

k−1∑
α=0

s∑
β=0

a10
i+α,j+β bk−1

α (u) bs
β(v) =

k−1∑
α=0

s−1∑
β=0

a11
i+α,j+β bk−1

α (u) bs−1
β (v).

Продолжая аналогично, получаем

k−1∑
α=0

s−1∑
β=0

a11
i+α,j+β bk−1

α (u) bs−1
β (v) =

k−2∑
α=0

s−1∑
β=0

a21
i+α,j+β bk−2

α (u) bs−1
β (v) =

= · · · =
1∑

α=0

1∑
β=0

ak−1,s−1
i+α,j+β b1

α(u) b1
β(v) =

1∑
β=0

ak,s−1
i,j+β b1

β(v) =

= (1 − v) ak,s−1
ij + v ak,s−1

i,j+1 = aks
ij .

Предложение доказано.

Формула (9) наиболее содержательна при k = m, s = n. В этом случае

amn
00 (u, v) =

m∑
α=0

n∑
β=0

aαβ bm
α (u) bn

β(v) = B(u, v).

Таким образом, значение полинома B(u, v) можно находить с помощью рекур-
рентных соотношений (7)–(8). Вычисление начинается с матрицы полюсов (1).
На каждом шаге происходит пересчёт полюсов по формуле (7) или (8). По-
скольку порядок использования соотношений (7) и (8) произволен, мы полу-
чаем пакет алгоритмов для вычисления значения полинома B(u, v).
Приведём конкретный пример алгоритма вычисления. Итак, начинаем вы-

числения с матрицы (1). Найдём сначала m + 1 полюс a0n
i0 (v), i ∈ 0 : m,
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с помощью рекуррентного соотношения (8). Затем, применяя (7) к получен-
ным полюсам, вычисляем значение amn

00 (u, v) = B(u, v). Геометрически это
соответствует нахождению точек на образующих кривых Ni(v) по алгоритму
Кастельжо, а затем вычислению по такому же алгоритму точки на кривой
Безье B(u, v) с полюсами Ni(v), лежащей на поверхности (рис. 3).
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Рис. 3

Отметим, что при n < m рассмотренный алгоритм является наиболее эф-
фективным алгоритмом из всего пакета.
Рассмотрим ещё один вариант алгоритма. Пусть рекуррентные соотноше-

ния (7) и (8) применяются поочерёдно. При этом строится последовательность
матриц полюсов {a00

ij }, {a10
ij }, {a11

ij }, {a21
ij } и т. д. Данный алгоритм вычисле-

ния представляет собой так называемый прямой алгоритм Кастельжо для
поверхностей Безье на четырёхугольнике [2]. На рис. 4 показаны этапы вы-
числения точки на поверхности таким способом при m = n = 2.

��

��

��
��

��

��

��

��
��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��
��

��

��

��

����

��

��

��
��

��

��

��

��

a00
a10

a20

a02

a12

a22

a01

a21

a10
00

a10
10

a01
00

a01
01

a10
02

a10
12

a01
20

a11
00

a11
01

a11
10

a11
11

a22
00

Рис. 4. Прямой алгоритм Кастельжо
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3◦. Расширим матрицу (1), добавив к ней полюсы a−i,j , i ∈ 1 : p, j ∈ 0 : n
(здесь p — фиксированное натуральное число). По столбцам {a−i,j}, i ∈ 0 : p,
j ∈ 0 : n, построим n+1 кривых Безье степени p, заданных на отрезке [−1, 0] :

M̃j(u) =

p∑
i=0

ai−p,j bp
i (u + 1), j ∈ 0 : n, u ∈ [−1, 0].

По этим кривым построим поверхность Безье степени p × n, заданную на
квадрате [−1, 0] × [0, 1] :

Q(u, v) =
n∑

j=0

M̃j(u) bn
j (v), u ∈ [−1, 0], v ∈ [0, 1]. (10)

Поверхности Q(u, v) и B(u, v) имеют общее ребро Q(0, v) = B(0, v), v ∈ [0, 1].
Рассмотрим составную поверхность Безье

S(u, v) =

{
Q(u, v), u ∈ [−1, 0],

B(u, v), u ∈ [0, 1],

v ∈ [0, 1];

v ∈ [0, 1].

Введём оператор взятия конечной разности на двухиндексном множестве эле-
ментов (

Δα a∗,j
)

i
=

α∑
k=0

(−1)α−k Ck
α ai+k,j ;

(
Δβ ai,∗

)
j
=

β∑
s=0

(−1)β−s Cs
β ai,j+s .

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Для того, чтобы поверхность S(u, v) обладала глад-
костью r-го порядка (r � min{m, p}) необходимо и достаточно выполнение
условий

Aα
p

(
Δα a∗,j

)
−α

= Aα
m

(
Δα a∗,j

)
0
, j ∈ 0 : n, α ∈ 1 : r, (11)

где Aα
p = p!

(p−α)!
, Aα

m = m!
(m−α)!

.

Док а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д им о с т ь. Очевидно, что гладкость поверхно-
сти S(u, v) может нарушаться только вдоль ребра S(0, v), v ∈ [0, 1]. Выпишем
условия согласования гладкости полиномов Q(u, v) и B(u, v) на этом ребре:

∂α+βQ(u, v)

∂uα ∂vβ

∣∣∣∣
u=0

=
∂α+βB(u, v)

∂uα ∂vβ

∣∣∣∣
u=0

,

α ∈ 0 : r, β ∈ 0 : min{n, r}, α + β ∈ 1 : r.
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Примем в последнем равенстве β = 0. С учётом (3) и (10) имеем
n∑

j=0

M̃
(α)
j (0) bn

j (v) =
n∑

j=0

M
(α)
j (0) bn

j (v), α ∈ 1 : r, v ∈ [0, 1],

что равносильно

M̃
(α)
j (0) = M

(α)
j (0), j ∈ 0 : n, α ∈ 1 : r. (12)

Для производной порядка α полинома в форме Бернштейна Mj(u) справед-
лива формула [1]

M
(α)
j (u) = Aα

m

m−α∑
i=0

(
Δα a∗,j

)
i
bm−α
i (u). (13)

Для полиномов M̃j(u) формула (13) принимает вид

M̃
(α)
j (u) = Aα

p

p−α∑
i=0

(
Δα a∗,j

)
i−p

bp−α
i (u + 1). (14)

Значит, с учётом (4), равенство (12) эквивалентно

Aα
p

(
Δα a∗,j

)
−α

= Aα
m

(
Δα a∗,j

)
0
, j ∈ 0 : n, α ∈ 1 : r.

До с т а т о ч н о с т ь. Пусть выполнены условия (11). Покажем, что все част-
ные производные полиномов Q(u, v) и B(u, v) до r-го порядка совпадают на
их общем ребре. Зафиксируем два целых числа α ∈ 0 : r, β ∈ 0 : min{n, r}
таких, что α + β ∈ 1 : r. Имеем

∂α+β B(u, v)

∂uα ∂vβ

∣∣∣∣
u=0

=
∂β

∂vβ

n∑
j=0

M
(α)
j (0) bn

j (v).

С учётом (11), (13) и (14) получим

M
(α)
j (0) = Aα

m

(
Δα a∗,j

)
0

= Aα
p

(
Δα a∗,j

)
−α

= M̃
(α)
j (0).

Значит
∂β

∂vβ

n∑
j=0

M
(α)
j (0) bn

j (v) =
∂β

∂vβ

n∑
j=0

M̃
(α)
j (0) bn

j (v) =
∂α+β Q(u, v)

∂uα ∂vβ

∣∣∣∣
u=0

.

Предложение доказано.

З ам е ч а н и е. Условия (11) при каждом j ∈ 0 : n совпадают с условиями
гладкой сшивки до r-го порядка образующих кривых Mj(u) и M̃j(u) в их
общей точке Mj(0) = M̃j(0).
На рис. 5 приведены две поверхности Безье, сшитые с сохранением гладко-

сти 1-го порядка. Полюсы, отмеченные на рисунке, связаны условиями (11).
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Рис. 5. Сшивка поверхностей Безье по общему ребру

4◦. В предыдущем пункте мы получили условия гладкости поверхности,
составленной из двух порций Безье на четырёхугольнике. Рассмотрим случай
сшивки четырёх порций Bi(u, v), i = 1, . . . , 4, предполагая, что они имеют
общие ребра (рис. 6).
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Рис. 6. Сшивка четырёх порций Bi(u, v), i = 1, . . . , 4

Для простоты будем считать, что степени всех Bi(u, v) совпадают и рав-
ныm×n. Пусть выбрано r ∈ 1 : min{m,n}. Предположим, что полюсы порции
B1(u, v), u ∈ [−1, 0], v ∈ [−1, 0], зафиксированы и изменяться не могут. Для
того, чтобы продолжить B1 на [0, 1] × [−1, 0] с сохранением гладкости r-го
порядка, необходимо обеспечить выполнение условий(

Δα a∗,−j

)
0

=
(
Δα a∗,−j

)
−α

, j ∈ 0 : n, α ∈ 1 : r.
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В этом случае необходимо

ai,−j =
i∑

k=0

Ck
i

(
Δk a∗,−j

)
0

=
i∑

k=0

Ck
i

(
Δk a∗,−j

)
−k

, i ∈ 1 : r, j ∈ 0 : n. (15)

Остальные (m−r)×(n+1) полюсов порции B2(u, v) выбираются произвольно.
Аналогично продолжая B1(u, v) на [−0, 1] × [0, 1], получаем условия(

Δβ a−i,∗
)
0

=
(
Δβ a−i,∗

)
−β

, i ∈ 0 : m, β ∈ 1 : r,

откуда

a−i,j =

j∑
s=0

Cs
j

(
Δs a−i,∗

)
0

=

j∑
s=0

Cs
j

(
Δs a−i,∗

)
−s

, j ∈ 1 : r, i ∈ 0 : m. (16)

Свободными остаются (m + 1) × (n − r) полюсов B3(u, v).
Теперь, если мы будем продолжать B2(u, v) и B3(u, v) на [0, 1] × [0, 1], то

придём к следующим выражениям для определения полюсов порции B4(u, v) :

aij =
i∑

k=0

Ck
i

(
Δk a∗,j

)
0

=
i∑

k=0

Ck
i

(
Δk a∗,j

)
−k

, i ∈ 1 : r, j ∈ 1 : n; (17)

aij =

j∑
s=0

Cs
j

(
Δs ai,∗

)
0

=

j∑
s=0

Cs
j

(
Δs ai,∗

)
−s

, j ∈ 1 : r, i ∈ 1 : m. (18)

Оставшиеся (m − r) × (n − r) полюсов B4(u, v) произвольны.
Отметим, что полюсы aij , i, j ∈ 1 : r, определяются двумя способами.

Покажем, что неоднозначности в данной ситуации не возникает. Обозначим
полюсы, получаемые по формулам (17) и (18) соответственно au

ij и av
ij .

ЛЕММА 1. В случае выполнения условий (15) и (16) справедливо равенство

au
ij = av

ij, i ∈ 1 : r, j ∈ 1 : r.

Док а з а т е л ь с т в о. Имеем

au
ij =

i∑
k=0

Ck
i

(
Δk a∗,j

)
−k

=
i∑

k=0

Ck
i

(
Δk

j∑
s=0

Cs
j

(
Δs a∗,∗

)
−s

)
−k

=

=

j∑
s=0

Cs
j

(
Δs

i∑
k=0

Ck
i

(
Δk a∗,∗

)
−k

)
−s

=

j∑
s=0

Cs
j

(
Δs ai,∗

)
−s

= av
ij .

Лемма доказана.

На рис. 7 приведена составная поверхность, сшитая из четырёх поверх-
ностей Безье при m = n = 3, r = 2. В этом случае управления формой
поверхности осуществляется при помощи 25 полюсов.
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Рис. 7

5◦. Приведём два примера C1-гладких составных поверхностей Безье. На
рис. 8 изображена поверхность, сшитая из 16 порций Безье. На рис. 9 рассмот-
рен случай нетривиального расположения сшиваемых порций.

Рис. 8
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Рис. 9
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