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1◦. Рассмотрим сначала случай N = p q. Пусть x ∈ CN . Положим

xr(s) = x(r + p s) , s ∈ 0 : q − 1 , r ∈ 0 : p− 1 .

Имеем

X(k) =

N−1∑
j=0

x(j)ω−kj
N =

p−1∑
r=0

q−1∑
s=0

x(r + p s)ω
−k (r+p s)
N =

=

p−1∑
r=0

ω−kr
N

q−1∑
s=0

xr(s)ω
−ks
q .

Обозначим

Xr(k) =

q−1∑
s=0

xr(s)ω
−ks
q .

Тогда

X(k) =

p−1∑
r=0

ω−kr
N Xr(k) .

Представим индекс k в виде k = α+β q. В силу q-периодичности спектров Xr

получим

X(α+ β q) =

p−1∑
r=0

ω
−(α+β q) r
N Xr(α + β q) =

p−1∑
r=0

(
ω−αr

N Xr(α)
)
ω−βr

p ,

α ∈ 0 : q − 1 , β ∈ 0 : p− 1 .

∗Санкт-Петербургский городской семинар «Всплески (wavelets) и их приложения».
Секция «Дискретный гармонический анализ»: http://www.math.spbu.ru/user/dmp/dha/
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Приходим к следующей схеме вычисления спектра X сигнала x ∈ CN .

1. Сигнал x(j) разбить на p серий xr(s) = x(r+p s), s∈0 : q−1, r∈0 : p−1:

x(0) , x(p) , x(2p) , . . . , x
(
(q − 1) p

)
,

x(1) , x(p+ 1) , x(2p+ 1) , . . . , x
(
(q − 1) p+ 1

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x(p− 1) , x(2p− 1) , x(3p− 1) , . . . , x(q p− 1) .

2. Вычислить спектры Xr каждой серии (длины q):

X0(0) , X0(1) , . . . , X0(q − 1) ,
X1(0) , X1(1) , . . . , X1(q − 1) ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Xp−1(0) , Xp−1(1) , . . . , Xp−1(q − 1) .

3. Преобразовать сформированную матрицу (по столбцам):

X̃r(α) =
(
ω−α

N

)r
Xr(α) , r ∈ 0 : p− 1 , α ∈ 0 : q − 1 .

4. Вычислить спектры q новых столбцов (каждый длины p):

X(0) , X(1) , . . . , X(q − 1) ,
X(q) , X(q + 1) , . . . , X(2q − 1) ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
X

(
(p− 1) q

)
, X

(
(p− 1) q + 1

)
, . . . , X(p q − 1) .

5. Для получения спектра X сшить строки последней матрицы.

2◦. Сколько умножений в таком алгоритме?
Для вычисления ДПФ длины p необходимо произвести (p−1)2 умножений

(учесть, что ω−βr
p = 1 при β = 0 и при r = 0). Значит, пункт 4 требует q (p−1)2

умножений. По аналогичной причине пункт 3 требует (q−1)(p−1) умножений.
На пункты 3 и 4 приходится q (p−1)2+(q−1)(p−1) = (p q−1)(p−1) умножений.

Обозначим через ψ(N) количество комплексных умножений, необходимых
для вычисления ДПФ длины N . Согласно описанию алгоритма получаем ре-
куррентное соотношение

ψ(p q) = p ψ(q) + (p q − 1)(p− 1) . (1)
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3◦. Пусть теперь N = n1n2 . . . ns. Положим p = n1, q = n2n3 . . . ns. Соглас-
но (1)

ψ(n1n2 . . . ns) = (N − 1)(n1 − 1) + n1 ψ(n2n3 . . . ns) .

В свою очередь

ψ(n2n3 . . . ns) = (n2n3 . . . ns − 1)(n2 − 1) + n2 ψ(n3 . . . ns) .

Значит,

ψ(N) = (N − 1)(n1 − 1) + (N − n1)(n2 − 1) + n1n2 ψ(n3 . . . ns) .

Сделаем ещё один шаг:

ψ(n3 . . . ns) = (n3 . . . ns − 1)(n3 − 1) + n3 ψ(n4 . . . ns) ;

ψ(N) = (N − 1)(n1 − 1) + (N − n1)(n2 − 1) + (N − n1n2)(n3 − 1) +

+ n1n2n3 ψ(n4 . . . ns) .

Окончательно

ψ(N) = (N − 1)(n1 − 1) +
s−2∑
k=2

(N − n1n2 . . . nk−1)(nk − 1) +

+ n1n2 . . . ns−2 ψ(ns−1ns) .

Поскольку ψ(ns−1ns) = (ns−1ns − 1)(ns−1 − 1) + ns−1 (ns − 1)2, то

ψ(N) = (N − 1)(n1 − 1) +
s∑

k=2

(N − n1n2 . . . nk−1)(nk − 1) .

Эту формулу можно переписать в виде

ψ(N) =

s∑
k=1

(N − n0n1n2 . . . nk−1)(nk − 1) , (2)

где положено n0 = 1.
При N = 2s из (2) следует, что

ψ(N) =

s∑
k=1

(N − 2k−1) = Ns−N + 1 = N log2N −N + 1 . (3)
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4◦. Разумеется, величина ψ(N) является оценкой сверху количества ком-
плексных умножений при фиксированном правиле их подсчёта. При N = 2s

оценку (3) можно улучшить. Для этого отметим, что при p = 2 в пункте 4 ал-
горитма вообще не производится умножений. Рекуррентное соотношение (1)
уточняется:

ψ(2q) = 2ψ(q) + q − 1 . (4)

Согласно (4) получаем

ψ(2s) = 2s−1 − 1 + 2ψ(2s−1) = 2s−1 − 1 + 2
[
2s−2 − 1 + 2ψ(2s−2)

]
=

= 2 · 2s−1 − (1 + 2) + 22 ψ(2s−2) .

По той же причине ψ(2s−2) = 2s−3 − 1 + 2ψ(2s−3), так что

ψ(2s) = 3 · 2s−1 − (1 + 2 + 22) + 23 ψ(2s−3) .

Окончательно при N = 2s

ψ(N) = (s− 1) 2s−1 − (1 + 2 + · · ·+ 2s−2) + 2s−1 ψ(2) =

= (s− 1) 2s−1 − (2s−1 − 1) = s 2s−1 − 2s + 1 =

= 1
2
N log2N −N + 1 . (5)

Мы воспользовались тем, что ψ(2) = 0.
В [1] указаны более грубые, чем (2) и (5), оценки для ψ(N).

5◦. Подсчитаем количество сложений в описанном алгоритме. Для вычис-
ления одного ДПФ длины p необходимо произвести p (p−1) сложений. Значит,
пункт 4 требует q p (p − 1) сложений. Обозначив через η(N) количество ком-
плексных сложений, необходимых для вычисления ДПФ длины N , придём к
рекуррентному соотношению

η(p q) = p η(q) + q p (p− 1) .

При N = n1n2 . . . ns последовательно получаем

η(N) = N (n1 − 1) + n1 η(n2n3 . . . ns) = N (n1 − 1) + n1

[
n2n3 . . . ns (n2 − 1) +

+ n2 η(n3 . . . ns)
]

= N (n1 − 1) +N (n2 − 1) + n1n2 η(n3 . . . ns) .

Окончательно

η(N) =
s−1∑
k=1

N (nk − 1) + n1n2 . . . ns−1 η(ns) .
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Поскольку η(ns) = ns (ns − 1), то

η(N) = N

s∑
k=1

(nk − 1) . (6)

При N = 2s из (6) следует формула

η(N) = Ns = N log2N . (7)

6◦. Строго говоря, алгоритм п. 1◦ приводит к таким рекуррентным соотно-
шениям:

ψ(p q) = p ψ(q) + q ψ(p) + (p− 1)(q − 1) ,

η(p q) = p η(q) + q η(p) .
(8)

Нас интересует случай p = 4. Напомним алгоритм БПФ при N = 4 [2]:

s(1) = x(0) + x(2) , s(3) = x(1) + x(3) , s(5) = s(1) + s(3) ,

s(2) = x(0) − x(2) , s(4) = x(1) − x(3) , s(6) = s(1) − s(3) ,

m(1) = i s(4) ,

s(7) = s(2) −m(1) , s(8) = s(2) +m(1) ,

X(0) = s(5) , X(1) = s(7) , X(2) = s(6) , X(3) = s(8) .

Умножение на i мы не будем считать арифметической операцией, поскольку
это умножение сводится к пересылке вещественной части на место мнимой, а
мнимой (после изменения знака) — на место вещественной. Таким образом,

ψ(4) = 0 , η(4) = 8 . (9)

Согласно (8) и (9)
ψ(4q) = 4ψ(q) + 3q − 3 ,

η(4q) = 4 η(q) + 8q .
(10)

При N = 4t последовательно получаем

ψ(4t) = 3 · 4t−1 − 3 + 4
[
3 · 4t−2 − 3 + 4ψ(4t−2)

]
=

= 2 (3 · 4t−1) − 3 (1 + 4) + 42
[
3 · 4t−3 − 3 + 4ψ(4t−3)

]
=

= 3 (3 · 4t−1) − 3 (1 + 4 + 42) + 43 ψ(4t−3) = · · · =

= (t− 1)(3 · 4t−1) − 3 (1 + 4 + 42 + · · ·+ 4t−2) + 4t−1 ψ(4) =

= (3t− 3) 4t−1 − (4t−1 − 1) = 3t 4t−1 − 4t + 1 .

Поскольку N = 4t = 22t, то 2t = log2N . Приходим к формуле

ψ(N) = 3
8
N log2N −N + 1 . (11)
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Сравнение (5) и (11) показывает, что при N = 4t = 22t последовательное
применение алгоритма БПФ с основанием p = 4 более эффективно по количе-
ству комплексных умножений, чем последовательное применение алгоритма
БПФ с основанием p = 2.

Обратимся к подсчёту количества комплексных сложений. Согласно (10)
имеем

η(4t) = 8 · 4t−1 + 4
[
8 · 4t−2 + 4 η(4t−2)

]
=

= 2 (2 · 4t) + 42
[
8 · 4t−3 + 4 η(4t−3)

]
= 3 (2 · 4t) + 43 η(4t−3) =

= · · · = (t− 1)(2 · 4t) + 4t−1 η(4) = 2t 4t ,

т. е. при N = 4t

η(N) = N log2N . (12)

Сравнивая (7) и (12), заключаем, что при N = 4t = 22t количество комплекс-
ных сложений одинаково как при последовательном применении алгоритма
БПФ с основанием p = 2, так и при последовательном применении алгоритма
БПФ с основанием p = 4.
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