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1
◦. Пусть N = mn. Будем считать, что m = 2t, где t — натуральное число.

Положим
mν = m/2ν , nν = 2νn, ν ∈ 0 : t.

Ясно, что mνnν = N при всех ν.
Обозначим через Qν

r (j) дискретный периодический B-сплайн порядка r,
соответствующий параметрам mν , nν . Как известно [1, 2],

Qν
r (j) =

1
N

N−1
∑

k=0

yν(k)ω
kj
N ,

где

yν(k) =











n2r
ν при k = 0,

(

sin(πk/mν)

sin(πk/N)

)2r

при k ∈ 1 : N − 1.

ТЕОРЕМА 1. Справедливо калибровочное соотношение

Qν+1
r (j) =

r
∑

p=−r

Cr+p
2r Qν

r (j − pnν), ν ∈ 0 : t− 1. (1)

Доказательство соотношения (1) в “разобранном” виде (разбитое на серию
задач) представлено в [2, с. 62–63]. В данном докладе мы приведём канониче-
ское доказательство.
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◦. Начнём с двух вспомогательных утверждений.

ЛЕММА 1. Имеет место формула

yν+1(k) = cν(k) yν(k), k ∈ 0 : N − 1, (2)

где

cν(k) =
(

2 cos(πk/mν)
)2r

. (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Равенство (2) очевидно при k = 0. Действительно,

yν+1(0) = n2r
ν+1 = (2nν)

2r = cν(0) yν(0).

Пусть k ∈ 1 : N − 1. Учитывая, что

sin(πk/mν+1) = sin(2πk/mν) = 2 cos(πk/mν) sin(πk/mν),

на основании определения yν(k) получаем (2).

ЛЕММА 2. Коэффициенты cν(k) допускают представление

cν(k) =
r

∑

p=−r

Cr+p
2r ω−kp

mν

. (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

ω−k
mν

(ωk
mν

+ 1)2 = ωk
mν

+ 2 + ω−k
mν

= 2(1 + cos 2πk
mν

) = (2 cos πk
mν

)2,

поэтому согласно (3)

cν(k) = ω−kr
mν

(ωk
mν

+ 1)2r =
2r
∑

p=0

C2r−p
2r ω−k(r−p)

mν

=

=
r

∑

p=−r

Cr+p
2r ω−kp

mν

.

Лемма доказана.

3
◦. Обратимся к доказательству теоремы 1.

На основании (2) и (4) запишем

Qν+1
r (j) = 1

N

N−1
∑

k=0

yν+1(k)ω
kj
N = 1

N

N−1
∑

k=0

cν(k) yν(k)ω
kj
N =

= 1
N

N−1
∑

k=0

yν(k)ω
kj
N

r
∑

p=−r

Cr+p
2r ω−kpnν

N =

=
r

∑

p=−r

Cr+p
2r

[

1
N

N−1
∑

k=0

yν(k)ω
k(j−pnν)
N

]

=
r

∑

p=−r

Cr+p
2r Qν

r (j − pnν).

Теорема доказана.
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◦. Калибровочное соотношение существует и для дискретных ортогональ-

ных сплайнов, которые применительно к параметрам mν , nν определяются
так ([3], [2, с. 38]):

µν
k(j) =

1
N

nν−1
∑

q=0

yν(qmν + k)ω
(qmν+k)j
N , k ∈ 0 : mν − 1.

ТЕОРЕМА 2. При k ∈ 0 : mν+1−1 справедливо калибровочное соотношение

µν+1
k (j) = cν(k)µ

ν
k(j) + cν(mν+1 + k)µν

mν+1+k(j), ν ∈ 0 : t− 1, (5)

где cν(k) имеют вид (3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся формулой (2) и mν-периодичностью ко-
эффициентов cν(k). Получим

µν+1
k (j) = 1

N

2nν−1
∑

q=0

yν+1(qmν+1 + k)ω
(qmν+1+k)j
N =

= 1
N

nν−1
∑

q=0

yν+1(2qmν+1 + k)ω
(2qmν+1+k)j
N +

+ 1
N

nν−1
∑

q=0

yν+1

(

(2q + 1)mν+1 + k
)

ω
((2q+1)mν+1+k)j
N =

= cν(k)
1
N

nν−1
∑

q=0

yν(qmν + k)ω
(qmν+k)j
N +

+ cν(mν+1 + k) 1
N

nν−1
∑

q=0

yν(qmν +mν+1 + k)ω
(qmν+mν+1+k)j
N =

= cν(k)µ
ν
k(j) + cν(mν+1 + k)µν

mν+1+k(j).

Теорема доказана.

5
◦. Калибровочные соотношения (1) и (5) служат основой для построения

вейвлетных разложений пространства дискретных периодических сплайнов
(см., например, [3], [2, с. 47–52]).
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