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Аннотация

В работе даны необходимые и достаточные условия существования
и гладкости пространств S2(X,A, ϕ) (вообще говоря, неполиномиаль-
ных) сплайнов второго порядка. Установлено, что во множестве этих
пространств (при фиксированной сетке X и функции ϕ) существует
лишь одно пространствo из класса C1. Доказана вложенность упомя-
нутых пространств для вложенных сеток. Установлены калибровочные
соотношения и приведены примеры.

Сплайновые аппроксимации получили широкое применение в теории и
на практике (см. [1–10]). Существенным моментом при построении сплайнов
стало использование аппроксимационных соотношений, появившихся первона-
чально в методе конечных элементов и названных С. Г. Михлиным фундамен-
тальными соотношениями (см. [5–7]). На использовании упомянутых соотно-
шений базируются не только свойства аппроксимации, гладкости и интерпо-
ляции сплайнами, но также и вэйвлетные разложения.

1. Bϕ-сплайны

Рассмотрим минимальные сплайны на конечном или бесконечном интерва-
ле (α, β) вещественной оси R

1 с сеткой X :={xj}j∈Z,

X : . . . < x−1 < x0 < x1 < . . . .
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Считаем, что
α = lim

j→−∞
xj, β = lim

j→+∞
xj.

Пусть ϕ(t) — трёхкомпонентная вектор-функция (вектор-столбец) с ком-
понентами из C2(α, β), такая, что вронскиан её компонент отделён от нуля:

| det(ϕ, ϕ′, ϕ′′)(t)| > c > 0 ∀t ∈ (α, β). (1)

Рассмотрим множество A :={aj} трёхмерных векторов aj пространства R
3

со свойством
det(aj−2, aj−1, aj) 6= 0 ∀j ∈ Z.

Такое множество называем полной цепочкой A векторов aj. Множество всех
полных цепочек обозначим A.

Если A ∈ A, то функции ωj(t), t ∈ M , j ∈ Z, однозначно определяются из
условий
∑

j′∈Z

aj′ ωj′(t) ≡ ϕ(t) ∀t ∈ (xk, xk+1) ∀k ∈ Z; suppωj = [xj , xj+3] ∀j ∈ Z. (2)

При каждом фиксированном t ∈ (xk, xk+1) соотношения (2) содержат не
более трёх ненулевых слагаемых,

ak−2 ωk−2(t) + ak−1 ωk−1(t) + ak ωk(t) ≡ ϕ(t). (3)

При указанном t соотношения (3) будем рассматривать как систему линей-
ных алгебраических уравнений относительно неизвестных ωj(t). По теореме
Крамера найдём

ωk−2(t) =
det

(
ϕ(t), ak−1, ak

)

det
(
ak−2, ak−1, ak

) , (4)

ωk−1(t) =
det

(
ak−2, ϕ(t), ak

)

det
(
ak−2, ak−1, ak

) , (5)

ωk(t) =
det

(
ak−2, ak−1, ϕ(t)

)

det
(
ak−2, ak−1, ak

) . (6)

Произвольно фиксируя j ∈ Z и последовательно полагая k = j, k = j + 1,
k = j + 2 в (6), в (5) и в (4) соответственно, получаем соотношения

ωj(t) =
det

(
aj−2, aj−1, ϕ(t)

)

det
(
aj−2, aj−1, aj

) при t ∈ (xj, xj+1), (7)

ωj(t) =
det

(
aj−1, ϕ(t), aj+1

)

det
(
aj−1, aj , aj+1

) при t ∈ (xj+1, xj+2), (8)

ωj(t) =
det

(
ϕ(t), aj+1, aj+2

)

det
(
aj, aj+1, aj+2

) при t ∈ (xj+2, xj+3), (9)
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которые (см. (2)) следует дополнить включением

suppωj ⊂ [xj , xj+3].

Благодаря предположению (1) функции ωj, j ∈ Z, образуют линейно незави-
симую систему. Рассмотрим линейное пространство

S2(X,A, ϕ) :={u | u(t) =
∑

j∈Z

cj ωj(t) ∀cj ∈ R
1}.

Оно называется пространством минимальных (X,A, ϕ)-сплайнов второго по-

рядка.

ТЕОРЕМА 1. Пусть s ∈ Z, s ≥ 0. Для того, чтобы производную s-го

порядка можно было продолжить непрерывным образом на интервал (α, β)
необходимо и достаточно, чтобы

det(aj−2, aj−1, ϕ
(s))(xj) = 0 ∀j ∈ Z.

Введём обозначения ϕj :=ϕ(xj), ϕ
′
j :=ϕ′(xj), и рассмотрим частный случай

соотношений (2):

∑

j′∈Z

a
∗

j′ ω
∗

j′(t) ≡ ϕ(t) ∀t ∈ (xk, xk+1) ∀k ∈ Z, suppω∗

j = [xj , xj+3] ∀j ∈ Z,

(10)
где векторы a

∗
j получаются раскрытием символического определителя (вычер-

киванием первой строки)

a
∗

j := det

(
ϕj+1 ϕ′

j+1

det(ϕj+2, ϕ
′
j+2, ϕj+1) det(ϕj+2, ϕ

′
j+2, ϕ

′
j+1)

)
. (11)

Заметим, что благодаря условию (1) при достаточно мелкой сетке X цепочка
A

∗ :={a∗
j}j∈Z полная. Легко проверить, что

det(a∗

j−2, a
∗

j−1, ϕj) = 0, det(a∗

j−2, a
∗

j−1, ϕ
′

j) = 0.

Cогласно теореме 1 находим ω∗
j ∈ C1(α, β). Рассматривая линейное простран-

ство
S2(X,A∗, ϕ) :={u | u(t) =

∑

j∈Z

cj ω
∗

j (t) ∀cj ∈ R
1},

получаем
S2(X,A∗, ϕ) ⊂ C1(α, β).
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ТЕОРЕМА 2. Во множестве {S2(X,A, ϕ)}A∈A пространств S2(X,A, ϕ)
существует единственное пространство класса C1(α, β). Таким простран-

ством является пространство S2(X,A∗, ϕ).

ТЕОРЕМА 3. Каждая функция ω∗
j (t) определяется значениями вектор-

функции ϕ(t) на множестве suppω∗
j .

Функции ω∗
j (t) называются Bϕ-сплайнами. Рассмотрим два примера Bϕ-

-сплайнов, выбирая вектор-функцию ϕ по-разному. В первом случае в каче-
стве компонент вектор-функции ϕ(t) берём 1, t, t2 и в результате получа-
ем известный полиномиальный базисный сплайн второй степени, обозначае-
мый здесь ωB

j . Во втором случае компонентами упомянутой вектор-функции
служат 1, sin t, cos t; в результате получается тригонометрический базисный
сплайн “второго порядка” (обозначаемый ωT

j , см. [10]).

1) Полиномиальный базисный сплайн второй степени. Пусть

ϕ(t) =




1
t

t2


.

По формулам (11) находим полную цепочку векторов

a
⋆
j = 2(xj+2 − xj+1)




1
xj+1+xj+2

2

xj+1 xj+2


.

Положим cj = 1
2
(xj+2 − xj+1)

−1. После подстановки aj = cj a
⋆
j в равен-

ства (7)–(9) получаем известный полиномиальный B-сплайн ωB
j второй

степени:

suppωB
j = [xj , xj+3],

ωB
j (t) =

(t− xj)
2

(xj+1 − xj)(xj+2 − xj)
при t ∈ [xj, xj+1),

ωB
j (t) = (xj+2 − xj)

−1(xj+2 − xj+1)
−1(xj+3 − xj+1)

−1 ×

×
[
(xj − xj+2 − xj+3 + xj+1) t

2 − 2(xj+1xj − xj+2xj+3) t+ xjxj+1xj+3 −

− xjxj+2xj+3 + xjxj+1xj+2 − xj+1xj+2xj+3

]
при t ∈ [xj+1, xj+2),

ωB
j (t) =

(t− xj+3)
2

(xj+3 − xj+2)(xj+3 − xj+1)
при t ∈ [xj+2, xj+3].
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2) Tригонометрический базисный сплайн второго порядка. Возьмем теперь

ϕ(t) =




1
sin t

cos t


.

Предполагая, что
xj+1 − xj < π ∀j ∈ Z,

по формулам (11) получаем полную цепочку векторов

a
⋆
j = −2 sin

xj+2 − xj+1

2



cos

xj+2−xj+1

2

sin
xj+2+xj+1

2

cos
xj+2+xj+1

2


.

Пусть cj = −1
2
sin−1

(
xj+2−xj+1

2

)
. После подстановки aj = cj a

⋆
j в равен-

ства (7)–(9) находим тригонометрический сплайн ωT
j второго порядка:

suppωT
j = [xj, xj+3], (12)

ωT
j (t) = sin2

(t− xj

2

)
sin−1

(xj+2 − xj

2

)
sin−1

(xj+1 − xj

2

)

при t ∈ [xj , xj+1), (13)

ωT
j (t) =

1

2

[
sin

(xj+2 + xj+3

2
− t

)
cos

xj+1 − xj

2
+

+ sin
(
t−

xj + xj+1

2

)
cos

xj+3 − xj+2

2
+

+ sin
xj+1 + xj − xj+2 − xj+3

2

]
×

× sin−1
(xj+2 − xj+1

2

)
sin−1

(xj+3 − xj+1

2

)
sin−1

(xj+2 − xj

2

)

при t ∈ [xj+1, xj+2), (14)

ωT
j (t) = sin2

(t− xj+3

2

)
sin−1

(xj+3 − xj+1

2

)
sin−1

(xj+3 − xj+2

2

)

при t ∈ [xj+2, xj+3]. (15)

Аналогично B-сплайну второй степени функция ωT
j (t), задаваемая фор-

мулами (12)–(15), непрерывно дифференцируема на вещественной оси,
вогнута на интервалах (xj, xj+1) и (xj+2, xj+3), выпукла на интервале
(xj+1, xj+2), положительна на интервале (xj, xj+3), а её вторая производ-
ная имеет неустранимые разрывы первого рода в точках xj, xj+1, xj+2,
xj+3.
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2. Калибровочные соотношения

Укрупним исходную сетку X выбрасыванием узла xk+1, а именно, положим

x̃j = xj при j ≤ k, x̃j = xj+1 при j ≥ k + 1,

и рассмотрим новую сетку X̃ :={x̃j}j∈Z,

X̃ : . . . < x̃−1 < x̃0 < x̃1 < . . . .

Используя новую сетку и полагая ϕ̃j :=ϕ′(x̃j), ϕ̃ ′
j :=ϕ′(x̃j), рассмотрим ап-

проксимационные соотношения
∑

j′∈Z

ã
∗

j′ ω̃
∗

j′(t) ≡ ϕ(t) ∀t ∈ (x̃k, x̃k+1) ∀k ∈ Z; supp ω̃j = [x̃j, x̃j+3] ∀j ∈ Z,

(16)
при

ã
∗

j := det

(
ϕ̃j+1 ϕ̃ ′

j+1

det(ϕ̃j+2, ϕ̃
′
j+2, ϕ̃j+1) det(ϕ̃j+2, ϕ̃

′
j+2, ϕ̃

′
j+1)

)
.

Пространство Bϕ-сплайнов на новой сетке обозначим

S2(X̃, Ã∗, ϕ) :={u | u(t) =
∑

j∈Z

cj ω̃
∗

j (t) ∀cj ∈ R
1},

где Ã
∗ :={ã∗

j}j∈Z.

ТЕОРЕМА 4. Пространство Bϕ-сплайнов на сетке X содержит простран-

ство Bϕ-сплайнов на укрупнённой сетке X̃:

S2(X̃, Ã∗, ϕ) ⊂ S2(X,A∗, ϕ). (17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения укрупнённой сетки следует, что

ω̃∗

j (t) ≡ ω∗

j (t), ã
∗

j = a
∗

j при j 6 k − 3, (18)

ω̃∗

j+1(t) ≡ ω∗

j (t), ã
∗

j = a
∗

j+1 при j > k + 1. (19)

На основании (10) и (16) имеем
∑

j′∈Z

ã
∗

j′ ω̃
∗

j′(t) ≡
∑

j∈Z

a
∗

j ω
∗

j (t) ∀t ∈ (α, β),

откуда после уничтожения одинаковых слагаемых, определяемых соотноше-
ниями (18) и (19), получаем

ã
∗

k−2 ω̃
∗

k−2(t) + ã
∗

k−1 ω̃
∗

k−1(t) + ã
∗

k ω̃
∗

k(t) ≡ a
∗

k−2 ω
∗

k−2(t) +

+ a
∗

k−1 ω
∗

k−1(t) + a
∗

k ω
∗

k(t) + a
∗

k+1 ω
∗

k+1(t).
(20)
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Из (20) видно, что функции ω̃∗
k−2(t), ω̃

∗
k−1(t), ω̃

∗
k(t) выражаются через базисные

функции пространства S2(X,A∗, ϕ). Принимая также во внимание соотноше-
ния (18) и (19), приходим к формуле (17).

Соотношения, выражающие сплайны на укрупнённой сетке через сплай-
ны на исходной сетке, принято называть калибровочными соотношения-

ми(см. [9]).

Введём обозначение nj :=ϕj × ϕ′
j, где знак × означает векторное произве-

дение.

ТЕОРЕМА 5. Справедливы следующие калибровочные соотношения

ω̃⋆
k−2(t) = ω⋆

k−2(t) +
det(nk,nk+1,nk+2)

det(nk−1,nk,nk+2)
ω⋆
k(t), (21)

ω̃⋆
k−1(t) =

det(nk−1,nk,nk+1)

det(nk−1,nk,nk+2)
ω⋆
k(t) +

det(nk,nk+2,nk+3)

det(nk,nk+2,nk+3)
ω⋆
k+1(t), (22)

ω̃⋆
k(t) =

det(nk,nk+1,nk+2)

det(nk,nk+2,nk+3)
ω⋆
k+1(t) + ω⋆

k+1(t). (23)

Если ϕ(t) = (1, t, t2)T , то из (21)–(23) выводим

ω̃⋆
k−2(t) = ω⋆

k−2(t) +

+
xk+1 − xk

xk − xk−1

·
xk+2 − xk+1

xk+2 − xk−1

· ω⋆
k−1(t), (24)

ω̃⋆
k−1(t) =

xk+1 − xk

xk+2 − xk

·
xk+1 − xk−1

xk+2 − xk−1

· ω⋆
k−1(t) +

+
xk+2 − xk+1

xk+2 − xk

·
xk+3 − xk+1

xk+3 − xk

· ω⋆
k(t), (25)

ω̃⋆
k(t) =

xk+1 − xk

xk+3 − xk

·
xk+2 − xk+1

xk+3 − xk+2

· ω⋆
k(t) +

+ ω⋆
k+1(t) ∀t ∈ (α, β). (26)

Если же в рассматриваемом примере исходная сетка X задана на всей
вещественной оси (то есть α = −∞, β = +∞) и является равномерной (то есть
при некоторых a, h ∈ R

1, h > 0, узлы сетки задаются формулой xj := jh + a),
то соотношения (24)–(26) принимают вид

ω̃⋆
k−2(t) = ω⋆

k−2(t) +
1

3
· ω⋆

k−1(t), ω̃⋆
k−1(t) =

1

3
· ω⋆

k−1(t) +
1

3
· ω⋆

k(t),

ω̃⋆
k(t) =

1

3
· ω⋆

k(t) + ω⋆
k+1(t) ∀t ∈ (α, β).
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