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В докладе введено понятие обобщённой поверхности Кунса, частными слу-
чаями которой являются билинейные и бикубические поверхности Кунса [1, 2],
а также поверхности Гордона [3]. Показано, что и составные поверхности Кун-
са [4] можно представить как частный случай обобщённых.

1◦. Напомним определение параметрической поверхности Кунса. Восполь-
зуемся следующими обозначениями из [2]:

L1, L2, L3, L4 — линейные операторы, определяемые для непрерывно диф-
ференцируемых вектор-функций f : [0, 1] → R

3 формулами

L1(f) = f(0), L2(f) = f ′(0), L3(f) = f ′(1), L4(f) = f(1); (1)

H1, H2, H3, H4 — непрерывно дифференцируемые на отрезке [0, 1] функ-
ции, удовлетворяющие соотношениям

H1(0) = 1, H ′
1(0) = 0, H ′

1(1) = 0, H1(1) = 0;

H2(0) = 0, H ′
2(0) = 1, H ′

2(1) = 0, H2(1) = 0;

H3(0) = 0, H ′
3(0) = 0, H ′

3(1) = 1, H3(1) = 0;

H4(0) = 0, H ′
4(0) = 0, H ′

4(1) = 0, H4(1) = 1.

(2)

В качестве Hi можно взять, например, кубические полиномы Эрмита

H1(x) = 2x3 − 3x2 + 1,

H2(x) = x3 − 2x2 + x,

H3(x) = x3 − x2,

H4(x) = −2x3 + 3x2.

(3)

∗Семинар по дискретному гармоническому анализу и геометрическому моделированию
«DHA & CAGD»: http://www.dha.spb.ru/
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В [2] доказано, что если вектор-функции fi, gi : [0, 1] → R
3, i ∈ 1 : 4, удо-

влетворяют условиям

Lj(fi) = Li(gj), i, j ∈ 1 : 4,

то для поверхности, задаваемой вектор-функцией

c(u, v) =
4∑

i=1

Hi(u) fi(v) +
4∑

j=1

Hj(v) gj(u) −
4∑

i=1

4∑
j=1

Hi(u) Hj(v) Li(gj), (4)

выполняются равенства

Li

(
c( · , v)

)
= fi(v), v ∈ [0, 1], i ∈ 1 : 4 ;

Lj

(
c(u, · )) = gj(u), u ∈ [0, 1], j ∈ 1 : 4 .

2◦. Вместо операторов вида (1) можно использовать и другие наборы опе-
раторов. Кроме того, наборы операторов для переменных u и v могут быть
различными.

Пусть Du — непустое множество, Tu — некоторое линейное пространство,
элементами которого являются вещественные функции над Du. Кроме того,
пусть задан набор линейных функционалов Lu

1 , . . . , L
u
m : Tu → R и набор функ-

ций Hu
1 , . . . , Hu

m ∈ Tu, удовлетворяющих соотношениям

Lu
i (H

u
j ) = δij, i, j ∈ 1 : m. (5)

Аналогично, пусть задано непустое множество Dv, линейное простран-
ство Tv, состоящее из вещественных функций над Dv, набор линейных функ-
ционалов Lv

1, . . . , L
v
n : Tv → R и набор функций Hv

1 , . . . , Hv
n ∈ Tv, удовлетворя-

ющих соотношениям

Lv
i (H

v
j ) = δij, i, j ∈ 1 : n. (6)

Пусть s — натуральное число. Определим множества вектор-функций, ко-
ординатные функции которых принадлежат Tu и Tv:

−→
T u =

{
g : Du → R

s
∣∣ g(u) =

(
g1(u), . . . , gs(u)

)
, gk ∈ Tu

}
,

−→
T v =

{
f : Dv → R

s
∣∣ f(v) =

(
f1(v), . . . , fs(v)

)
, fk ∈ Tv

}
.

Введём линейные операторы
−→
L u

i (g) =
(
Lu

i (g1), . . . , L
u
i (gs)

)
для g(u) =

(
g1(u), . . . , gs(u)

) ∈ −→
T u, i ∈ 1 : m;

−→
L v

j (f) =
(
Lv

j (f1), . . . , L
v
j (fs)

)
для f(u) =

(
f1(u), . . . , fs(u)

) ∈ −→
T v, j ∈ 1 : n.
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Из соотношений (5) и (6) следуют тождества

−→
L u

i (aHu
j ) = a δij, a ∈ R

s, i, j ∈ 1 : m;

−→
L v

j (aHv
i ) = a δij, a ∈ R

s, i, j ∈ 1 : n.
(7)

Пусть заданы наборы опорных вектор-функций

f1, . . . , fm ∈ −→
T v, g1, . . . , gn ∈ −→

T u,

удовлетворяющие условиям согласования

−→
L u

i (gj) =
−→
L v

j (fi), i ∈ 1 : m, j ∈ 1 : n. (8)

Определим вектор-функцию c : Du × Dv → R
s :

c(u, v) =
m∑

i=1

Hu
i (u) fi(v) +

n∑
j=1

Hv
j (v) gj(u) −

m∑
i=1

n∑
j=1

Hu
i (u) Hv

j (v)
−→
L u

i (gj). (9)

Поверхность, определяемую вектор-функцией c(u, v), назовём обобщённой по-
верхностью Кунса.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Вектор-функция c(u, v), задаваемая формулой (9),
удовлетворяет условиям

−→
L u

i (c( · , v)) = fi(v), i ∈ 1 : m, v ∈ Dv,

−→
L v

j (c(u, · )) = gj(u), j ∈ 1 : n, u ∈ Du.
(10)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно линейности операторов
−→
L u

k и формулам (7)
при k ∈ 1 : m имеем

−→
L u

k

(
c( · , v)

)
=

m∑
i=1

−→
L u

k

(
fi(v) Hu

i

)
+

n∑
j=1

Hv
j (v)

−→
L u

k(gj) −

−
m∑

i=1

n∑
j=1

−→
L u

k

(−→
L u

i (gj) Hv
j (v) Hu

i

)
=

m∑
i=1

fi(v) δik +
n∑

j=1

Hv
j (v)

−→
L u

k(gj) −

−
m∑

i=1

n∑
j=1

−→
L u

i (gj) Hv
j (v) δik = fk(v).
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Аналогично с учётом (8) при k ∈ 1 : n получаем

−→
L v

k

(
c(u, · )) =

m∑
i=1

Hu
i (u)

−→
L v

k(fi) +
n∑

j=1

−→
L v

k

(
gj(u) Hv

j

) −

−
m∑

i=1

n∑
j=1

−→
L v

k

(−→
L v

j (fi) Hu
i (u) Hv

j

)
=

m∑
i=1

Hu
i (u)

−→
L v

k(fi) +
n∑

j=1

gj(u) δjk −

−
m∑

i=1

n∑
j=1

−→
L v

j (fi) Hu
i (u) δjk = gk(u).

Предложение доказано.

3◦. Рассмотрим некоторые частные случаи введённых обобщённых поверх-
ностей Кунса.

В первых двух случаях пространства и функционалы для переменных u и v
будут совпадать, то есть Dv = Du = D, Tv = Tu = T , n = m, Lv

i = Lu
i = Li,

Hv
i = Hu

i = Hi. Во всех случаях s = 3.

1) D = [0, 1], T = C(D), m = 2,

L1(f) = f(0), L2(f) = f(1),

H1(x) = 1 − x, H2(x) = x.

В данном случае при соблюдении условий (8) обобщённая поверхность Кунса
совпадает с билинейной поверхностью Кунса (см. [1]).

2) D = [0, 1], T = C1(D), m = 4,

L1(f) = f(0), L2(f) = f ′(0), L3(f) = f ′(1), L4(f) = f(1),

H1(x) = 2x3 − 3x2 + 1, H2(x) = x3 − 2x2 + x,

H3(x) = x3 − x2, H4(x) = −2x3 + 3x2.

В этом случае при соблюдении условий (8) получаем бикубическую поверх-
ность Кунса (см. [2]).

3) Du = [a, b], Dv = [c, d]; a � u1 < · · · < um � b, c � v1 < · · · < vn � d;

Tu = C(Du), Tv = C(Dv); Lu
i (g) = g(ui), Lv

j (f) = f(vj);

Hu
i (u) =

∏
k �=i

u − uk

ui − uk

, i ∈ 1 : m; Hv
j (v) =

∏
k �=j

v − vk

vj − vk

, j ∈ 1 : n.

В этом случае при соблюдении условий (8) обобщённая поверхность Кунса
является поверхностью Гордона (см. [3, с. 410–412]).
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4◦. Перейдём к рассмотрению составных поверхностей Кунса.
Пусть заданы два набора кривых

ai : [0, n] → R
3, i ∈ 0 : m, bj : [0,m] → R

3, j ∈ 0 : n,

причём ai ∈ C1
(
[0, n]

)
, bj ∈ C1

(
[0,m]

)
, и выполняются условия

ai(j) = bj(i), i ∈ 0 : m, j ∈ 0 : n.

Кроме того, пусть заданы векторы dij ∈ R
3, i ∈ 0 : m, j ∈ 0 : n.

В [4] показано, как при помощи параметрических поверхностей Кунса по-
строить составную поверхность Кунса, натянутую на кривые ai и bj. Для этого
определяются наборы кривых {Ai}m

i=0, {Bj}n
j=0, исходя из условий

Ai(j) = b′j(i), A′
i(j) = dij,

Bj(i) = a′
i(j), B′

j(i) = dij.

Будем считать, что исходными данными являются наборы вектор-функций
ai, bj, Ai, Bj, удовлетворяющие условиям

ai(j) = bj(i), A′
i(j) = B′

j(i),

a′
i(j) = Bj(i), b′j(i) = Ai(j).

(11)

Для фиксированных i ∈ 0 : m − 1, j ∈ 0 : n − 1 и u, v ∈ [0, 1] задаются
граничные кривые

f1(v) = ai(j + v), f2(v) = Ai(j + v),

f3(v) = Ai+1(j + v), f4(v) = ai+1(j + v),

g1(u) = bj(i + u), g2(u) = Bj(i + u),

g3(u) = Bj+1(i + u), g4(u) = bj+1(i + u).

(12)

Для этих кривых по формуле (4) строится параметрическая поверхность Кун-
са cij(u, v). Составная поверхность Кунса задаётся формулой

s(α, β) = cij(α − i, β − j), (13)

где α ∈ [i, i+1], β ∈ [j, j+1], i ∈ 0 : m − 1, j ∈ 0 : n − 1. В [4] доказано, что для
поверхности, определяемой вектор-функцией s(α, β), выполняются условия

s ∈ C1, sαβ, sβα ∈ C;

s(i, β) = ai(β), sα(i, β) = Ai(β), i ∈ 0 : m, β ∈ [0, n];

s(α, j) = bj(α), sβ(α, j) = Bj(α), j ∈ 0 : n, α ∈ [0,m].

(14)
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5◦. Покажем, как для вектор-функций ai, bj, Ai, Bj, удовлетворяющих усло-
виям (11), построить обобщённую поверхность Кунса, для которой будут вы-
полнены условия (14).

Пусть Tu = C1[0,m], Tv = C1[0, n]. Определим функционалы Lu
i , Lv

j и век-
тор-функции fi, gj таким образом, чтобы условия (10) соответствовали (14):

Lu
2i(g) = g(i), Lu

2i+1(g) = g′(i), f2i = ai, f2i+1 = Ai, для i ∈ 0 : m;

Lv
2j(f) = f(j), Lv

2j+1(f) = f ′(j), g2j = bj, g2j+1 = Bj, для j ∈ 0 : n.
(15)

Операторы
−→
L u

i и
−→
L v

j будут задаваться теми же формулами, что и функцио-
налы Lu

i , Lv
j , но для вектор-функций:

−→
L u

2i(g) = g(i),
−→
L u

2i+1(g) = g′(i), для i ∈ 0 : m;

−→
L v

2j(f) = f(j),
−→
L v

2j+1(f) = f ′(j), для j ∈ 0 : n.

Нетрудно видеть, что условия согласования (8) для заданных операторов и
вектор-функций эквивалентны условиям (11):

bj(i) =
−→
L u

2i(g2j) =
−→
L v

2j(f2i) = ai(j),

Bj(i) =
−→
L u

2i(g2j+1) =
−→
L v

2j+1(f2i) = a′
i(j),

b′j(i) =
−→
L u

2i+1(g2j) =
−→
L v

2j(f2i+1) = Ai(j),

B′
j(i) =

−→
L u

2i+1(g2j+1) =
−→
L v

2j+1(f2i+1) = A′
i(j).

Осталось ввести смешивающие функции Hu
i , Hv

j , удовлетворяющие усло-
виям (5) и (6). Равенства (5) для заданных операторов Lu

i примут вид

Hu
2i(i) = 1,

(
Hu

2i+1

)′
(i) = 1,

Hu
2i(j) = 0,

(
Hu

2i+1

)′
(j) = 0, при j �= i,(

Hu
2i

)′
(j) = 0, Hu

2i+1(j) = 0, при j ∈ 0 : m.

(16)

Положим

Hu
2i(u) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

H1(u − i) при u ∈ [i, i + 1],

H4(u − i + 1) при u ∈ [i − 1, i),

0 иначе;

Hu
2i+1(u) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

H2(u − i) при u ∈ [i, i + 1],

H3(u − i + 1) при u ∈ [i − 1, i),

0 иначе;

(17)
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где H1, H2, H3 и H4 — некоторые непрерывно-дифференцируемые функции,
удовлетворяющие условиям (2). Ясно, что Hu

i ∈ C1[0,m], и условия (16) вы-
полнены. Графики функций Hu

2i и Hu
2i+1 для случая, когда H1, H2, H3 и H4

являются полиномами Эрмита (3), изображены на рис. 1 и 2.

x

i − 1 i i + 1

y

1

Рис. 1. Функция Hu
2i

x

i − 1 i i + 1

y

1

Рис. 2. Функция Hu
2i+1

Аналогичным образом определим функции Hv
j :

Hv
2j(v) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

H1(v − j) при v ∈ [j, j + 1],

H4(v − j + 1) при v ∈ [j − 1, j),

0 иначе;

Hv
2j+1(v) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

H2(v − j) при v ∈ [j, j + 1],

H3(v − j + 1) при v ∈ [j − 1, j),

0 иначе.

(18)

Итак, условия (5) и (6) на смешивающие функции, а также условия со-
гласования (8) выполнены. Поэтому обобщённая поверхность Кунса c(u, v),
построенная по формуле (9), будет удовлетворять условиям (10). Если поло-
жить s(α, β) = c(α, β), то формулы (10) примут вид (14). Таким образом,
полученная обобщённая поверхность Кунса решает задачу построения поверх-
ности, проходящей через заданные кривые и имеющей на них заданные про-
изводные.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Если для определения смешивающих функций Hu
i и

Hv
j использовались те же функции H1, H2, H3 и H4, что и для построения

составной поверхности Кунса s(α, β), то обобщённая и составная поверхно-
сти Кунса совпадают.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть i ∈ 0 : m − 1, j ∈ 0 : n − 1, α ∈ [i, i + 1],
β ∈ [j, j + 1]. Положим u = α − i, v = β − j. Тогда s(α, β) = cij(u, v).
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Из определения Hu
k видно, что Hu

k (α) отлично от нуля только для k = 2i,
k = 2i + 1, k = 2(i + 1), k = 2(i + 1) + 1. При этом

Hu
2i(α) = H1(α − i) = H1(u), Hu

2i+1(α) = H2(α − i) = H2(u),

Hu
2(i+1)(α) = H4(α − i) = H4(u), Hu

2(i+1)+1(α) = H3(α − i) = H3(u).

Аналогично, Hv
k (β) отлично от нуля только для k = 2j, k = 2j+1, k = 2(j+1),

k = 2(j + 1) + 1. При этом

Hv
2j(β) = H1(v), Hv

2j+1(β) = H2(v),

Hv
2(j+1)(β) = H4(v), Hv

2(j+1)+1(β) = H3(v).

Кроме того, из формул (15) следует, что

f2i(β) = ai(β) = ai(j + v), f2i+1(β) = Ai(β) = Ai(j + v),

f2(i+1)(β) = ai+1(β) = ai+1(j + v), f2(i+1)+1(β) = Ai+1(β) = Ai+1(j + v),

g2j(α) = bj(α) = bj(i + u), g2j+1(α) = Bj(α) = Bj(i + u),

g2(j+1)(α) = bj+1(α) = bj+1(i + u), g2(j+1)+1(α) = Bj+1(α) = Bj+1(i + u).

Таким образом, ненулевые слагаемые в c(α, β) из формулы (9) совпадают с
соответствующими слагаемыми из формулы (4) для граничных вектор-функ-
ций (12). Следовательно, c(α, β) = cij(u, v) = s(α, β), что и требовалось дока-
зать.

На рис. 3 приведён пример кривых ai, bj при m = n = 2, а на рис. 4
показана составная поверхность Кунса для этих кривых.

Рис. 3. Кривые ai, bj Рис. 4. Составная поверхность Кунса
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