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1. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

1.1. Пусть n1, n2, . . . , ns — попарно взаимно простые натуральные числа,
отличные от единицы. Введём обозначения

N = n1n2 · · ·ns ;

Nν = nν+1nν+2 · · ·ns при ν ∈ 0 : s − 1, Ns = 1 ;

Δ1 = 1 ; Δν = n1n2 · · ·nν−1 при ν ∈ 2 : s + 1,

Bν = N/nν при ν ∈ 1 : s.

Очевидно, что ΔνNν = Bν , ν ∈ 1 : s.
При каждом ν ∈ 1 : s зафиксируем число pν ∈ 1 : nν − 1, взаимно простое

с nν . Вектор p = (p1, p2, . . . , ps) назовём вектором параметров.
Поскольку pνBν взаимно просто с nν , то уравнение 〈x pνBν〉nν = 1 имеет

единственное на множестве 1 : nν − 1 решение. Обозначим его qν . Вектор
q = (q1, q2, . . . , qs) назовём сопряжённым вектором параметров.

1.2. Введём перестановку perm
(p1,p2,...,ps)
n1,n2,...,ns , сопоставляющую числу j ∈ 0 :

N − 1 с разложением j =
∑s

ν=1 jν Δν , jν ∈ 0 : nν − 1, число

k =

〈 s∑
ν=1

jν pνBν

〉
N

.

Эта перестановка определена и при s = 1. Запись k = perm
(p1)
n1 (j) означает,

что k = 〈j p1〉n1 . Такая перестановка называется эйлеровой.
∗Санкт-Петербургский городской семинар «Всплески (wavelets) и их приложения».

Секция «Дискретный гармонический анализ»: http://www.math.spbu.ru/user/dmp/dha/

1

mailto:malv@gamma.math.spbu.ru
mailto:sc2@pisem.net
http://www.math.spbu.ru/user/dmp/dha/


2

Матрицу перестановок Perm(p1,p2,...,ps)
n1,n2,...,ns

[0 : N − 1, 0 : N − 1] определим обыч-
ным способом:

Perm(p1,p2,...,ps)
n1,n2,...,ns

[j, k] =

{
1, если k = perm

(p1,p2,...,ps)
n1,n2,...,ns (j),

0 в остальных случаях.

Матрицы Perm(pν)
nν

, ν ∈ 1 : s, назовём матрицами эйлеровых перестановок.
При p1 = p2 = · · · = ps = 1 получим матрицу руританских перестановок
Perm(1,1,...,1)

n1,n2,...,ns
.

1.3. Сформулируем основные результаты доклада.
ТЕОРЕМА 1. Справедливо разложение

Perm(p1,p2,...,ps)
n1,n2,...,ns

=
(
Perm(ps)

ns
⊗ Perm(ps−1)

ns−1
⊗ · · · ⊗ Perm(p1)

n1

) s∏
ν=2

(
INν ⊗ Perm

(1,1)
Δν ,nν

)
.

ТЕОРЕМА 2. При любом векторе параметров p = (p1, p2, . . . , ps) матрица
Фурье FN допускает представление

FN =
(
Perm(q1,q2,...,qs)

n1,n2,...,ns

)T (
Fns ⊗ Fns−1 ⊗ · · · ⊗ Fn1

)
Perm(p1,p2,...,ps)

n1,n2,...,ns
, (1)

где q = (q1, q2, . . . , qs) — сопряжённый вектор параметров.
В разделе 2 приводится доказательство теоремы 1, в разделе 3 — доказа-

тельство теоремы 2. Раздел 4 посвящён детальному обсуждению полученных
результатов.

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

2.1. Начнём с двух предварительных утверждений.
ЛЕММА 1. При ν ∈ 2 : s имеет место рекуррентное соотношение

perm(p1,p2,...,pν)
n1,n2,...,nν

(j + jν Δν) =
〈
nν perm(p1,p2,...,pν−1)

n1,n2,...,nν−1
(j) + Δν perm(pν)

nν
(jν)

〉
Δν+1

,

где j ∈ 0 : Δν − 1, jν ∈ 0 : nν − 1.
Док а з а т е л ь с т в о. Пусть j = j1 + j2 Δ2 + · · ·+ jν−1 Δν−1. Пользуясь форму-
лой 〈k n〉mn = n 〈k〉m, получаем

perm(p1,p2,...,pν)
n1,n2,...,nν

(j + jν Δν) =

〈 ν∑
α=1

jα pα
Δν+1

nα

〉
Δν+1

=

=

〈
nν

ν−1∑
α=1

jα pα
Δν

nα
+jν pν Δν

〉
Δνnν

=

〈
nν

〈ν−1∑
α=1

jα pα
Δν

nα

〉
Δν

+Δν〈jν pν〉nν

〉
Δνnν

=

=
〈
nν perm(p1,p2,...,pν−1)

n1,n2,...,nν−1
(j) + Δν perm(pν)

nν
(jν)

〉
Δν+1

.

Лемма доказана.
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ЛЕММА 2. Для параметрических матриц перестановок при ν ∈ 2 : s спра-
ведливо рекуррентное соотношение

Perm(p1,p2,...,pν)
n1,n2,...,nν

=
(
Perm(pν)

nν
⊗ Perm(p1,p2,...,pν−1)

n1,n2,...,nν−1

)
Perm

(1,1)
Δν ,nν

. (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмём произвольный Δν+1-мерный вектор x и обо-
значим X = Perm(p1,p2,...,pν)

n1,n2,...,nν
x. Тогда при j ∈ 0 : Δν − 1, jν ∈ 0 : nν − 1 в силу

леммы 1

X(j + jν Δν) = x
(
perm(p1,p2,...,pν)

n1,n2,...,nν
(j + jν Δν)

)
=

= x
(〈

nν perm(p1,p2,...,pν−1)
n1,n2,...,nν−1

(j) + Δν perm(pν)
nν

(jν)
〉

Δν+1

)
. (3)

Далее, поскольку perm
(p1,p2)
n1,n2 (j1 + j2 n1) = 〈j1 p1n2 + j2 p2n1〉n1n2 , то для век-

тора Y = Perm
(1,1)
Δν ,nν

x имеем

Y (j + jν Δν) = x
(〈j nν + jν Δν〉Δνnν

)
.

Найдём компоненты вектора Z =
(
Perm(pν)

nν
⊗Perm(p1,p2,...,pν−1)

n1,n2,...,nν−1

)
Y . Запишем

Z(j + jν Δν) =

nν−1∑
j′ν=0

Δν−1∑
j′=0

(
Perm(pν)

nν
⊗ Perm(p1,p2,...,pν−1)

n1,n2,...,nν−1

)
[jν Δν + j, j′ν Δν + j′]×

×Y (j′ν Δν + j′) =
nν−1∑
j′ν=0

Δν−1∑
j′=0

Perm(pν)
nν

[jν , j
′
ν ] × Perm(p1,p2,...,pν−1)

n1,n2,...,nν−1
[j, j′]×

×Y (j′ + j′ν Δν) = Y
(
perm(p1,p2,...,pν−1)

n1,n2,...,nν−1
(j) + Δν perm(pν)

nν
(jν)

)
=

= x
(〈

nν perm(p1,p2,...,pν−1)
n1,n2,...,nν−1

(j) + Δν perm(pν)
nν

(jν)
〉

Δν+1

)
. (4)

Сравнивая (3) и (4), приходим к равенству Z = X. Отсюда очевидным образом
следует (2). Лемма доказана.

2.2. Обратимся к доказательству теоремы 1. При s = 2 её заключение
совпадает с (2) при ν = 2. Сделаем индукционный переход от s к s + 1.

Согласно (2), индукционному предположению и связи кронекерова умно-
жения с обычным умножением матриц [1] имеем

Perm(p1,...,ps,ps+1)
n1,...,ns,ns+1

=
(
Perm(ps+1)

ns+1
⊗ Perm(p1,...,ps)

n1,...,ns

)
Perm

(1,1)
Δs+1,ns+1

=

=
{[

Perm(ps+1)
ns+1

Ins+1 . . . Ins+1︸ ︷︷ ︸
(s − 1) раз

] ⊗ [(
Perm(ps)

ns
⊗ Perm(ps−1)

ns−1
⊗ · · · ⊗ Perm(p1)

n1

)×
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×
s∏

ν=2

(
Inν+1···ns ⊗ Perm

(1,1)
Δν ,nν

)]}(
I1 ⊗ Perm

(1,1)
Δs+1,ns+1

)
=

=
(
Perm(ps+1)

ns+1
⊗ Perm(ps)

ns
⊗ · · · ⊗ Perm(p1)

n1

) s+1∏
ν=2

(
Inν+1···nsns+1 ⊗ Perm

(1,1)
Δν ,nν

)
.

Теорема доказана. �

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Проверим равенство, эквивалентное (1):

Perm(q1,q2,...,qs)
n1,n2,...,ns

FN

(
Perm(p1,p2,...,ps)

n1,n2,...,ns

)T
= Fns ⊗ Fns−1 ⊗ · · · ⊗ Fn1 . (5)

В силу определения кронекерова умножения матриц(
Fns ⊗ Fns−1 ⊗ · · · ⊗ Fn1

)[ s∑
ν=1

kν Δν ,
s∑

ν=1

jν Δν

]
=

=
s∏

ν=1

Fnν [kν , jν ] =
s∏

ν=1

ωkνjν
nν

.

(6)

Вместе с тем,(
Perm(q1,q2,...,qs)

n1,n2,...,ns
FN

(
Perm(p1,p2,...,ps)

n1,n2,...,ns

)T
)[ s∑

ν=1

kν Δν ,
s∑

ν=1

jν Δν

]
=

=

N−1∑
l=0

N−1∑
l′=0

Perm(q1,q2,...,qs)
n1,n2,...,ns

[ s∑
ν=1

kν Δν , l
]
× FN [l, l′] × Perm(p1,p2,...,ps)

n1,n2,...,ns

[ s∑
ν=1

jν Δν , l
′
]

=

= FN

[
perm(q1,q2,...,qs)

n1,n2,...,ns

( s∑
ν=1

kν Δν

)
, perm(p1,p2,...,ps)

n1,n2,...,ns

( s∑
ν=1

jν Δν

)]
=

= ω

(Ps
ν=1 kν qνBν

)(Ps
ν=1 jν pνBν

)
N =

s∏
ν=1

ωkνjν 〈qνpνBν〉nν
nν

=
s∏

ν=1

ωkνjν
nν

. (7)

Мы воспользовались формулой 〈qνpνBν〉nν = 1, ν ∈ 1 : s, справедливой в силу
определения qν .

Сравнивая (6) и (7), приходим к (5). Теорема доказана. �

4. ОБСУЖДЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

4.1. Очевидно, что Perm(1)
nν

= Inν . Из теоремы 1 при p1 = p2 = · · · = ps = 1
следует разложение матрицы руританских перестановок:

Perm(1,1,...,1)
n1,n2,...,ns

=
s∏

ν=2

(
INν ⊗ Perm

(1,1)
Δν ,nν

)
.
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Более того, само заключение теоремы 1 можно переписать в виде

Perm(p1,p2,...,ps)
n1,n2,...,ns

=
(
Perm(ps)

ns
⊗ Perm(ps−1)

ns−1
⊗ · · · ⊗ Perm(p1)

n1

)
Perm(1,1,...,1)

n1,n2,...,ns
.

4.2. Теорема 2 при p1 = p2 = · · · = ps = 1 по существу установлена Гу-
дом [2, 3]. Отметим, что компоненты вектора параметров q = (q1, q2, . . . , qs), со-
пряжённого с p = (1, 1, . . . , 1), определяются из условия 〈qνBν〉nν = 1, ν ∈ 1 : s.
Матрица перестановок с таким q называется матрицей китайских переста-
новок.

Идея использования вектора параметров p = (p1, p2, . . . , ps) при фактори-
зации матрицы Фурье принадлежит М. Б. Свердлику [4].

В связи с теоремой 2 вызывают интерес самосопряжённые векторы пара-
метров p, такие, что сопряжённый вектор параметров q совпадает с p. В этом
случае в разложении (1) присутствует только одна матрица перестановок.

Обозначим через bν единственное на множестве 1 : nν − 1 решение урав-
нения 〈xBν〉nν = 1. Самосопряжённый вектор параметров существует тогда
и только тогда, когда при всех ν ∈ 1 : s число bν является квадратичным
вычетом по модулю nν [5].

Пусть pν — решение уравнения 〈x2〉nν = bν . В этом случае вектор пара-
метров p = (p1, p2, . . . , ps) будет самосопряжённым. Например, при s = 2,
n1 = 4, n2 = 25 существует четыре самосопряжённых векторов параметров:
p = (1, 12), p = (1, 13), p = (3, 12) и p = (3, 13). Подробности см. в [5].

Ещё один пример: при s = 3, n1 = 2, n2 = 3, n3 = 5 самосопряжённым
будет руританский вектор параметров p = (1, 1, 1).

Теорема 2 вместе с теоремой 1 дают наиболее глубокую параметрическую
факторизацию матрицы Фурье FN при N = n1n2 · · ·ns с попарно взаимно
простыми сомножителями nν .

4.3. В заключение укажем явный вид перестановки, обратной к perm
(p1,p2,...,ps)
n1,n2,...,ns .

Пусть k ∈ 0 : N − 1. Тогда

(
perm(p1,p2,...,ps)

n1,n2,...,ns

)−1
(k) =

s∑
ν=1

〈k qν〉nν Δν ,

где qν — компоненты сопряжённого с p = (p1, p2, . . . , ps) вектора параметров.
Нужно проверить, что〈 s∑

ν=1

〈k qν〉nν pνBν

〉
N

= k . (8)

Обозначим левую часть равенства (8) через k′. Запишем
s∑

ν=1

〈k qν〉nν pνBν = t N + k′ .
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Взяв вычеты по модулю nμ, получим
〈〈k qμ〉nμ pμBμ

〉
nμ

= 〈k′〉nμ, или〈
k 〈qμpμBμ〉nμ

〉
nμ

= 〈k′〉nμ, или 〈k〉nμ = 〈k′〉nμ. Значит, разность k − k′ делится
на nμ при всех μ ∈ 1 : s. В силу попарной взаимной простоты nμ разность k−k′

делится на произведение n1n2 · · ·ns = N . Поскольку к тому же |k−k′| � N−1,
то необходимо k = k′. Утверждение доказано.
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