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1
◦. Пусть N = mn, где m и n — натуральные числа, отличные от еди-

ницы. Напомним данное в [1] определение нормализованных дискретных
N -периодических B-сплайнов. B-сплайн первого порядка на основном пери-
оде 0 : N − 1 задаётся явно

Q̃1,n(j) =





1− j/n при j ∈ 0 : n− 1,

0 при j ∈ n : N − n,

j/n−m+ 1 при j ∈ N − n+ 1 : N − 1.

Нормализованные B-сплайны более высоких порядков вводятся с помощью
циклической свёртки

Q̃ν,n = 1

n
(Q̃1,n ∗ Q̃ν−1,n), ν = 2, 3, . . . .

Для любого натурального ν значения B-сплайна Q̃ν,n неотрицательны и удо-
влетворяют соотношению

m−1∑

p=0

Q̃ν,n(j − pn) = 1, j ∈ Z. (1)

Пусть фиксировано натуральное число r. Дискретный периодический
сплайн порядка r с векторными коэффициентами определяется формулой

S(j) =
m−1∑

p=0

Q̃r,n(j − pn) a(p), j ∈ Z, (2)
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где a(0), a(1), . . . , a(m− 1) — векторы из пространства R
d, называемые полю-

сами.
В [1] показано, что дискретные периодические сплайны с векторными ко-

эффициентами можно использовать в геометрическом моделировании. Со-
единим отрезками пары соседних точек сплайна S(j), S(j + 1) при j =
= 0, 1, . . . , N − 1. Получим замкнутую ломаную, лежащую внутри выпуклой
оболочки полюсов. Изменяя положение полюсов, можно добиться желаемой
формы ломаной.

2
◦. Пусть заданы полюсы a(0), a(1), . . . , a(m − 1) и положительные веще-

ственные числа w(0), w(1), . . . , w(m− 1), называемые весами. Припишем каж-
дому полюсу a(p) дополнительную координату, равную единице, и умножим
полученный вектор на w(p). Придём к новому набору полюсов в простран-
стве R

d+1:
â(p) =

(
w(p) a(p), w(p)

)
, p ∈ 0 : m− 1.

По полюсам â(p) построим дискретный периодический сплайн

Ŝ(j) =

(m−1∑

p=0

Q̃r,n(j − pn)w(p) a(p),
m−1∑

p=0

Q̃r,n(j − pn)w(p)

)
, j ∈ Z.

Для каждого j ∈ 0 : N − 1 спроецируем точку Ŝ(j) на гиперплоскость

{
(x, 1) | x ∈ R

d
}
,

используя центральную проекцию с центром в начале координат. Алгебраи-
чески эта операция выражается делением всех компонент вектора Ŝ(j) на по-
следнюю. Отбросим последнюю (равную единице) координату в полученном
векторе и обозначим результат через R(j):

R(j) =

∑m−1

p=0
Q̃r,n(j − pn)w(p) a(p)

∑m−1

p=0
Q̃r,n(j − pn)w(p)

. (3)

Для проверки корректности определения необходимо удостовериться, что зна-
менатель дроби отличен от нуля. Действительно, согласно тождеству (1) зна-
менатель является выпуклой комбинацией весов w(p). Но все веса положи-
тельны, поэтому их выпуклая комбинация также положительна. Формула (3)
определяет вектор-функцию R : Z → R

d, периодичную с периодом N . Назовём
эту функцию проективным дискретным периодическим сплайном порядка r,
построенным по полюсам a(p) с весами w(p).

Использованная здесь геометрическая идея позаимствована из [2, с. 209],
где с её помощью вводились проективные кривые Безье.
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Рассмотрим случай, когда все веса w(p) равны единице. С учётом равен-
ства (1) проективный сплайн R(j) примет вид (2). Таким образом, обычные
дискретные периодические сплайны являются частным случаем проективных.

Проективные дискретные периодические сплайны можно использовать для
построения замкнутых ломаных. Соединяя соседние точки сплайна R(j),
R(j + 1) при j = 0, 1, . . . , N − 1 отрезками, получим замкнутную ломаную.
Управлять формой ломаной можно меняя как полюсы, так и соответствую-
щие им веса.

ПРИМЕР 1. Пусть m = 4, n = 10, r = 2 и полюсы расположены в вер-
шинах квадрата. На рис. 1 изображена ломаная, определяемая проективным
дискретным периодическим сплайном, все веса которого равны единице. На
рис. 2 показана ломаная, полученная после изменения одного из весов с 1 на 3.
На рисунках кружками отмечены полюсы, рядом с ними приведены соответ-
ствующие им веса.
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◦. Пусть фиксированы веса w(p), p ∈ 0 : m − 1, и заданы векторы

b(0),b(1), . . . ,b(m − 1). Рассмотрим интерполяционную задачу: найти полю-
сы a(p), при которых проективный сплайн вида (3) удовлетворяет условиям

R(ln) = b(l), l ∈ 0 : m− 1. (4)

ТЕОРЕМА 1. Интерполяционная задача (4) имеет единственное решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем считать, что наборы a(p), w(p) и b(p) периодиче-
ски продолжены на все целые p с периодом m. Введём функцию

hn(p) := Q̃r,n(pn), p ∈ Z.
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Ясно, что hn(p) — m-периодическая функция.
Подставим в равенство (4) выражение для R(j):

∑m−1

p=0
Q̃r,n(ln− pn)w(p) a(p)

∑m−1

p=0
Q̃r,n(ln− pn)w(p)

= b(p).

Перенесём знаменатель в правую часть и воспользуемся определением функ-
ции hn(p):

m−1∑

p=0

hn(l − p)w(p) a(p) = b(p)
m−1∑

p=0

hn(l − p)w(p).

Перепишем полученное равенство в компактной форме:

(w a) ∗ hn = b · (hn ∗ w). (5)

Для произвольных m-периодических вектор-функции x(j) и скалярной
функции y(j) справедливо тождество

Fm(x ∗ y) = Fm(x)Fm(y). (6)

Здесь свёртка вектор-функции со скалярной, ДПФ вектор-функции и произве-
дение вектор-функции на скалярную вычисляются покомпонентно. Справед-
ливость формулы (6) следует из теоремы о свёртке [3, с. 38].

Применим ДПФ к обеим частям равенства (5) и воспользуемся тожде-
ством (6):

Fm(w a)Hn = Fm

(
b · (hn ∗ w)

)
,

где Hn = Fm(hn). Известно (см. доказательство теоремы 1 в [4]), что значе-
ния Hn(k) положительны. Поделив на Hn, придём к равенству

Fm(w a) =
Fm

(
b · (hn ∗ w)

)

Hn

.

Осталось применить обратное ДПФ к обеим частям и поделить на положи-
тельную функцию w:

a =
1

w
F−1

m

(
Fm

(
b · (hn ∗ w)

)

Hn

)
. (7)

В силу эквивалентности проведённых преобразований формула (7) задаёт на-
бор полюсов, являющий единственным решением задачи (4).

Обратимся к геометрической интерпретации теоремы 1. Пусть заданы точ-
ки интерполяции и веса. Ломаная, определяемая интерполяционным сплай-
ном, проходит через точки интерполяции. Меняя веса, можно регулировать
форму ломаной.
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ПРИМЕР 2. Пусть r = 2, m = 6, n = 15. На рисунках 3 и 4 показаны ло-
маные, задаваемые интерполяционными сплайнами, построенными по одним
и тем же точкам интерполяции, но с разными весами. Точки интерполяции
b(p) изображены кружками, рядом приведены веса w(p).
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4
◦. Пусть фиксированы натуральные числа r и m > 2, точки интерполя-

ции b(p) и веса w(p). Для каждого натурального n, отличного от единицы,
построим проективный интерполяционный сплайн Rn(j). Исследуем поведе-
ние множества

{
Rn(j)

∣∣ j ∈ Z
}

при неограниченном увеличении n.
Напомним данное в [4] определение m-периодических B-сплайнов веще-

ственного аргумента. На основном периоде [0,m] сплайны задаются рекур-
рентно:

P1(t) =





1− t, при t ∈ [0, 1),

0, при t ∈ [1,m− 1],

t−m+ 1, при t ∈ (m− 1,m];

Pν(t) =

∫ m

0

Pν−1(s)P1(t− s) ds, ν = 2, 3, . . . .

Для любого натурального ν сплайн Pν неотрицателен и удовлетворяет тожде-
ству

m−1∑

l=0

Pν(t− l) ≡ 1. (8)

Кроме того, функция Pν принадлежит пространству C2ν−2.
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ЛЕММА. Для любого натурального ν и вещественного t справедливо пре-

дельное соотношение

lim
n→∞

Q̃ν,n

(
⌊tn⌋

)
= Pν(t), t ∈ R. (9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем натуральное ν. В [4] доказано, что найдёт-
ся такое Aν , что

∣∣Q̃ν,n(j)− Pν(
j

n
)
∣∣ 6 Aν

n
для всех j, n ∈ Z, n > 2.

Возьмём произвольное вещественное t и положим j = ⌊tn⌋. Имеем

∣∣∣Q̃ν,n

(
⌊tn⌋

)
− Pν(t)

∣∣∣ 6
∣∣Q̃ν,n(j)− Pν(

j

n
)
∣∣+

∣∣Pν(
j

n
)− Pν(t)

∣∣.

Первое слагаемое не превосходит Aν

n
и поэтому стремится к нулю при неогра-

ниченном возрастании n. Второе слагаемое также стремится к нулю, так как
функция Pν непрерывна и выполняется неравенство

∣∣∣ j
n
− t

∣∣∣ =
∣∣∣∣
⌊tn⌋ − tn

n

∣∣∣∣ 6
1

n
.

Следовательно, разность Q̃ν,n

(
⌊tn⌋

)
− Pν(t) стремится к нулю, что и требова-

лось доказать.

ТЕОРЕМА 2. Для любого t ∈ R существует конечный предел

R∗(t) := lim
n→∞

Rn

(
⌊tn⌋

)
. (10)

Предельная вектор-функция R∗ : R → R
d принадлежит пространству C2r−2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через an(p), p ∈ 0 : m − 1, коэффициенты
интерполяционного сплайна Rn. Значения вектор-функции an определяются
по формуле (7):

an =
1

w
F−1

m

(
Fm

(
b · (hn ∗ w)

)

Hn

)
. (11)

В правой части (11) от n зависят только функции hn и Hn. Найдём их пределы.
В силу леммы при k ∈ 0 : m− 1 справедливо предельное соотношение

h(k) := lim
n→∞

hn(k) = lim
n→∞

Qr,n(kn) = Pr(k).



7

При доказательстве теоремы 1 в [4] было установлено, что для каждого k ∈
∈ 0 : m− 1 существует конечный предел

H(k) := lim
n→∞

Hn(k) =
m−1∑

p=0

Pr(p)ω
−kp
m

и H(k) положительно.
Используемые в правой части (11) операции свёртки, ДПФ и обратного

ДПФ сводятся к конечному не зависящему от n числу арифметических дей-
ствий. Следовательно, можно перейти к пределу под этими операциями. При-
нимая во внимание положительность H, получаем

a∗(p) := lim
n→∞

an(p) =

[
1

w
F−1

m

(
Fm

(
b · (h ∗ w)

)

H

)]
(p).

Зафиксируем t ∈ [0,m] и подставим ⌊tn⌋ в формулу (3):

Rn

(
⌊tn⌋

)
=

∑m−1

p=0
Q̃r,n

(
⌊t− p⌋n

)
w(p) an(p)

∑m−1

p=0
Q̃r,n

(
⌊t− p⌋n

)
w(p)

. (12)

Найдём предел знаменателя и числителя дроби по отдельности. Для знамена-
теля согласно (9) имеем

lim
n→∞

m−1∑

p=0

Q̃r,n

(
⌊t− p⌋n

)
w(p) =

m−1∑

p=0

Pr(t− p)w(p).

Полученное выражение положительно, так как в силу тождества (8) представ-
ляет собой выпуклую комбинацию положительных весов w(p).

Воспользовавшись соотношением (9) и сходимостью последовательности{
an(p)

}
, получим выражение для предела числителя в правой части (12):

lim
n→∞

m−1∑

p=0

Q̃r,n

(
⌊t− p⌋n

)
w(p) an(p) =

m−1∑

p=0

Pr(t− p)w(p) a∗(p).

Итак,

R∗(t) := lim
n→∞

Rn

(
⌊tn⌋

)
=

∑m−1

p=0
Pr(t− p)w(p) a∗(p)∑m−1

p=0
Pr(t− p)w(p)

.

Сплайн Pr принадлежит пространству C2r−2, поэтому вектор-функция R∗(t)
также принадлежит этому пространству.

Теорема доказана.
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Рассмотрим результат теоремы 2 с геометрической точки зрения. Лома-
ные, задаваемые проективными интерполяционными сплайнами, сходятся к
гладкой кривой, определяемой вектор-функцией R∗(t). Подставляя в форму-
лу (10) значение t = l ∈ 0 : m− 1, получаем

R∗(l) = lim
n→∞

Rn(ln) = b(l).

Следовательно, предельная кривая проходит через точки интерполяции.

ПРИМЕР 3. Пусть m = 5, r = 2. На рисунках 5–8 штриховыми линиями
изображены ломаные, соответствующие проективным дискретным сплайнам,
построенным для различных значений n по одному и тому же набору из пя-
ти точек интерполяции. Кроме того, на каждом рисунке сплошной линией
показана предельная кривая, задаваемая вектор-функцией R∗(t). Точки ин-
терполяции b(p) отмечены кружками, рядом с которыми указаны веса w(p).
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