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Ïðåäèñëîâèå 9ÏðåäèñëîâèåÑ ÿíâàðÿ 2004 ã. íà ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêîì �àêóëüòåòå Ñàíêò-Ïåòåð-áóðãñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ðàáîòàåò ñåìèíàð ïî äèñêðåòíîìóãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó è ãåîìåòðè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ (Disrete Har-moni Analysis and Computer Aided Geometri Design, DHA & CAGD). Âåä¼òñÿñàéò ñåìèíàðà (http://dha.spb.ru). Íà ñàéòå ìíîãî ïîëåçíîé èí�îðìàöèè, íîíàèáîëüøóþ öåííîñòü èìååò ðàçäåë ¾Èçáðàííûå äîêëàäû¿. Äîêëàäû èç ýòîãîðàçäåëà çà ïåðèîä 2004�2008 ãîäû ëåãëè â îñíîâó ïåðâîé ÷àñòè ¾Èçáðàííûõãëàâ DHA & CAGD¿, îïóáëèêîâàííîé êàê Google-book â 2009 ã. (êíèãà äî-ñòóïíà online). Ïðåäëàãàåìàÿ âíèìàíèþ ÷èòàòåëåé âòîðàÿ ÷àñòü ¾Èçáðàííûõãëàâ¿ ñîäåðæèò äîêëàäû çà ïåðèîä 2009�2013 ãîäû.Íàïîìíèì îñíîâíûå âîïðîñû, êîòîðûì áûëà ïîñâÿùåíà ïåðâàÿ ÷àñòü êíèãè:� ïàðàìåòðè÷åñêèå âàðèàíòû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â îäíîìåð-íîì è ìíîãîìåðíîì ñëó÷àÿõ,� ëè�òèíãîâûå ñõåìû (ïðÿìàÿ è äâîéñòâåííàÿ) âåéâëåòíûõ ðàçëîæå-íèé äèñêðåòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ íà îñíîâå äèñêðåòíîé ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè,� �ðåéìû â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, æ¼ñòêèå �ðåéìû è îñîáåííîðàâíîóãîëüíûå æ¼ñòêèå �ðåéìû,� äèñêðåòíûå ïåðèîäè÷åñêèå ñïëàéíû ñ âåêòîðíûìè êîý��èöèåíòàìè èãåîìåòðè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå,� ñîñòàâíûå è îáîáù¼ííûå ïîâåðõíîñòè Êóíñà,� ñîñòàâíûå êðèâûå è ïîâåðõíîñòè Áåçüå.Âî âòîðîé ÷àñòè ïî-ïðåæíåìó áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì�ðåéìàì (�ðåéìû Ìåðñåäåñ-Áåíö, �ðåéìû Ïàðñåâàëÿ, öèêëè÷åñêèå �ðåé-ìû), íî ïîÿâèëèñü è íîâûå òåìû:� àíàëîã ýðìèòîâîé ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè â äèñêðåòíîì ïåðèîäè÷åñêîìñëó÷àå è åãî ïðèìåíåíèå â ãåîìåòðè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè,� äèñêðåòíûå �óíêöèè Âèëåíêèíà è Êðåñòåíñîíà,� áèíàðíûå îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû PONS (Prometheus Orthonormal Set),� ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðîâ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-ðüå è äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà,



10 Ïðåäèñëîâèå� ñ�åðè÷åñêèå ïîëóäèçàéíû è êóáàòóðíûå �îðìóëû,� ïåðèîäè÷åñêèå êðèâûå Áåçüå,� ïîñòðîåíèå êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé ìåòîäîì subdivision.Âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà è ïðåäåëüíûå òåîðåìû:� ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è íà �ðåéìàõ,� ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ñ�åðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíîâ,� ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà äèñêðåòíûõ ïîâåðõíîñòåé Êóíñà,� ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà äèñêðåòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñïëàéíîâ,� ïðåäåë äèñêðåòíûõ ïîâåðõíîñòåé Êóíñà,� ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ñõåìû subdivision,� ïðèíöèï íåîïðåäåë¼ííîñòè â äèñêðåòíîì ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå.Äâå ÷àñòè ¾Èçáðàííûõ ãëàâ¿ âìåñòå ñ ó÷åáíèêîìÌàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îñíîâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè�÷åñêîãî àíàëèçà. ÑÏá.: èçä-âî ¾Ëàíü¿, 2012. 304 ñ.îòðàæàþò ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå â îáëàñòè äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíà-ëèçà.Âòîðóþ ÷àñòü ¾Èçáðàííûõ ãëàâ¿ ïîäãîòîâèëè äëÿ ïóáëèêàöèè Ì. È. �ðè-ãîðüåâ (äîêëàäû 2009�2010 ãîäîâ) è Í. Â. ×àøíèêîâ (äîêëàäû 2011�2013 ãî-äîâ). Ïðèíîøó èì ñâîþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü.ßíâàðü 2014 ã. Â. Í. Ìàëîçåìîâ



ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÅ Ô�ÅÉÌÛÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ21 ÿíâàðÿ 2009 ã.Ïóñòü U � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n è '0 2 C n � åäèíè÷íûé âåêòîð.Â ðàáîòå [1℄ ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáûñèñòåìà âåêòîðîâ �'0; U'0; U2'0; : : : ; Um�1'0	 (1)ïðè m > n áûëà æ¼ñòêèì �ðåéìîì. Â ýòîì äîêëàäå ìû ïðîäîëæèì èçó÷åíèåñèñòåì âèäà (1), èñïîëüçóÿ íåêîòîðûå èäåè èç [2℄.Íîðìèðîâàííûé æ¼ñòêèé �ðåéì f'0; '1; : : : ; 'm�1g â C n ïðèm > n íàçîâ¼ìöèêëè÷åñêèì ñ êîíñòàíòîé  2 C , jj = 1, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåh'k+1; 's+1i = h'k; 'si ; k; s 2 0 : m� 1 ; (2)ãäå 'm =  '0.ÒÅÎ�ÅÌÀ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà âåêòîðîâ f'0; '1; : : : ; 'm�1g èç C nïðè m > n áûëà öèêëè÷åñêèì ñ êîíñòàíòîé  2 C , jj = 1, íîðìèðîâàííûìæ¼ñòêèì �ðåéìîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàøëàñü óíèòàðíàÿìàòðèöà U ïîðÿäêà n, òàêàÿ, ÷òî'k = Uk'0 ; k 2 1 : m� 1 ;ïðè÷¼ì âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà �1; : : : ; �n ìàòðèöû U ñóòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûåêîðíè ñòåïåíèm èç , à ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûåâåêòîðû p1; : : : ; pn óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ��h'0; pji�� = 1pn ; j 2 1 : n : (3)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Îáîçíà÷èì  k = 'k+1, k 2 0 : m�1,ãäå 'm =  '0. Ñîãëàñíî (2)h k;  si = h'k; 'si ; k; s 2 0 : m� 1 :11



12 ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÅ Ô�ÅÉÌÛÏî òåîðåìå îá óíèòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ ñèñòåì âåêòîðîâ [3℄ íàéä¼òñÿóíèòàðíàÿ ìàòðèöà U ïîðÿäêà n, òàêàÿ, ÷òî k = U'k ; k 2 0 : m� 1 :Ýòî çíà÷èò, ÷òî'k+1 = U'k ; k 2 0 : m� 2 ;  '0 = U'm�1 :Èìååì 'k = Uk'0 ; k 2 1 : m� 1 ; Um'0 =  '0 :Äàëåå Um'k = Um(Uk'0) = Uk(Um'0) =  'k ; k 2 0 : m� 1 ;òàê ÷òî (Um �  In)'k = 0 ; k 2 0 : m� 1 :Çäåñü In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ëèíåé-íàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ '0; '1; : : : ; 'm�1 ñîâïàäàåò ñ C n , çàêëþ÷àåì, ÷òîUm =  In : (4)Îáîçíà÷èì ÷åðåç �1; : : : ; �n ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû U è ÷åðåç p1; : : : ;pn � ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Çàïèøåìñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû U :U = P�P �:Çäåñü P � ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè p1; : : : ; pn è � � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà,� = diag(�1; : : : ; �n). Ìàòðèöà P � óíèòàðíàÿ, ïîýòîìóUm = P�mP �:Ñîãëàñíî (4), �m =  In. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Uÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ñòåïåíè m èç .Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî 'k = Uk'0 â âèäå 'k = P�kP �'0. Îáîçíà÷èì gk == P �'k. Òîãäà gk = �kg0, k 2 0 : m � 1. Â ïîêîîðäèíàòíîé çàïèñè ïîñëåäíååðàâåíñòâî âûãëÿäèò òàê:gk(j) = �kj g0(j) ; j 2 1 : n ; k 2 0 : m� 1 : (5)Îòìåòèì, ÷òî h'k; pji = hP �'k; P �pji = gk(j) : (6)



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 13Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå íîðìèðîâàííîãî æ¼ñòêîãî �ðåéìà è �îðìóëû (5), (6),ïðè âñåõ j 2 1 : n ïîëó÷àåì1 = pj2 = nm m�1Xk=0 ��hpj; 'ki��2 = nm m�1Xk=0 ��gk(j)��2 == nm m�1Xk=0 ���kj g0(j)��2 = n ��g0(j)��2:Îòñþäà ñëåäóåò (3), ïîñêîëüêó g0(j) = h'0; pji.Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû U ïîïàðíî ðàç-ëè÷íû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç � è G ìàòðèöû ñî ñòîëáöàìè '0; '1; : : : ; 'm�1 èg0; g1; : : : ; gm�1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïî îïðåäåëåíèþ íîðìèðîâàííîãî æ¼ñòêîãî�ðåéìà ��� = mn In. Âìåñòå ñ òåì, G = P � �, ïîýòîìóGG� = P ������P = mn In :Â ÷àñòíîñòè, (GG�)[i; j℄ = 0 ïðè i 6= j. Ñîãëàñíî (5) èìååì0 = �GG��[i; j℄ = m�1Xk=0 gk(i) gk(j) = g0(i) g0(j)m�1Xk=0 ��i �j�k: (7)Ïðè �i = �j òàêîå ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó j�jj = 1 è ��g0(j)�� = 1pnïðè âñåõ j 2 1 : n.Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. �àçëîæèì âåêòîð '0 ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñóp1; : : : ; pn. Çàïèøåì '0 = nXj=1h'0; pji pj :Ñîãëàñíî (3) k'0k2 = nXj=1 ��h'0; pji��2 = 1 :Ïî óñëîâèþ 'k = Uk'0, k 2 1 : m � 1, òàê ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ f'0; '1; : : : ;'m�1g ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííîé. Ïðîâåðèì, ÷òî îíà îáðàçóåò æ¼ñòêèé �ðåéì.Ââåä¼ì âåêòîðû gk = P �'k, k 2 0 : m� 1. Îáîçíà÷èì, êàê è ðàíüøå, ÷åðåç� è G ìàòðèöû ñî ñòîëáöàìè '0; '1; : : : ; 'm�1 è g0; g1; : : : ; gm�1 ñîîòâåòñòâåííî.Èìååì ��� = P GG�P �. Ïîêàæåì, ÷òî GG� = mn In. Îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü,÷òî f'0; '1; : : : ; 'm�1g � æ¼ñòêèé �ðåéì.Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëàìè (5) è (7). Çàïèøåì�GG��[i; j℄ = g0(i) g0(j) m�1Xk=0 ��i �j�k:



14 ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÅ Ô�ÅÉÌÛÂ ÷àñòíîñòè,�GG��[j; j℄ = m ��g0(j)��2 = m ��h'0; pji��2 = mn ; j 2 1 : n :Äàëåå, ïî óñëîâèþ �i 6= �j ïðè i 6= j, ïîýòîìó �i �j = �i ��1j 6= 1 è�GG��[i; j℄ = g0(i) g0(j) 1� (�i �j)m1� �i �j = g0(i) g0(j) 1� jj21� �i �j = 0 :Óñòàíîâëåíî, ÷òî f'0; '1; : : : ; 'm�1g � íîðìèðîâàííûé æ¼ñòêèé �ðåéì.Åãî öèêëè÷íîñòü ïðîâåðÿåòñÿ ïðîñòî. Ïîëîæèì 'm = Um'0. Â ýòîì ñëó÷àå'm = P�mP �'0 =  '0. Äëÿ âåêòîðîâ 'k = Uk'0, k 2 0 : m, ñîîòíîøåíèå (2)î÷åâèäíî.Òåîðåìà äîêàçàíà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ñîëîâü¼âà Í. À. Î æ¼ñòêèõ �ðåéìàõ ñïåöèàëüíîãî âèäà // Ýëåêòðîííûéàðõèâ ïðåïðèíòîâ Ñ.-Ïåòåðáóðãñêîãî ìàòåì. îáùåñòâà. Ïðåïðèíò 2009�01.8 ñ. (http://www.mathso.spb.ru/preprint/2009/index.html#01)2. Casazza P. G., Kova�evi� J. Uniform tight frames with erasures // Adv. Com-put. Math. 2003. V. 18. No. 2-4. P. 387{430.3. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ñîëîâü¼âà Í. À. Îá óíèòàðíûõ ìàòðèöàõ è ñèíãóëÿðíûõðàçëîæåíèÿõ // Ñåìèíàð ¾DHA&CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 30 ÿíâàðÿ2008 ã. (http://dha.spb.ru/reps08.shtml#0130).



ÀÍÀËÎ� Ý�ÌÈÒÎÂÎÉ ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÈÂ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎÌ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÌÑËÓ×ÀÅÍ. Â. ×àøíèêîâ14 �åâðàëÿ 2009 ã.1°. Ïóñòü N , r � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äèñêðåòíîé ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåéÁåðíóëëè ïîðÿäêà r íàçûâàåòñÿ ñèãíàëbr(j) = 1N N�1Xk=1 (!kN � 1)�r!kjN ; j 2 Z:Èç [1℄ èçâåñòíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà �óíêöèé Áåðíóëëè:�br+1(j) = br(j); j 2 Z; (1)br(r � j) = (�1)r br(j); j 2 Z: (2)Êðîìå òîãî, ëþáîé ñèãíàë x 2 C N äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèåx(j) = e+ N�1Xk=0 �rx(k) br(j � k); j 2 Z; (3)ãäå e = N�1PN�1k=0 x(k).Ïóñòü N = mn, ãäå m, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò åäèíèöû.Îïðåäåëèì �óíêöèþ t� äëÿ � 2 Z ïî �îðìóëåt�(l) := b2r(ln+ r + �); l 2 Z:ßñíî, ÷òî t� 2 C m . Ïîëîæèì T� :=Fm(t�).ËÅÌÌÀ 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîT�(l) = (�1)rn n�1Xq=Æm(l) !(qm+l)�N�2 sin �(qm+l)N �2r :15



16 ÀÍÀËÎ� Ý�ÌÈÒÎÂÎÉ ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÈ Â ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎÌ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÌ ÑËÓ×ÀÅÄîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ t� èìååìT�(l) = m�1Xp=0 t�(p)!�plm = m�1Xp=0 1N N�1Xk=1 (!kN � 1)�2r !k(pn+r+�)N !�plm == 1N N�1Xk=1 (!kN � 1)�2r !k(r+�)N m�1Xp=0 !(k�l)pm = 1n N�1Xk=1 (!kN � 1)�2r !krN !k�N Æm(k � l):Ñëàãàåìûå â ïîñëåäíåé ñóììå îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ïðè k = qm+ l. Êðîìåòîãî,(!kN � 1)�2!kN = !kN!2kN � 2!kN + 1 = 1!kN + !�kN � 2 = 12 os 2�kN � 2 = � 14 sin2 �kN :Òàêèì îáðàçîì, T�(l) = 1n n�1Xq=Æ(l)�� 14 sin2 �(qm+l)N �r!(qm+l)�N ;÷òî è òðåáîâàëîñü.ËÅÌÌÀ 2. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿT1(0) + T�1(0)� 2T0(0) 6= 0;T0(l)2 � T1(l)T�1(l) 6= 0; l 2 1 : m� 1:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùóþ ëåììó, ïîëó÷àåìT1(0) + T�1(0)� 2T0(0) = (�1)rn n�1Xq=1 !qn + !�qn � 2�2 sin �qn �2r = (�1)rn n�1Xq=1 2 os 2�qn � 2�2 sin �qn �2r :Âñå ñëàãàåìûå â ïîñëåäíåé ñóììå îòðèöàòåëüíû, ïîýòîìó âñÿ ñóììà îòðèöà-òåëüíà. Çíà÷èò, T1(0) + T�1(0)� 2T0(0) 6= 0.Äàëåå, ïðè l 2 1 : m� 1 èìååìT0(l)2 � T1(l)T�1(l) = 1n2 n�1Xp=0 1�2 sin �(pm+l)N �2r n�1Xq=0 1�2 sin �(qm+l)N �2r �� 1n2 n�1Xp=0 !pm+lN�2 sin �(pm+l)N �2r n�1Xq=0 !�qm�lN�2 sin �(qm+l)N �2r == 1n2 n�1Xp=0 n�1Xq=0 1� !p�qn�4 sin �(pm+l)N sin �(qm+l)N �2r :



Í. Â. ×àøíèêîâ 17ßñíî, ÷òî Re(1 � !p�qn ) > 0, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè p = q.Òàê êàê n > 2, òî â ñóììå áóäóò ñëàãàåìûå ñ p 6= q. Ïîýòîìó âåùåñòâåííàÿ÷àñòü ñóììû ïîëîæèòåëüíà, ÷òî ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå òðåáóåìîãî íåðàâåí-ñòâà.2°. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dr ìíîæåñòâî ñèãíàëîâ âèäàS(j) = 0 + m�1Xp=0 1(p) b2r(j � pn+ r) + m�1Xp=0 2(p) b2r(j � pn + r � 1); (4)ãäå 0, 1(p), 2(p) � êîìïëåêñíûå êîý��èöèåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíî-øåíèþ m�1Xp=0�1(p) + 2(p)� = 0: (5)ßñíî, ÷òî Dr ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.�àññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Dr èíòåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷óS(ln) = y(l); l 2 0 : m� 1;�S(ln) = z(l); l 2 0 : m� 1; (6)ãäå y(l), z(l) � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à (6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óñëîâèÿ (6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåS(ln) = y(l);S(ln + 1) = y(l) + z(l):Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ S(j) èç �îðìóëû (4), ïîëó÷àåì0 + m�1Xp=0 1(p) b2r(ln� pn+ r) + m�1Xp=0 2(p) b2r(ln� pn+ r � 1) = y(l);0 + m�1Xp=0 1(p) b2r(ln� pn+ r + 1) + m�1Xp=0 2(p) b2r(ln� pn+ r) = y(l) + z(l):Âîñïîëüçîâàâøèñü �óíêöèÿìè t0, t�1 è t1, ïåðåïèøåì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿâ âèäå 0 + m�1Xp=0 1(p) t0(l � p) + m�1Xp=0 2(p) t�1(l � p) = y(l);



18 ÀÍÀËÎ� Ý�ÌÈÒÎÂÎÉ ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÈ Â ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎÌ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÌ ÑËÓ×ÀÅ0 + m�1Xp=0 1(p) t1(l � p) + m�1Xp=0 2(p) t0(l � p) = y(l) + z(l);èëè, â áîëåå êîìïàêòíîé �îðìå,0 + 1 � t0 + 2 � t�1 = y;0 + 1 � t1 + 2 � t0 = y + z:Ïðè ïåðåõîäå â ñïåêòðàëüíóþ îáëàñòü óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèäm0 Æm(l) + C1(l)T0(l) + C2(l)T�1(l) = Y (l);m 0 Æm(l) + C1(l)T1(l) + C2(l)T0(l) = Y (l) + Z(l); (7)ãäå C1 = Fm(1), C2 = Fm(2), Y = Fm(y), Z = Fm(z).Çàïèøåì óðàâíåíèÿ (7) ïðè l = 0:m0 + C1(0)T0(0) + C2(0)T�1(0) = Y (0);m 0 + C1(0)T1(0) + C2(0)T0(0) = Y (0) + Z(0):Èç óñëîâèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî C1(0)+C2(0) = 0. Ïîäñòàâëÿÿ �C1(0) âìåñòî C2(0)è âû÷èòàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå, ïðèä¼ì ê ðàâåíñòâóC1(0)�T1(0) + T�1(0)� 2T0(0)� = Z(0):Â ñèëó ëåììû 2 èç ýòîãî ðàâåíñòâà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ C1(0), à èç íåãîíàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ C2(0) è 0.Ïðè l 2 1 : m� 1 ñèñòåìà (7) ïðèíèìàåò âèäC1(l)T0(l) + C2(l)T�1(l) = Y (l);C1(l)T1(l) + C2(l)T0(l) = Y (l) + Z(l);òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïðè÷¼ì îïðåäåëèòåëüìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû ðàâåí T0(l)2 � T1(l)T�1(l). Îí îòëè÷åí îò íóëÿ ïî ëåì-ìå 2.Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ 0, C1(l) è C2(l) ïðè l 2 0 : m�1 îïðåäåëÿþòñÿ îä-íîçíà÷íî. Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, íàéä¼ì êîý��èöèåíòû1(p) è 2(p) äëÿ p 2 0 : m� 1.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Åñëè y(l) è z(l) âåùåñòâåííû ïðè l 2 0 : m � 1, òîçíà÷åíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ñèãíàëà òàêæå âåùåñòâåííû.



Í. Â. ×àøíèêîâ 19Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (4) â óðàâíåíèÿ (6). Ñ ó÷¼òîìóñëîâèÿ (5) ïîëó÷èì ñèñòåìó èç 2m + 1 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè0, 1(0); : : : ; 1(m�1), 2(0); : : : ; 2(m�1). Òàê êàê çíà÷åíèÿ �óíêöèè Áåðíóë-ëè b2r(j) âåùåñòâåííû ïðè âñåõ j 2 Z, òî ìàòðèöà ñèñòåìû áóäåò âåùåñòâåííà.Ïî óñëîâèþ è ñòîëáåö ïðàâûõ ÷àñòåé ñîñòîèò èç âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Çíà-÷èò, êîý��èöèåíòû 0, 1(p), 2(p) èíòåðïîëÿöèîííîãî ñèãíàëà, ÿâëÿþùèåñÿðåøåíèåì ñèñòåìû, òàêæå âåùåñòâåííû. Íî òîãäà âåùåñòâåííû è çíà÷åíèÿèíòåðïîëÿöèîííîãî ñèãíàëà.3°. �àññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷óf(x) :=N�1Xj=0 ���rx(j)��2 ! min;x(ln) = y(l); l 2 0 : m� 1;�x(ln) = z(l); l 2 0 : m� 1;x 2 C N : (8)
ËÅÌÌÀ 3. Ïóñòü S 2 Dr � ñèãíàë âèäà (4), x 2 C N � ïðîèçâîëüíûéñèãíàë. ÒîãäàN�1Xj=0 �rS(j)�rx(j) = (�1)r m�1Xp=0�1(p) x(pn) + 2(p) x(pn+ 1)�:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñâîéñòâ (1) è (2) ñëåäóåò, ÷òî�rb2r(j � pn + r) = br(j � pn+ r) = (�1)r br(pn� j);�rb2r(j � pn + r � 1) = br(j � pn + r � 1) = (�1)r br(pn+ 1� j):Ñëåäîâàòåëüíî, N�1Xj=0 �rS(j)�rx(j) == (�1)r N�1Xj=0 m�1Xp=0�1(p) br(pn� j) + 2(p) br(pn+ 1� j)��rx(j) == (�1)r m�1Xp=0 1(p) N�1Xj=0 br(pn� j)�rx(j) ++ (�1)r m�1Xp=0 2(p) N�1Xj=0 br(pn+ 1� j)�rx(j):



20 ÀÍÀËÎ� Ý�ÌÈÒÎÂÎÉ ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÈ Â ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎÌ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÌ ÑËÓ×ÀÅÑîãëàñíî ñâîéñòâó (3) N�1Xj=0 br(pn� j)�rx(j) = x(pn)� e;N�1Xj=0 br(pn + 1� j)�rx(j) = x(pn + 1)� e;ãäå e = N�1PN�1j=0 x(j). Çíà÷èò,N�1Xj=0 �rS(j)�rx(j) = (�1)r m�1Xp=0�1(p) x(pn) + 2(p) x(pn+ 1)��� (�1)reN m�1Xp=0�1(p) + 2(p)�:Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî Pm�1p=0 �1(p) + 2(p)� = 0.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (8) ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöè�îííûé ñèãíàë S� 2 Dr.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé ñèãíàë, óäîâëåòâîðÿþùèéîãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (8). Ïîëîæèì � = x� S�. ßñíî, ÷òî�(ln) = �(ln+ 1) = 0 ïðè l 2 0 : m� 1:Â ñèëó ëèíåéíîñòè êîíå÷íîé ðàçíîñòè r-ãî ïîðÿäêà èìååìf(x) = f(S� + �) = N�1Xj=0 ���rS�(j) + �r�(j)��2 == f(S�) + f(�) + 2ReN�1Xj=0 �rS�(j)�r �(j):Ïî ëåììå 3N�1Xj=0 �rS�(j)�r �(j) = (�1)r m�1Xp=0�1(p) �(pn) + 2(p) �(pn + 1)� = 0:Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) = f(S�) + f(�). Ïîýòîìó f(x) > f(S�), òî åñòü S� �ðåøåíèå çàäà÷è (8).Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Åñëè f(x) = f(S�), òî f(�) = 0. Íîòîãäà �r�(j) = 0 ïðè âñåõ j 2 Z. Èç ðàçëîæåíèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî � � onst, àòàê êàê �(0) = 0, òî � � 0, ÷òî âëå÷¼ò x = S�.



Í. Â. ×àøíèêîâ 21Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. ÅñëèPm�1l=0 z(l) = 0, òî èíòåðïîëÿöèîííûé ñèãíàë Sïðåäñòàâèì â âèäå S(j) = S1(j) + S2(j � 1);ãäå S1; S2 2 Smr .Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ïîñòðîåíèþ èíòåðïîëÿöèîííîãî ñèãíàëàC1(0) = Z(0)=�T1(0) + T�1(0)� 2T0(0)�;ãäå Z = Fm(z). Íî Z(0) = Pm�1l=0 z(l) = 0, ïîýòîìó C1(0) = 0 è C2(0) == �C1(0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,m�1Xp=0 1(p) = C1(0) = 0; m�1Xp=0 2(p) = C2(0) = 0:Ïîëîæèì S1(j) = 0 + m�1Xp=0 1(p) b2r(j � pn+ r);S2(j) = m�1Xp=0 2(p) b2r(j � pn + r):ßñíî, ÷òî S(j) = S1(j) + S2(j � 1), à ïî òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè äèñêðåòíîãîïåðèîäè÷åñêîãî ñïëàéíà ñ ïîìîùüþ �óíêöèé Áåðíóëëè [1, ñ. 17℄ ñèãíàëû S1è S2 ïðèíàäëåæàò Smr , ÷òî è òðåáîâàëîñü.4°. Ñèãíàëû èç ïðîñòðàíñòâà Dr ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ çà-ìêíóòûõ êðèâûõ. Ïóñòü çàäàíû íàáîðû âåêòîðîây(l) = �y1(l); : : : ; yd(l)� 2 Rd ; l 2 0 : m� 1;z(l) = �z1(l); : : : ; zd(l)� 2 Rd ; l 2 0 : m� 1:Íàéä¼ì èíòåðïîëÿöèîííûå ñèãíàëû S0; S1; : : : ; Sd èç Dr, óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèÿì S�(ln) = y�(l); l 2 0 : m� 1;�S�(ln) = z�(l); l 2 0 : m� 1:Ïî ïðåäëîæåíèþ 1 âñå çíà÷åíèÿ S�(j) áóäóò âåùåñòâåííûìè. Ïîýòîìó ìîæíîïîñòðîèòü çàìêíóòóþ ëîìàíóþ â ïðîñòðàíñòâå Rd ñ âåðøèíàìèS(j) = �S1(j); : : : ; Sd(j)�; j 2 0 : N � 1:



22 ÀÍÀËÎ� Ý�ÌÈÒÎÂÎÉ ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÈ Â ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎÌ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÌ ÑËÓ×ÀÅÝòà ëîìàíàÿ áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç çàäàííûå òî÷êè y(l) è èìåòü â ýòèõ òî÷êàõçàäàííûå íàïðàâëåíèÿ z(l).Ïóñòü x(j) = �x1(j); : : : ; xd(j)�. ÏîñêîëüêóN�1Xj=0�rx(j)2 = N�1Xj=0 dX�=1���rx�(j)��2 = dX�=1 N�1Xj=0 ���rx�(j)��2;òî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî èíòåðïîëÿöèîííûõ ñèãíà-ëîâ S�, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âåêòîð-�óíêöèÿ S(j) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûìðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷èN�1Xj=0�rx(j)2 ! min;x(ln) = y(l); l 2 0 : m� 1;�x(ln) = z(l); l 2 0 : m� 1;íà ìíîæåñòâå äèñêðåòíûõ N -ïåðèîäè÷åñêèõ âåêòîð-�óíêöèé x(j).Ï�ÈÌÅ�. Ïîëîæèì r = 3, d = 2. Íà ðèñóíêàõ 1�4 èçîáðàæåíû ëîìàíûåñ âåðøèíàìè S(j). Âåêòîðû y(l) ïîêàçàíû æèðíûìè òî÷êàìè, íàïðàâëåíèÿâåêòîðîâ z(l) óêàçàíû ïóíêòèðíûìè ñòðåëêàìè. Ïàðàìåòð n ðàâåí 20 íà âñåõðèñóíêàõ, êðîìå ðèñóíêà 1, ãäå îí ðàâåí 30.
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�èñ. 4. 8 óçëîâËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îñíîâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà. ×àñòü òðåòüÿ. ÑÏá.: ÍÈÈÌÌ, 2003. 88 ñ.



ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÅ ÄÈÇÀÉÍÛÀ. Ì. Äóðÿãèí À. Á. Ïåâíûé4 ìàðòà 2009 ã.Äà¼òñÿ îïðåäåëåíèå ñ�åðè÷åñêîãî t-äèçàéíà â Rn . Ïðèâîäèòñÿ ïðè�ìåð 4-äèçàéíà â R3 , ñîñòîÿùåãî èç âåðøèí èêîñàýäðà. Ïîäðîáíî èññëå�äóåòñÿ âîïðîñ î âèäå t-äèçàéíîâ íà ïëîñêîñòè.1°. Ïóñòü t � ÷¼òíîå ÷èñëî, t > 2. Ñèñòåìà åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ f'1; '2; : : : ;'mg â Rn íàçûâàåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì t-äèçàéíîì, åñëè äëÿ ëþáîãî x 2 Rn âû-ïîëíåíî òîæäåñòâî mXi=1 �hx; 'ii�t = Akxkt;ãäå A > 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Òàêîå îïðåäåëåíèå èñïîëüçóåòñÿ â [1℄.Ïðè t = 2 ñ�åðè÷åñêèå 2-äèçàéíû � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî æ¼ñòêèå �ðåéìû,ñîñòîÿùèå èç åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñòü äðóãîå îïðåäåëåíèå ñ�åðè÷åñêîãî äèçàéíà, ñâÿ-çàííîå ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïî åäèíè÷íîé ñ�åðå â Rn (ñì., íàïðèìåð, [2, 3℄).Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ñ�åðè÷åñêîãî t-äèçàéíà íå ìîæåò áûòü ìåíüøåíåêîòîðîé íèæíåé ãðàíèöû. À èìåííî, ïðè t = 2s äîëæíî âûïîëíÿòñÿ íåðà-âåíñòâî (ñì. [1℄): m > Cn�1n+s�1: (1)Íàïðèìåð, ïðè n = 3, t = 4, s = 2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîm > C24 = 6:2°. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ìèíèìàëüíîãî (ñîñòîÿùåãî èç 6 âåêòîðîâ) 4-äèçàéíàâ ïðîñòðàíñòâå R3 . �àññìîòðèì âåêòîðûg1 = (�; 1; 0); g4 = (�;�1; 0);g2 = (0; �; 1); g5 = (0; �;�1);g3 = (1; 0; �); g6 = (�1; 0; �);24



À. Ì. Äóðÿãèí, À. Á. Ïåâíûé 25ãäå � = 1+p52 � çîëîòîå ñå÷åíèå. Òî÷êè g1; : : : ; g6 ëåæàò íà ñ�åðå SR ðàäèóñàR = p1 + �2 =s5 +p52 :Ââåä¼ì åäèíè÷íûå âåêòîðû 'i = gi=R. Ýòè âåêòîðû îáëàäàþò ñâîéñòâîì ðàâ-íîóãîëüíîñòè jh'i; 'jij = 1p5 ; i 6= j:Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà f'ig6i=1 ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì 4-äèçàéíîì.Ïóñòü X = fx; y; zg 2 R3 . Âû÷èñëèì ñóììóF4(X) = 6Xi=1 [hgi; Xi℄4 = (�x+ y)4 + (�y + z)4 ++ (�z + x)4 + (�x� y)4 + (�y � z)4 + (�z � x)4: (2)Ïðè âîçâåäåíèè â 4-óþ ñòåïåíü âñå íå÷¼òíûå ñòåïåíè x; y; z óíè÷òîæàòñÿ. Ïðè-ä¼ì ê âûðàæåíèþF4(X) = 2 � (1 + �4) x4 + (1 + �4) y4 + (1 + �4) z4 ++ 6�2 x2 y2 + 6�2 y2 z2 + 6�2 x2 z2 �:Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî 1 + �4 = 3�2 = 32(3 +p5).Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèåA = 2(1 + �4) = 2 � 3�2 = 3(3 +p5):Òîãäà F4(X) = A �x4 + y4 + z4 + 2 x2 y2 + 2 y2 z2 + 2 x2 z2 � == A (x2 + y2 + z2)2 = AkXk4: (3)Ïîäñòàâèì â (2) gi = R'i. Ñ ó÷¼òîì (3) ïîëó÷èì6Xi=1 �h'i; Xi�4 = AR4 kXk4 = 65 kXk4 8X 2 R3 :Çíà÷èò, ñèñòåìà f'1; : : : ; '6g ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì 4-äèçàéíîì â R3 .



26 ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÅ ÄÈÇÀÉÍÛßñíî, ÷òî ñèñòåìà f'1; : : : ; '6g íå ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì 6-äèçàéíîì â R3 ,èáî ïðè n = 3, t = 6, s = 3 âûïîëíÿëîñü áû íåðàâåíñòâî m > C25 = 10, à ó íàñòîëüêî 6 âåêòîðîâ.Äîïîëíèì ñèñòåìó '1; : : : ; '6 âåêòîðàìè �'1; : : : ;�'6. Ïîëó÷èâøóþñÿ ñè-ñòåìó èç 12 âåêòîðîâ â R3 îáîçíà÷èì � = f'1; : : : ; '12g. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êàñèñòåìû � ÿâëÿåòñÿ èêîñàýäðîì, âïèñàííûì â åäèíè÷íóþ ñ�åðó. Ñèñòåìà �ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì 2-äèçàéíîì è 4-äèçàéíîì.3°. Â ýòîì ïóíêòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ�åðè÷åñêèå t-äèçàéíû íà ïëîñêîñòè,ãäå t � ïðîèçâîëüíîå ÷¼òíîå ÷èñëî, t > 2. Òàêèå äèçàéíû ìîæíî íàçâàòüêðóãîâûìè.Ñèñòåìà åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ fb0; : : : ; bm�1g â R2 áóäåò êðóãîâûì t-äèçàé-íîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîm�1Xk=0�hbk; Xi�t = AkXkt; (4)ãäå A > 0 � êîíñòàíòà, X = (x; y) � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç R2 , kXk ==px2 + y2.Ïóñòü t = 2s. Íåðàâåíñòâî (1) ïðèíèìàåò âèäm > C1s+1 = s+ 1 = t2 + 1:Åñëè m = t2+1, òî äèçàéí áóäåì íàçûâàòü ìèíèìàëüíûì. Ïðè t = 2 ìèíè-ìàëüíûé äèçàéí äîëæåí ñîäåðæàòü äâà âåêòîðà (m = 2). Äâà åäèíè÷íûõ âåê-òîðà b0 è b1 îáðàçóþò 2-äèçàéí (æ¼ñòêèé �ðåéì) òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè âåêòî-ðû îðòîãîíàëüíû: hb0; b1i = 0. Â ýòîì ñëó÷àå êîíöû âåêòîðîâ fb0; b1;�b0;�b1gñîâïàäàþò ñ âåðøèíàìè êâàäðàòà.Â ðàáîòå [1, . 23℄ áåç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì t > 2ïîëîâèíà âåðøèí ïðàâèëüíîãî (t + 2)-óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â åäèíè÷íóþîêðóæíîñòü, îáðàçóåò êðóãîâîé t-äèçàéí. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëü-ñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïóò¼ì íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêè ðàâåíñòâà (4).Ïóñòü t � ÷¼òíîå, t > 2. Ïîëîæèìm = t2 + 1: (5)�àçäåëèì îêðóæíîñòü íà 2m = t + 2 ÷àñòåé è ðàññìîòðèì âåêòîðûbk = �os k�m ; sin k�m � ; k 2 0 : m� 1: (6)Ýòî ïîëîâèíà âåêòîðîâ ñ êîíöàìè â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî 2m-óãîëüíèêà(ñì. ðèñ. 1):
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�èñ. 1ÒÅÎ�ÅÌÀ. Âåêòîðû (6) îáðàçóþò p-äèçàéí ñ êîíñòàíòîéAp = m(p� 1)!!p!!äëÿ ëþáîãî p = 2; 4; : : : ; t.4°. Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû ïðèâåä¼ì õîðîøî èçâåñòíóþ ëåììó îòî÷íîñòè êâàäðàòóðíîé �îðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõïîëèíîìîâ.ËÅÌÌÀ. �àçäåëèì îòðåçîê [0; 2�℄ íà 2m ðàâíûõ ÷àñòåé ñ øàãîì h = �m .Òîãäà äëÿ ëþáîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìàf(') = pXk=0(ak os k'+ bk sin k')ïîðÿäêà p, ãäå p 6 2m� 1, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîZ 2�0 f(') d' = �m 2m�1Xj=0 f�j�m �: (7)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëèíîì f(') ìîæíî çàïèñàòü â âèäåf(') = pXk=�p k eik':Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (7) äëÿ �óíêöèè eik', jkj 6 p. Ïðè k = 0 ïîëó÷àåìðàâåíñòâî 2� = 2�. Åñëè æå 1 6 jkj 6 p 6 2m � 1, òî ñóììà â (7) áóäåòãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé ñî çíàìåíàòåëåìq = eik�=m 6= 1:



28 ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÅ ÄÈÇÀÉÍÛÑóììà â (7) ðàâíà q2m � 1q � 1 = e2ik� � 1q � 1 = 0:Èíòåãðàë òàêæå ðàâåí íóëþ.5°. Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû.Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð X = (x; y) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåx = r os �; y = r sin �;ãäå r =px2 + y2 = kXk, à � � íåêîòîðûé óãîë.Òîãäà äëÿ ëþáîãî p = 2; 4; : : : ; t ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâàhbk; Xi = r � os k�m os � + sin k�m sin �� = r os�k�m � ��;m�1Xk=0�hbk; Xi�p = rp S(�); (8)ãäå S(�) = m�1Xk=0 h os�k�m � ��ip:Ïîñêîëüêó p � ÷¼òíîå, òî �óíêöèÿ osp ' èìååò ïåðèîä �. ÎòñþäàS(�) = 12 2m�1Xk=0 h os�k�m � ��ip:Âûðàæåíèå � os('��)�p ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì ïîðÿäêà pïî ïåðåìåííîé '. Â ñèëó (5) 2m = t + 2, îòñþäà p 6 t = 2m� 2 < 2m� 1. Ïîëåììå S(�) = 12m� Z 2�0 �os('� �)�p d' = m2� Z 2�0 �os'�p d'; (9)òàê êàê ïðè ñäâèãå àðãóìåíòà 2�-ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè íà �èêñèðîâàííîå÷èñëî � èíòåãðàë íå ìåíÿåòñÿ. Çíà÷åíèå ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà èçâåñòíî:Z 2�0 osp 'd' = 4 Z �=20 osp 'd' = 2� (p� 1)!!p!! :Â ñèëó (8) è (9) ïðèä¼ì ê ðàâåíñòâóm�1Xk=0�hbk; Xi�p = m(p� 1)!!p!! kXkt:Òåîðåìà äîêàçàíà.



À. Ì. Äóðÿãèí, À. Á. Ïåâíûé 29Çàì å ÷ à í è å. Äîáàâèì ê ñèñòåìå (6) ïðîòèâîïîëîæíûå âåêòîðû �b0;�b1; : : : ;�bm�1. Ïîëó÷èì ñèñòåìó èç 2m âåêòîðîâbk = � os k�m ; sin k�m �; k 2 0 : 2m� 1: (10)Ýòè âåêòîðû íàïðàâëåíû â âåðøèíû ïðàâèëüíîãî 2m-óãîëüíèêà (ñì. ðèñ. 2).
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�èñ. 2Âåêòîðû (10) òàêæå îáðàçóþò êðóãîâîé p-äèçàéí (ñ êîíñòàíòîé 2Ap).Ìîæíî ñêàçàòü òàê: âåðøèíû ïðàâèëüíîãî 2m-óãîëüíèêà îáðàçóþò êðó-ãîâîé p-äèçàéí ïðè ëþáîì p = 2; 4; : : : ; 2m � 2 (èç �îðìóëû (5) ñëåäóåò,÷òî t = 2m� 2).Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î ñ�åðè÷åñêèõ t-äèçàéíàõ ìîæíî íàéòè â [4, 2,1, 3℄.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Reznik B. Sums of even powers of real linear forms // Memoirs of Amer.Math. So. 1992. V. 96. N 463. P. 1{155.2. Waldron S. Generalized Welh bound equality sequenes are tight frame //Tehnial Report. 18 Marh 2003. (http://www.math.aukland.a.nz/~waldron).3. Bannai E., Munemasa A., Venkov B. The nonexistene ertain tight spherialdesigns // Àëãåáðà è àíàëèç. 2004. Ò. 16. Âûï. 4. Ñ. 1�23.4. Àíäðååâ Í. Í., Þäèí Â. À. Ýêñòðåìàëüíûå ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê íà ñ�å�ðå // Ìàòåì. ïðîñâåùåíèå. Ñåð. 3. Âûï. 1. 1997. Ñ. 115�121.



ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÎÅ ÑÂÎÉÑÒÂÎÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ ÊÓÍÑÀÍ. Â. ×àøíèêîâ14 ìàðòà 2009 ã.1°. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îáîáù¼ííîé ïîâåðõíîñòè Êóíñà, äàííîå â [1℄.Ïóñòü Du � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, Tu � íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî,ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå �óíêöèè íàä Du. Êðîìå òîãî,ïóñòü çàäàí íàáîð ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ Lu1 ; : : : ; Lum : Tu ! R è íàáîð �óíê-öèé Hu1 ; : : : ; Hum 2 Tu, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿìLui (Huj ) = Æij; i; j 2 1 : m: (1)Àíàëîãè÷íî, ïóñòü çàäàíî íåïóñòîå ìíîæåñòâî Dv, ëèíåéíîå ïðîñòðàí-ñòâî Tv, ñîñòîÿùåå èç âåùåñòâåííûõ �óíêöèé íàä Dv, íàáîð ëèíåéíûõ �óíê-öèîíàëîâ Lv1; : : : ; Lvn : Tv ! R è íàáîð �óíêöèé Hv1 ; : : : ; Hvn 2 Tv, óäîâëåòâîðÿ-þùèõ ñîîòíîøåíèÿì Lvi (Hvj ) = Æij; i; j 2 1 : n: (2)Ôóíêöèè Hui , Hvj íàçûâàþòñÿ ñìåøèâàþùèìè �óíêöèÿìè.Ïóñòü s � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà âåêòîð-�óíêöèé, êî-îðäèíàòíûå �óíêöèè êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò Tu è Tv :Tu = �g : Du ! Rs �� g(u) = �g1(u); : : : ; gs(u)�; gk 2 Tu	 ;Tv = � f : Dv ! Rs �� f(v) = �f 1(v); : : : ; f s(v)�; fk 2 Tv	 :Ââåä¼ì ëèíåéíûå îïåðàòîðûLui (g) = �Lui (g1); : : : ; Lui (gs)� äëÿ g(u) = �g1(u); : : : ; gs(u)� 2 Tu; i 2 1 : m;Lvj (f) = �Lvj (f 1); : : : ; Lvj (f s)� äëÿ f(u) = �f 1(u); : : : ; f s(u)� 2 Tv; j 2 1 : n:Ïóñòü çàäàíû íàáîðû îïîðíûõ âåêòîð-�óíêöèéf1; : : : ; fm 2 Tv; g1; : : : ; gn 2 Tu;30



Í. Â. ×àøíèêîâ 31óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿLui (gj) = Lvj (fi); i 2 1 : m; j 2 1 : n: (3)Îïðåäåëèì âåêòîð-�óíêöèþ  : Du �Dv ! Rs :(u; v) = mXi=1 Hui (u) fi(v) + nXj=1 Hvj (v) gj(u)� mXi=1 nXj=1 Hui (u)Hvj (v)Lui (gj): (4)Ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ âåêòîð-�óíêöèåé (u; v), íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííîéïîâåðõíîñòüþ Êóíñà. Â [1℄ äîêàçàíî, ÷òî âåêòîð-�óíêöèÿ (u; v) óäîâëåòâî-ðÿåò óñëîâèÿì Lui ((�; v)) = fi(v); i 2 1 : m; v 2 Dv;Lvj ((u; �)) = gj(u); j 2 1 : n; u 2 Du: (5)2°. �àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé îáîáù¼ííûõ ïîâåðõíîñòåé Êóíñà, â êî-òîðîì â êà÷åñòâå ñìåøèâàþùèõ �óíêöèé áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ äèñêðåòíûåïåðèîäè÷åñêèå ñïëàéíû.Ïóñòü N1 = m1n1, N2 = m2n2, ãäå m1, n1 è m2, n2 � íàòóðàëüíûå ÷èñ-ëà, îòëè÷íûå îò åäèíèöû. Ïîëîæèì Du = Dv = Z. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâîTu êàê ìíîæåñòâî âñåõ N1-ïåðèîäè÷åñêèõ, à Tv � êàê ìíîæåñòâî âñåõ N2-ïåðèîäè÷åñêèõ âåùåñòâåííûõ �óíêöèé íàä Z. Çàäàäèì �óíêöèîíàëû Lui è Lvj�îðìóëàìè Lui (g) = g(in1); i 2 0 : m1 � 1;Lvj (f) = f(jn2); j 2 0 : m2 � 1:Ïóñòü r1, r2 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå Hu0 èíòåðïîëÿöèîííûéñïëàéí ïîðÿäêà r1, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿìHu0 (kn1) = Æm1(k); k 2 0 : m1 � 1;à â êà÷åñòâå Hv0 � èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí ïîðÿäêà r2, óäîâëåòâîðÿþùèéóñëîâèÿì Hv0 (kn2) = Æm2(k); k 2 0 : m2 � 1:Îñòàëüíûå ñìåøèâàþùèå �óíêöèè îïðåäåëèì �îðìóëàìèHui (u) = Hu0 (u� in1); i 2 1 : m1 � 1; u 2 Z;Hvj (v) = Hv0 (v � jn2); j 2 1 : m2 � 1; v 2 Z:Âñå �óíêöèè Hui ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè ïåðèîäè÷åñêèìè ñïëàéíàìè ïîðÿä-êà r1, à âñå �óíêöèè Hvj � äèñêðåòíûìè ïåðèîäè÷åñêèìè ñïëàéíàìè ïîðÿä-êà r2.



32 ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÎÅ ÑÂÎÉÑÒÂÎ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ ÊÓÍÑÀÏðîâåðèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (1):Lui (Huj ) = Huj (in1) = Hu0 (in1 � jn1) = Æm1(i� j) = Æij ïðè i; j 2 0 : m1 � 1:Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (2).Ïóñòü çàäàíû íàáîðû âåêòîð-�óíêöèéf0; : : : ; fm1�1; g0; : : : ; gm2�2 : Z! Rs ;ãäå âåêòîð-�óíêöèè fi � N2-ïåðèîäè÷åñêèå, gj � N1-ïåðèîäè÷åñêèå. Óñëîâèÿñîãëàñîâàíèÿ (3) ñâåäóòñÿ ê ðàâåíñòâàìfi(jn2) = gj(in1); i 2 0 : m1 � 1; j 2 0 : m2 � 1: (6)Ôîðìóëà (4) â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä(u; v) = m1�1Xi=0 Hui (u) fi(v) + m2�1Xj=0 Hvj (v) gj(u)�� m1�1Xi=0 m2�1Xj=0 Hui (u)Hvj (v) gj(in1): (7)Ïîñòðîåííàÿ ïî íåé âåêòîð-�óíêöèÿ (u; v) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíè-ÿì (u; jn2) = gj(u); j 2 0 : m2 � 1; u 2 Z;(in1; v) = fi(v); i 2 0 : m1 � 1; v 2 Z: (8)ßñíî, ÷òî âåêòîð-�óíêöèÿ (u; v) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì N1 ïî ïåðâîìó àð-ãóìåíòó è ñ ïåðèîäîì N2 � ïî âòîðîìó.3°. Îáðàòèìñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè âåêòîð-�óíêöèè (u; v)ïðè s = 3. Îïîðíûå âåêòîð-�óíêöèè fi è gj çàäàþò äâà íàáîðà çàìêíóòûõëîìàíûõ â ïðîñòðàíñòâå R3 . Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (6) îçíà÷àþò, ÷òî êàæäàÿèç ëîìàíûõ ïåðâîãî íàáîðà ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé ëîìàíîé âòîðîãî íàáîðà,îáðàçóÿ ñåòêó. Ïðèìåð ñåòêè îïîðíûõ êðèâûõ ïðèâåä¼í íà ðèñ. 1. Â ýòîìïðèìåðå m1 = 4, m2 = 2. Âåêòîð-�óíêöèè f0, f1, f2 è f3 çàäàþò çàìêíóòûåëîìàíûå, ïîëó÷åííûå èç îäíîé ëîìàíîé ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïîâîðîòàìè íàóãîë 90Æ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè. Âåêòîð-�óíêöèè g0 è g1 çàäàþò çàìêíóòûåëîìàíûå, ëåæàùèå â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Òî÷êè ïåðåñåñåíèé ëîìàíûõîòìå÷åíû êðóæêàìè. Çíà÷åíèÿ n1 è n2 ðàâíû 20, ïîýòîìó ëîìàíûå fi ñîñòîÿòèç 40 îòðåçêîâ, à ëîìàíûå gj � èç 80 îòðåçêîâ.Âåêòîð-�óíöèÿ (u; v) çàäà¼ò íàáîð òî÷åê â R3 . Ñîåäèíÿÿ íàáîðû èç ÷å-òûð¼õ ñîñåäíèõ òî÷åê(u; v); (u+ 1; v); (u; v + 1) è (u+ 1; v + 1)



Í. Â. ×àøíèêîâ 33áèëèíåéíîé ïîâåðõíîñòüþ äëÿ âñåõ ïàð u è v, ïîëó÷èì çàìêíóòóþ êóñî÷íî-áèëèíåéíóþ ïîâåðõíîñòü. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì (8) ïîëó÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü áó-äåò ïðîõîäèòü ÷åðåç âñå îïîðíûå ëîìàíûå. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà äèñêðåòíàÿ ïî-âåðõíîñòü Êóíñà, ïîñòðîåííàÿ ïî îïîðíûì êðèâûì, èçîáðàæ¼ííûì íà ðèñ. 1äëÿ ïàðàìåòðîâ r1 = r2 = 3.
b

b

b

b

b
b

b

b

�èñ. 1. Îïîðíûå êðèâûå �èñ. 2. Äèñêðåòíàÿ ïîâåðõíîñòüÊóíñà4°. Óñòàíîâèì ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî äèñêðåòíîé ïîâåðõíîñòè Êóíñà.Ïóñòü Tuv � ïðîñòðàíñòâî âñåõ âåêòîð-�óíêöèé îò äâóõ öåëî÷èñëåííûõàðãóìåíòîâ, èìåþùèõ ïåðèîä N1 ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó è N2 � ïî âòîðîìó.Ïîëîæèì�r1;r2 a(u; v) := r1Xi=0 (�1)r1�iCir1 r2Xj=0(�1)r2�j Cjr2 a(u+ i; v + j): (9)Îòîáðàæåíèå �r1;r2 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íàä Tuv. Ïîñëåäîâàòåëüíîïîäñòàâëÿÿ â (9) íîëü âìåñòî r1 è r2, ïîëó÷àåì�r1;0 a(u; v) := r1Xi=0 (�1)r1�iCir1 a(u+ i; v);�0;r2 a(u; v) := r2Xj=0(�1)r2�j Cjr2 a(u; v + j):Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî�r1;r2 a(u; v) = �r1;0�0;r2 a(u; v) = �0;r2 �r1;0 a(u; v): (10)



34 ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÎÅ ÑÂÎÉÑÒÂÎ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ ÊÓÍÑÀÅñëè âåêòîð-�óíêöèÿ a(u; v) ïðåäñòàâèìà â âèäå a(u; v) = x(u)y(v), òî�r1;r2 a(u; v) = r1Xi=0 (�1)r1�iCir1 r2Xj=0(�1)r2�j Cjr2 x(u+ i)y(v + j) == r1Xi=0 (�1)r1�iCir1 x(u+ i) r2Xj=0(�1)r2�j Cjr2 y(v + j):Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî�r1;r2 a(u; v) = �r1 x(u) �r2 y(v): (11)�àññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷óF (a) := N1�1Xu=0 N2�1Xv=0 �r1;r2 a(u; v)2 ! inf;a(�; jn2) = gj; j 2 0 : m2 � 1;a(in1; �) = fi; i 2 0 : m1 � 1;a 2 Tuv: (12)
ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Âåêòîð-�óíêöèÿ (u; v), ïîñòðîåííàÿ ïî �îðìóëå (7), ÿâëÿ�åòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (12).Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a(u; v) � ïðîèçâîëüíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, óäîâëå-òâîðÿþùàÿ îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (12), à (u; v) � âåêòîð-�óíêöèÿ, ïîñòðîåí-íàÿ ïî �îðìóëå (7). Ïîëîæèì �(u; v) = a(u; v)� (u; v). ßñíî, ÷òî�(in1; �) = 0; i 2 0 : m1 � 1;�(�; jn2) = 0; j 2 0 : m2 � 1: (13)×åðåç d(u; v), �d(u; v), f di (v), gdj (u) áóäåì îáîçíà÷àòü êîîðäèíàòû ñ èíäåêñîì dâåêòîðîâ (u; v), �(u; v), fi(v) è gj(u) ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó ëèíåéíîñòè îïå-ðàòîðà �r1;r2 èìååìF (a) = F (+ �) = N1�1Xu=0 N2�1Xv=0 �r1;r2 (u; v) + �r1;r2 �(u; v)2 == F () + F (�) + 2 N1�1Xu=0 N2�1Xv=0 D�r1;r2 (u; v);�r1;r2 �(u; v)E =



Í. Â. ×àøíèêîâ 35= F () + F (�) + 2 3Xd=1 ld(d);ãäå ld(d) = N1�1Xu=0 N2�1Xv=0 �r1;r2 d(u; v) �r1;r2 �d(u; v):Ôîðìóëó (7) äëÿ êîîðäèíàòû ñ èíäåêñîì d ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåd(u; v) = m1�1Xi=0 Hui (u) f di (v) + m2�1Xj=0 Hvj (v) bg dj (u); (14)ãäå bg dj (u) = gdj (u)�Pm1�1i=0 Hui (u) gdj (in1).Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (11), ïîëó÷àåìld�Hui (u) f di (v)� = N1�1Xu=0 N2�1Xv=0 �r1Hui (u) �r2f di (v) �r1;r2 �d(u; v) == N2�1Xv=0 �r2f di (v) N1�1Xu=0 �r1Hui (u) �r1;0�0;r2 �d(u; v):Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå v. Èç (13) ñëåäóåò, ÷òî �0;r2 �d(in1; v) = 0 äëÿâñåõ i 2 0 : m1 � 1. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî Hui ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûìïåðèîäè÷åñêèì ñïëàéíîì ïîðÿäêà r1, ïî òåîðåìå 3.2 èç [2, ñ. 20℄ ïîëó÷àåìN1�1Xu=0 �r1Hui (u) �r1;0�0;r2 �d(u; v) = 0:Ñëåäîâàòåëüíî, ld�Hui (u) f di (v)� = 0.Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (11) è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (10), ïîëó÷àåìld�Hvj (v) bg dj (u)� = N1�1Xu=0 N2�1Xv=0 �r2Hvj (v) �r2 bg dj (u) �r1;r2 �d(u; v) == N1�1Xu=0 �r1 bg dj (u) N2�1Xv=0 �r2Hvj (v) �0;r2 �r1;0 �d(u; v):Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå u. Èç (13) ñëåäóåò, ÷òî �r1;0 �d(u; jn2) = 0 äëÿâñåõ j 2 0 : m2 � 1. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî Hvj ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûìïåðèîäè÷åñêèì ñïëàéíîì ïîðÿäêà r2, ïîëó÷àåìN2�1Xv=0 �r2Hvj (v) �0;r2 �r1;0 �d(u; v) = 0:



36 ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÎÅ ÑÂÎÉÑÒÂÎ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ ÊÓÍÑÀÑëåäîâàòåëüíî, ld�Hvj (v)bg dj (u)� = 0.Èòàê, îòîáðàæåíèå ld îáðàùàåòñÿ â íîëü íà âñåõ ñëàãàåìûõ âûðàæå-íèÿ (14). À òàê êàê ld ëèíåéíî, òî ld(d) òàêæå ðàâíî íóëþ. Çíà÷èò, F (a) == F () + F (�). Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî F (a) > F (), ÷òî ãàðàíòèðóåòîïòèìàëüíîñòü ïëàíà (u; v) â çàäà÷å (12).Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî F (a) = F (). ÒîãäàF (�) = 0, ÷òî âëå÷¼ò �r1;r2 �(u; v) � 0. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå u è ïî-ëîæèì �(v) = �r1;0 �(u; v). Èìååì �r2 �(v) � 0 è, ñîãëàñíî (13), �(0) = 0.Çíà÷èò, �(v) � 0, òî åñòü �r1;0 �(u; v) = 0 äëÿ âñåõ u è v. Òåïåðü çà�èê-ñèðóåì ïðîèçâîëüíîå v. Òàê êàê �(0; v) = 0, òî �(u; v) � 0. Èç ïîñëåäíåãîòîæäåñòâà ñëåäóåò ðàâåíñòâî a = . Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿäîêàçàíà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. ×àøíèêîâ Í. Â. Îáîáù¼ííûå è ñîñòàâíûå ïîâåðõíîñòè Êóíñà // Ñåìèíàð¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 15 ìàðòà 2008 ã.(http://dha.spb.ru/reps08.shtml#0315)2. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îñíîâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà. ×àñòü òðåòüÿ. ÑÏá.: ÍÈÈÌÌ, 2003. 88 ñ.



ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×ÈÍÀ Ô�ÅÉÌÀÕ ÌÅ�ÑÅÄÅÑ-ÁÅÍÖÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ25 ìàðòà 2009 ã.Äîêëàä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèè íà òåìû èç [1℄.1°. Ïóñòü fbnj gn+1j=1 � �ðåéì Ìåðñåäåñ-Áåíö â Rn [2℄. Çäåñü è äàëåå âåðõíèéèíäåêñ óêàçûâàåò íà ðàçìåðíîñòü âåêòîðà.Âîçüì¼ì íåíóëåâîé âåêòîð an è ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷óF (�1; : : : ; �n; �n+1)! minnn + 1 n+1Xj=1 �j bnj = an: (1)Ïðèâåä¼ì êîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá ñâåäåíèÿ çàäà÷è (1) ê îäíîìåðíîé çàäà÷åáåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè.2°. Íàïîìíèì [2℄, ÷òî �ðåéìû Ìåðñåäåñ-Áåíö îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî:b11 = �1; b12 = 1 ;bkj = �k bk�1j�1=k � ; j 2 1 : k ; bkk+1 = (0; : : : ; 0; 1)T ; k = 2; 3; : : : ; n ; (2)ãäå k = pk2 � 1=k. Ïðè ýòîì n+1Xj=1 bnj = O ; (3)nn+ 1 n+1Xj=1han; bnj i bnj = an:Â ÷àñòíîñòè, âåêòîð �n+1� ñ êîìïîíåíòàìè �n+1� (j) = han; bnj i ÿâëÿåòñÿ ïëàíîìçàäà÷è (1). 37



38 ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÍÀ Ô�ÅÉÌÀÕ ÌÅ�ÑÅÄÅÑ-ÁÅÍÖÍàéä¼ì ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìûn+1Xj=1 �j bnj = O : (4)�àíã ìàòðèöû ñèñòåìû (4) ðàâåí n, ïîñêîëüêó ïîäìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èçñòîëáöîâ bn2 ; : : : ; bnn+1, � íèæíåòðåóãîëüíàÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìèýëåìåíòàìè. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (4) îäíîìåðíî. Âåêòîð �n+10ñ êîìïîíåíòàìè �n+10 (j) = 1 ñîãëàñíî (3) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (4). Ñëåäîâà-òåëüíî, ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (4) èìååò âèä �n+1 = � �n+10 , ãäå � 2 R.Ìíîæåñòâî ïëàíîâ çàäà÷è (1) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå�n+1 = �n+1� + � �n+10 ; � 2 R :Ñàìà çàäà÷à (1) ñâîäèòñÿ ê îäíîìåðíîé çàäà÷å áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèèf(�) :=F ��n+1� + � �n+10 �! min�2R : (5)3°. Ïîêàæåì, êàê âû÷èñëÿòü êîìïîíåíòû âåêòîðà �n+1� .Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ ak = (a1; : : : ; ak)T ; �k+1� (j) = hak; bkj i, j 2 1 : k + 1.ËÅÌÌÀ. Ñïðàâåäëèâî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå�k+1� (j) = k �k� (j)� 1k ak ; j 2 1 : k ; �k+1� (k + 1) = ak ; k = 2; 3; : : : ; n ;�2�(1) = �a1 ; �2�(2) = a1 : (6)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç (2).Âû÷èñëåíèå âåêòîðà �n+1� ïî �îðìóëå (6) ìîæíî îñóùåñòâèòü â îäíîììàññèâå (¾íà ìåñòå¿). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò (ïðè k = 1) ìàññèâ çàïîëíåíòàê: (�a1; a1; a2; : : : ; an).4°. �àññìîòðèì òðè ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ çàäà÷è (5). Ïðåäâàðèòåëüíî óïðîñòèìîáîçíà÷åíèå ��j = �n+1� (j) ; j 2 1 : n+ 1 :Îòìåòèì, ÷òî n+1Xj=1 ��j = 0 : (7)Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (3)n+1Xj=1 ��j = n+1Xj=1han; bnj i = Dan; n+1Xj=1 bnj E = 0 :



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 39Ïóñòü f0(�) = �n+1� + � �n+10 22 = n+1Xj=1 ��+ ��j �2:Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ìèíèìóì �óíêöèè f0(�) íà R äîñòèãàåòñÿ â åäèí�ñòâåííîé òî÷êå � = 0.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç (7).Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè ðàçëîæåíèé âåêòîðà an ïî �ðåéìó Ìåðñåäåñ-Áåíö�ðåéìîâûå êîý��èöèåíòû ��j = han; bnj i, j 2 1 : n + 1, îáðàçóþò âåêòîð ñíàèìåíüøåé l2-íîðìîé.5°. Ïóñòü òåïåðüf1(�) = �n+1� + � �n+10 1 = n+1Xj=1 ���+ ��j �� :Ìû õîòèì íàéòè ðàçëîæåíèå âåêòîðà an ïî �ðåéìó Ìåðñåäåñ-Áåíö ñ íàèìåíü-øåé l1-íîðìîé âåêòîðà êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ.Óïîðÿäî÷èì ÷èñëà (���j ) ïî íåóáûâàíèþ. Ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüîáîçíà÷èì �1 6 �2 6 � � � 6 �n+1. Î÷åâèäíî, ÷òîf1(�) = n+1Xj=1 ���� �j�� :Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (7) n+1Xj=1 �j = 0 :Ôóíêöèÿ f1(�) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ëîìàíîé. Ïðè � 6 �1 èìååìf1(�) = � n+1Xj=1 ��� �j� = ��n + 1�� :Àíàëîãè÷íî ïðè � > �n+1f1(�) = n+1Xj=1 ��� �j� = �n + 1�� :Ïóñòü � 2 [�s; �s+1℄. Òîãäàf1(�) = sXj=1 ��� �j�� n+1Xj=s+1 ��� �j� :



40 ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÍÀ Ô�ÅÉÌÀÕ ÌÅ�ÑÅÄÅÑ-ÁÅÍÖÂ ÷àñòíîñòè,f1(�s+1)� f1(�s) = s ��s+1 � �s�� �n+ 1� s���s+1 � �s� == �2s� n� 1���s+1 � �s� :Ïðè íå÷¼òíîì n ïîëîæèì s0 = n+12 . ßñíî, ÷òî íà ìíîæåñòâå (�1; �s0℄�óíêöèÿ f1(�) ñòðîãî óáûâàåò, à íà ìíîæåñòâå [�s0+1;+1) ñòðîãî âîçðàñòàåò.Åñëè �s0+1 = �s0, òî �� = �s0 � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà f1(�) íà R. Åñëèæå �s0+1 > �s0, òî ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì [�s0; �s0+1℄.Ïðè ÷¼òíîì n ïîëîæèì s0 = n+22 . Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ f1(�) ñòðîãîóáûâàåò íà (�1; �s0℄ è ñòðîãî âîçðàñòàåò íà [�s0 ;+1). Åäèíñòâåííîé òî÷êîéìèíèìóìà áóäåò �� = �s0.Ïîäâåä¼ì èòîã.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ìèíèìóì �óíêöèè f1(�) íà R äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå�� = �s0, ãäå s0 = �n+22 �. Ýòî åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà ïðè ÷¼òíîì n.Ïðè íå÷¼òíîì n îíà åäèíñòâåííà, êîãäà �s0 = �s0+1. Åñëè æå �s0 < �s0+1, òîìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì [�s0 ; �s0+1℄.Îòìåòèì, ÷òî ïëàí �n+1 = �n+1� + �� �n+10 çàäà÷è (1) èìååò íàèìåíüøóþl1-íîðìó. Ïðè ýòîì õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà ýòîãî ïëàíà ðàâíà íóëþ.6°. Ñîãëàñíî (3) ïðè ëþáîì � 2 R ñïðàâåäëèâà �îðìóëàan = nn+ 1 n+1Xj=1 �han; bnj i+ �� bnj :Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ðàçëîæåíèè âåêòîðà an ïî �ðåéìó Ìåðñåäåñ-Áåíö ìîæíîîáåñïå÷èòü ðàâåíñòâî íóëþ ëþáîãî êîý��èöèåíòà.7°. Â ñëó÷àå, êîãäà öåëåâàÿ �óíêöèÿ èìååò âèäf2(�) = maxj21:n+1 j�+ ��j j = maxj21:n+1 j�� �jj ;ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùèå î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Ìèíèìóì �óíêöèè f2(�) íà R äîñòèãàåòñÿ â åäèí�ñòâåííîé òî÷êå �� = 12(�1 + �n+1).Ïëàí �n+1 = �n+1� + �� �n+10 çàäà÷è (1) èìååò íàèìåíüøóþ ÷åáûø¼âñêóþíîðìó.8°. Ê òåìå äîêëàäà ïðèìûêàåò ðàáîòà [3℄.
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ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÅ Æ�ÑÒÊÈÅ Ô�ÅÉÌÛÌ. Í. Èñòîìèíà Â. Â. Ìàêñèìåíêî À. Á. Ïåâíûé1 àïðåëÿ 2009 ã.Äëÿ êàæäîãî (n;m)-�ðåéìà Ïàðñåâàëÿ â Rn , ãäå 1 < n < m � 1, îïðåäå-ëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå �ðåéìû Ïàðñåâàëÿ â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè n0 == m�n. Ïóò¼ì ïåðåíîðìèðîâêè äîïîëíèòåëüíûå �ðåéìû ìîæíî îïðåäåëèòüäëÿ ëþáîãî æ¼ñòêîãî �ðåéìà.1°. Â ïðîñòðàíñòâå Rn áóäåì èñïîëüçîâàòü îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-íèå hx; yi è íîðìó kxk =phx; xi.Ïóñòü m, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, 1 < n < m � 1. Íàïîìíèì, ÷òî �ðåé-ìîì Ïàðñåâàëÿ íàçûâàåòñÿ æ¼ñòêèé �ðåéì ñ êîíñòàíòîé A = 1, ò. å. ñèñòåìàâåêòîðîâ fx1; : : : ; xmg â Rn íàçûâàåòñÿ �ðåéìîì Ïàðñåâàëÿ, åñëèmXk=1 �hx; xki�2 = x2 8 x 2 Rn : (1)×åðåç � îáîçíà÷èì ìàòðèöó ñî ñòîëáöàìè x1; : : : ; xm. Õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [1℄),÷òî óñëîâèå (1) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ��T = In ; (2)ãäå In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ñòðîêè ìàòðèöû � îáîçíà÷èì1; : : : ; n. Â ñèëó (2) hi; ki = Æik ;ãäå Æik � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Çäåñü, â îòëè÷èå îò (1), óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà-÷àþò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rm .Äîïîëíèì ñèñòåìó 1; : : : ; n ñòðîêàìè n+1; : : : ; m òàê, ÷òîáû âñå mñòðîê f1; : : : ; n; n+1; : : : ; mg îáðàçîâàëè îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rm .Òàêîå äîïîëíåíèå, êîíå÷íî, âîçìîæíî. ×åðåç �0 îáîçíà÷èì ìàòðèöó ñî ñòðî-êàìè 1; : : : ; m. Îíà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé:�0 �T0 = Im : (3)42



Ì. Í. Èñòîìèíà, Â. Â. Ìàêñèìåíêî, À. Á. Ïåâíûé 43Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �T0 �0 = Im :Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòîëáöû X1; : : : ; Xm ìàòðèöû �0 òàêæå îáðàçóþò îðòîíîð-ìèðîâàííóþ ñèñòåìó. Ñòîëáåö Xk ìîæíî çàïèñàòü â âèäåXk = �xkyk� ; k 2 1 : m; (4)ãäå xk 2 Rn � èñõîäíûå âåêòîðû-ñòîëáöû, à yk 2 Rm�n � äîïîëíèòåëüíûåâåêòîð-ñòîëáöû.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ñèñòåìà fy1; : : : ; ymg ÿâëÿåòñÿ �ðåéìîì Ïàðñåâàëÿâ Rm�n , ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿxk2 + yk2 = 1; (5)hxk; xsi+ hyk; ysi = 0 ïðè k 6= s. (6)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×åðåç 	 îáîçíà÷èì ìàòðèöó ñî ñòîëáöàìè y1; : : : ; ym.Îíà ñîñòîèò èç äîáàâëåííûõ ñòðîê n+1; : : : ; m, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøå-íèþ hi; ki = Æik ; i; k 2 n+ 1 : m;÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó 	 	T = Im�n. Çíà÷èò, fy1; : : : ; ymg � �ðåéì Ïàð-ñåâàëÿ â Rm�n . Ñîîòíîøåíèÿ (5) è (6) âûòåêàþò èç îðòîíîðìèðîâàííîñòè âåê-òîðîâ (4).Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Ïîñòðîåííûé �ðåéì fy1; : : : ; ymg íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì �ðåéìîìÏàðñåâàëÿ. Îí îáëàäàåò õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîìhyk; ysi = �hxk; xsi ïðè k 6= s.2°. Êîíñòðóêöèè èç ï. 1Æ ìîæíî ïðèäàòü äðóãóþ �îðìó. Ââåä¼ì ìàòðèöóðàçìåðà n�m P = 26641 0 : : : 00 1 : : : 0: : : : : :0 0 : : : 1 �������� 0 : : : 00 : : : 0: : : :0 : : : 03775 :Óìíîæåíèå P íà âåêòîð X = (x1; : : : ; xm)T ïðèâîäèò ê îòáðàñûâàíèþ ïîñëåä-íèõ m� n êîìïîíåíò âåêòîðà X:PX = (x1; : : : ; xn)T :



44 ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÅ Æ�ÑÒÊÈÅ Ô�ÅÉÌÛÏ�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ñèñòåìà âåêòîðîâ fx1; : : : ; xmg ÿâëÿåòñÿ �ðåéìîìÏàðñåâàëÿ â Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàí�íûé áàçèñ fX1; : : : ; Xmg â Rm òàêîé, ÷òîPXk = xk ; k 2 1 : m: (7)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Åñëè fxkgmk=1 � �ðåéì Ïàðñåâàëÿ,òî ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â Rm âèäà (4), à òîãäà PXk = xk,k 2 1 : m.Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ fXkgmk=1 èâûïîëíåíî (7). �àññìîòðèì ìàòðèöó �0 ñî ñòîëáöàìè X1; : : : ; Xm. Ýòî îðòîãî-íàëüíàÿ ìàòðèöà. Å¼ ñòðîêè 1; : : : ; m òàêæå îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþñèñòåìó: hi; ki = Æik ; i; k 2 1 : m: (8)Èç âåêòîðîâ xk = PXk, k 2 1 : m, ñîñòàâèì ìàòðèöó � ðàçìåðà n � m. Å¼ñòðîêàìè ÿâëÿþòñÿ 1; : : : ; n. Â ñèëó (8) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ��T = In,çíà÷èò, fxkgmk=1 � �ðåéì Ïàðñåâàëÿ.Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Ôîðìóëà (7) äà¼ò åäèíîîáðàçíûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ �ðåéìîâ Ïàðñåâàëÿâ ïðîñòðàíñòâå Rn . Íà ýòîò ñïîñîá îáðàùàëè âíèìàíèå ìíîãèå àâòîðû (ñì.,íàïðèìåð, [2, 3℄).3°. Îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ �ðåéìîâ äëÿ ðàâíîóãîëüíûõæ¼ñòêèõ �ðåéìîâ.Íàïîìíèì [1℄, ÷òî ñèñòåìà f'1; : : : ; 'mg â Rn íàçûâàåòñÿ ðàâíîóãîëüíûìæ¼ñòêèì �ðåéìîì, åñëè1) 'k = 1; k 2 1 : m;2) ��h'k; 'si�� =  ïðè k 6= s;3) mXk=1 �hx; 'ki�2 = Ax2 8 x 2 Rn ;ãäå  è A � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ïîêàçûâàåòñÿ [1℄, ÷òî êîíñòàíòû îïðåäåëÿ-þòñÿ îäíîçíà÷íî:  =r m� nn(m� 1) ; A = mn :�àâíîóãîëüíûå æ¼ñòêèå �ðåéìû ñóùåñòâóþò íå äëÿ âñåõ ïàð (n;m). Ïîëåç-íûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.



Ì. Í. Èñòîìèíà, Â. Â. Ìàêñèìåíêî, À. Á. Ïåâíûé 45Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Ïóñòü 1 < n < m � 1. Åñëè äëÿ äàííîé ïàðû (n;m)ñóùåñòâóåò ðàâíîóãîëüíûé æ¼ñòêèé �ðåéì f'1; : : : ; 'mg, òî ñóùåñòâóåòðàâíîóãîëüíûé æ¼ñòêèé �ðåéì f 1; : : : ;  mg äëÿ ïàðû (n0; m), ãäå n0 = m�n;ïðè ýòîì signh k;  si = � signh'k; 'si ïðè k 6= s.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âåêòîðûxk =r nm 'k ; k 2 1 : m;îáðàçóþò �ðåéì Ïàðñåâàëÿ â Rn . Ïî ïîñòðîåíèþ ï. 1Æ ñóùåñòâóåò äîïîëíè-òåëüíûé �ðåéì Ïàðñåâàëÿ fykg â Rn0 , ïðè ýòîì âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (5) è (6).Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåìyk2 = 1� xk2 = 1� nm = m� nm ;hyk; ysi = �hxk; xsi = � nm h'k; 'si = � nm  ïðè k 6= s.Ââåä¼ì òåïåðü âåêòîðû k =r mm� n yk ; k 2 1 : m:Îíè îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:1)  k = 1, k 2 1 : m;2) ��h k;  si�� = mm�n ��hyk; ysi�� = nm�n  ïðè k 6= s;3) f 1; : : : ;  mg ÿâëÿåòñÿ æ¼ñòêèì �ðåéìîì â Rn0 ñ êîíñòàíòîémm� n = mn0 :Çíà÷èò, f 1; : : : ;  mg � ðàâíîóãîëüíûé æ¼ñòêèé �ðåéì â Rn0 , ãäå n0 = m� n.Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.4°. Ïóñòü 1 < n < m � 1 è f'1; : : : ; 'mg � ðàâíîóãîëüíûé æ¼ñòêèé �ðåéìâ Rn . Ââåä¼ì ìàòðèöó � ðàçìåðà n�m ñî ñòîëáöàìè '1; : : : ; 'm. Òîãäà óñëîâèåæ¼ñòêîãî �ðåéìà, êàê è âûøå, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå��T = mn In : (9)



46 ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÅ Æ�ÑÒÊÈÅ Ô�ÅÉÌÛÑòðîêè ìàòðèöû � îáîçíà÷èì 1; : : : ; n. Òîãäà (9) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþhi; ki = mn Æik ; i; k 2 1 : n:Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî �ðåéìà ìîæíî êîíêðåòèçèðîâàòüñëåäóþùèì îáðàçîì:1. Ââåä¼ì íîðìèðîâàííûå âåêòîðû-ñòðîêèsi =r nm i ; i 2 1 : n:2. Äîïîëíèì ñèñòåìó fs1; : : : ; sng ñòðîêàìè sn+1; : : : ; sm äî îðòîíîðìèðî-âàííîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Rm . Èç ñòðîê si = (si1; si2; : : : ; sim), i 2 1 : m,ñîñòàâèì ìàòðèöó S.3. Ñòîëáöû ìàòðèöû S ïðåäñòàâèì â âèäå�xkyk� ; xk 2 Rn ; yk 2 Rm�n ; k 2 1 : m:Íîðìèðîâàííûå âåêòîðû  k =p mm�n yk, k 2 1 : m, îáðàçóþò äîïîëíèòåëüíûéðàâíîóãîëüíûé æ¼ñòêèé �ðåéì.5°. Ââåä¼ì ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó ðàçìåðà m�mQ[i; k℄ = (0; i = k;signh'i; 'ki; i 6= k;êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîí�åðåíö�ìàòðèöåé (ñì. [4℄).ÒÅÎ�ÅÌÀ. Ñòîëáöû sT1 ; : : : ; sTn ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàò�ðèöû Q, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííîìó ÷èñëó �1 = m�nn . ÑòîëáöûsTn+1; : : : ; sTm ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû Q, ñîîòâåòñòâó�þùèìè ñîáñòâåííîìó ÷èñëó �2 = �1 .Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåä¼ì ìàòðèöó �ðàìà G = �T�, ñîñòîÿùóþ èç ñêà-ëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé h'i; 'ki, i; k 2 1 : m, è íàéä¼ì å¼ ñîáñòâåííûå ÷èñëà.Äëÿ k 2 1 : n âû÷èñëèì GsTk = �T � sTk . Ñòðîêè ìàòðèöû � ðàíåå áûëè îáî-çíà÷åíû 1; : : : ; n. Èìååìhi; ski = 0; i 6= k; hk; ski =r nm hk; ki =r nm � mn :Îòñþäà GsTk = �T (� sTk ) = mn r nm Tk = mn sTk ; k 2 1 : n:



Ì. Í. Èñòîìèíà, Â. Â. Ìàêñèìåíêî, À. Á. Ïåâíûé 47Êðîìå òîãî, GsTk = O ïðè k 2 n + 1 : m. Çíà÷èò, ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè Gÿâëÿþòñÿ ÷èñëà mn è 0.Ââèäó ðàâíîóãîëüíîñòè �ðåéìà f'1; : : : ; 'mg ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Q == 1 (G� Im). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òîQsTk = 1 �mn � 1� sTk = m� nn sTk ; k 2 1 : n;QsTk = �1 sTk ; k 2 n+ 1 : m:Òåîðåìà äîêàçàíà.6°. Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî ðàâíîóãîëü-íîãî �ðåéìà f 1; : : : ;  mg îñíîâàí íà ïðèâåä¼ííîé òåîðåìå. Íàéä¼ì îðòîíîð-ìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû sTn+1; : : : ; sTm ìàòðèöû Q, ñîîòâåòñòâóþùèåñîáñòâåííîìó ÷èñëó �1 . Èç ñòðîê sn+1; : : : ; sm ñîñòàâèì ìàòðèöóY = 24sn+1;1 : : : sn+1;m: : : : : : : : :sm1 : : : smm 35 :Ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû îáîçíà÷èì y1; : : : ; ym. Òîãäà âåêòîðû k =r mm� n yk ; k 2 1 : m;îáðàçóþò äîïîëíèòåëüíûé ðàâíîóãîëüíûé æ¼ñòêèé �ðåéì.Ï�ÈÌÅ�. Ïóñòü n = 3, m = 6. Èçâåñòíûì ïðèìåðîì ðàâíîóãîëüíîé ñèñòå-ìû â R3 ÿâëÿåòñÿ íàáîð èç 6 âåêòîðîâ:g1 = (�; 1; 0); g4 = (�;�1; 0);g2 = (0; �; 1); g5 = (0; �;�1);g3 = (1; 0; �); g6 = (�1; 0; �);ãäå � = 1+p52 � çîëîòîå ñå÷åíèå. Íîðìèðîâàííûå âåêòîðû 'k = gk=p1 + �2,k 2 1 : 6, îáðàçóþò ðàâíîóãîëüíûé æ¼ñòêèé �ðåéì â R3 , ïðè÷¼ì��h'k; 'si�� = 1p5 =:  ïðè k 6= s.Ïîñòðîèì äîïîëíèòåëüíûé ðàâíîóãîëüíûé æ¼ñòêèé �ðåéì.



48 ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÅ Æ�ÑÒÊÈÅ Ô�ÅÉÌÛÂ äàííîì ñëó÷àå ìàòðèöà Q èìååò âèä:Q = 26666664 0 +1 +1 +1 +1 �1+1 0 +1 �1 +1 +1+1 +1 0 +1 �1 +1+1 �1 +1 0 �1 �1+1 +1 �1 �1 0 �1�1 +1 +1 �1 �1 0
37777775 :Ó ýòîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû ìîæíî íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåò-ñâóþùèå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó �2 = �1= = �p5. Çàïèøåì ýòè âåêòîðû âñòðî÷êó: 4 = (�1; 0; 0; �; �; 1);5 = (0; 0;�1; �; 1; �);6 = (0;�1; 0; 1; �; �):Ïîñëå îðòîãîíàëèçàöèè è íîðìèðîâêè ýòèõ âåêòîðîâ ïîëó÷èì âåêòîðû s4, s5,s6, êîòîðûå çàïèøåì â âèäå ñòðîê ìàòðèöû Y ðàçìåðà 3� 6.Ñòîëáöû ýòîé ìàòðèöû, êàê è âûøå, îáîçíà÷èì y1; : : : ; y6. Âåêòîðû  k == p mm�n yk = p2 yk, k 2 1 : 6, îáðàçóþò äîïîëíèòåëüíûé ðàâíîóãîëüíûéæ¼ñòêèé �ðåéì. Ìàòðèöà 	 = � 1; : : : ;  6� èìååò âèä	 = p2Y = 2666640 p2p5+p2 0 � p2p5+p5 � 1p10 � 1p100 �3+p55+p5 2p5 �3+p55+p5 25+p5 � 25+p51 � 1p5 � 1p5 � 1p5 � 1p5 1p5

377775 :Ïðè ýòîì ��h k;  si�� = 1p5 ; h k;  si = �h'k; 'si ïðè k 6= s.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á. �àâíîóãîëüíûå æ¼ñòêèå �ðåéìû // Ïðî-áëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. 2009. Âûï. 39. Ñ. 3�25.2. Han D., Larson D. R. Frames, bases and group representation // Mem. Amer.Math. So. 2000. V. 147. N 697. P. 1{94.3. Casazza P. G., Redmond D., Tremain J. C. Real equiangular frames // (http://www.math.missouri.edu/~pete).4. Conway J. H., Sloane N. J. A. Sphere paking, Latties and Groups. 3rd edition.Springer{Verlag, 1999.



ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÅ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈßÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÕ ÄÈÇÀÉÍÎÂÍ. Î. Êîòåëèíà À. Á. Ïåâíûé4 àïðåëÿ 2009 ã.Ñ�åðè÷åñêèå äèçàéíû èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [1, 2, 4, 5℄. Â äàííîìäîêëàäå âûâîäèòñÿ �îðìóëà äëÿ êîíñòàíòû At â òîæäåñòâå Âàðèíãà,îïðåäåëÿþùåì ñ�åðè÷åñêèå t-äèçàéíû. Ïðèâîäèòñÿ âòîðîå îïðåäåëåíèåñ�åðè÷åñêèõ t-äèçàéíîâ, ñâÿçàííîå ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ñ�åðå Sn�1,è äîêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé.1°. Ïóñòü Sn�1 = fx 2 Rn : kxk = 1g � åäèíè÷íàÿ ñ�åðà â Rn . Âñþäó äàëååt � ÷¼òíîå ÷èñëî, t > 2.Î ïð å ä å ë å í è å. Ñèñòåìà âåêòîðîâ � = f'1; '2; : : : ; 'mg � Sn�1 íàçûâàåòñÿñ�åðè÷åñêèì t-äèçàéíîì, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà At > 0 òàêàÿ, ÷òî âûïîë-íåíî òîæäåñòâî ÂàðèíãàmXi=1 �h'i; xi�t = At kxkt; x 2 Rn : (1)Òàêîå îïðåäåëåíèå èñïîëüçóåòñÿ â [2℄.Íåòðóäíî îïðåäåëèòü êîíñòàíòó At ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì îïå-ðàòîðà Ëàïëàñà � ê îáåèì ÷àñòÿì òîæäåñòâà (1). Ïîñëå ïåðâîãî ïðèìåíåíèÿ� ïîëó÷èì ðàâåíñòâît (t� 1) mXi=1 �hx; 'ii�t�2 = At t (t+ n� 2) kxkt�2; x 2 Rn ;îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî � ÿâëÿåòñÿ (t� 2)-äèçàéíîì ñ êîíñòàíòîéAt�2 = At (t + n� 2)=(t� 1):Ïóñòü s = t=2. Ïîñëå s� 1 ïðèìåíåíèé � ïðèä¼ì ê ðàâåíñòâómXi=1 �hx; 'ii�2 = A2 kxk2; x 2 Rn : (2)49



50 ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÅ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÕ ÄÈÇÀÉÍÎÂÝòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà � ÿâëÿåòñÿ æåñòêèì �ðåéìîì â Rn(ñì. [3℄). Ïðèìåíèì ê (2) îïåðàòîð �. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî 2m = A2 �2n, îòêóäàA2 = m=n (ýòà êîíñòàíòà èçâåñòíà â òåîðèè �ðåéìîâ [3℄). Èç ðåêóððåíòíîãîñîîòíîøåíèÿAp = Ap�2 p� 1p+ n� 2 ; p = 4; 6; : : : ; t; A2 = mnëåãêî ïîëó÷èòü �îðìóëó At = m, ãäå = (t� 1)!!n(n+ 2) : : : (n+ t� 2) : (3)Ïîïóòíî ïîêàçàíî, ÷òî ñ�åðè÷åñêèé t-äèçàéí � ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì p-äè-çàéíîì äëÿ âñåõ p = 2; 4; : : : ; t.2°. Â ðàáîòàõ [1, 4, 5℄ èñïîëüçîâàëîñü äðóãîå îïðåäåëåíèå ñ�åðè÷åñêèõ t-äèçàéíîâ. Ïðèâåä¼ì äâà óòâåðæäåíèÿ, óñòàíàâëèâàþùèå ñâÿçü ìåæäó äâóìÿîïðåäåëåíèÿìè. Ïóñòü Pn;t � ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ îò n ïåðå-ìåííûõ x1; : : : ; xn ñòåïåíè t.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Òîæäåñòâî (1) ðàâíîñèëüíî ñîîòíîøåíèþ1�n ZSn�1 Q(x) dS = 1m mXi=1 Q('i) 8 Q 2 Pn;t ; (4)ãäå �n = 2 �n=2Æ��n2 � � ïëîùàäü ñ�åðû Sn�1.Çàì å ÷ à í è å. �àâåíñòâî (4) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà Q èç Pn;tñðåäíåå çíà÷åíèå Q(x) íà ñ�åðå ðàâíî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ Q(x) íà ñèñòåìåòî÷åê � = f'1; '2; : : : ; 'mg.3°. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 íàì ïîòðåáóþòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõñâåäåíèé.Â ìåìóàðå [2℄, �îðìóëà (8.11), ïðèâîäèòñÿ çíà÷åíèå èíòåãðàëà îò îäíî÷ëå-íà xt1 ïî åäèíè÷íîé ñ�åðå Sn�1 ïðè ÷åòíîì t = 2s. Ýòî çíà÷åíèå ÷óäåñíûìîáðàçîì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîíñòàíòó , îïðåäåë¼ííóþ �îðìóëîé (3):ZSn xt1 dS = �n s�1Yj=0 2j + 12j + n =  �n; (5)ãäå �n, êàê è âûøå, ðàâíî ïëîùàäè Sn�1. Ôîðìóëà (5) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-÷àåì �îðìóëû äëÿ èíòåãðàëà îò îäíî÷ëåíà xi11 xi22 : : : xinn , ïðèâåä¼ííîé â [6,ñ. 347℄. Äàëåå óñòàíîâèì ëåììó, êîòîðàÿ â [2℄ ïðèïèñûâàåòñÿ �èëüáåðòó.



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 51ËÅÌÌÀ. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ' 2 Rn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîI := ZSn�1�h'; xi�t dS' =  �n kxkt:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì âåêòîð x 2 Rn ; x 6= 0. Ñäåëàåì îðòîãî-íàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ' = Uy. Ïîñêîëüêó ��det(U)�� = 1, ïîëó÷èì ðàâåíñòâîI = ZSn�1�hUy; xi�t dSy = ZSn�1�hUTx; yi�t dSy : (6)Âûáåðåì òåïåðü U òàê, ÷òîáûUTx = kxk e1 := kxk (1; 0; : : : ; 0)T : (7)Äëÿ ýòîãî íóæíî âçÿòü ïåðâûé ñòîëáåö U ðàâíûì x=kxk, à îñòàëüíûå ñòîëáöûâûáðàòü òàê, ÷òîáû âñå n ñòîëáöîâ áûëè îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â Rn .Òîãäà ìàòðèöà U áóäåò îðòîãîíàëüíîé è áóäåò âûïîëíåíî (7). Â ñèëó (7), (6)è (5) èìååìI = ZSn�1�hkxk e1; yi℄t dSy = kxkt ZSn�1 yt1 dSy =  �n kxkt:Ëåììà äîêàçàíà.4°. Âîçüì¼ì äâà ïîëèíîìà f; g 2 Pn;t :f(x) =Xjij=t a(i) xi; g(x) =Xjij=t b(i) xi;ãäå i = (i1; : : : ; in) � ìóëüòèèíäåêñ, jij = i1+: : :+in , xi = xi11 xi22 : : : xinn . Ââåä¼ìñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå[f; g℄ =Xjij=t a(i) b(i)(i) ; ãäå (i) = t!i1! i2! : : : in! :Ñ ýòèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì Pn;t ñòàíîâèòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàí-ñòâîì. Äëÿ ëþáîãî ' 2 Rn ââåäåì ïîëèíîì�'(x) = �h'; xi�t = �'1 x1 + : : :+ 'n xn�t:Äëÿ ëþáîãî ' 2 Rn è f 2 Pn;t ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî[�'; f ℄ = f('):



52 ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÅ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÕ ÄÈÇÀÉÍÎÂÎíî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé�'(x) =Xjij=t (i)'i xi; (8)[�'; f ℄ =Xjij=t (i)'i a(i)(i) = f('):Çíà÷èò, �'(x) ÿâëÿåòñÿ âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì ïðîñòðàíñòâà Pn;t .5°. Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 1. Ïóñòü âûïîëíåíî òîæäåñòâî (1), êîòî-ðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäåmXi=1 �'i(x) = At !t(x); x 2 Rn ; (9)ãäå !t(x) = kxkt. Â ïóíêòå 1° áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî At = m. Óìíîæèì (9)ñêàëÿðíî íà ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì Q 2 Pn;t :mXi=1 [�'i ; Q℄ = m [!t; Q℄: (10)×òîáû ïåðåéòè ê èíòåãðàëàì, âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé:ZSn�1 �'(x) dS' = ZSn�1�hx; 'i�t dS' =  �n kxkt; x 2 Rn :Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñêàëÿðíî íà Q. Ïîëó÷èìh ZSn�1 �'(x) dS' ; Q(x)i =  �n [!t; Q℄: (11)Èìååì â ñèëó (8) ZSn�1 �'(x) dS' =Xjij=t (i)M(i) xi;ãäå M(i) = RSn�1 'i dS'. Ïîëèíîì Q(x) çàïèøåì â âèäåQ(x) =Xjij=t q(i) xi:Òîãäà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ëåâîé ÷àñòè (11) ðàâíîXjij=t (i)M(i) q(i)(i) = ZSn�1Xjij=t q(i)'i dS' = ZSn�1 Q(') dS' : (12)



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 53Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (11) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâóZSn�1 Q(') dS' =  �n [!t; Q℄:Â èíòåãðàëå áóêâó ' çàìåíèì íà x, à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âûðàçèì èç (10).Ïîëó÷èì 1�n ZSn�1 Q(x) dS = 1m mXi=1 [�'i ; Q℄ = 1m mXi=1 Q('i):Ïðèøëè ê ðàâåíñòâó (4).Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíî (4) äëÿ ëþáîãî Q 2 Pn;t. �àâåíñòâî (4) ìîæíîçàïèñàòü â âèäå 1�n ZSn�1 Q(') dS' = 1m mXi=1 [�'i ; Q℄:Â ñèëó ðàâåíñòâ (12) èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè çàïèñûâàåòñÿ òàê:1�n h ZSn�1 �'(x) dS' ; Q(x)i =h 1m mXi=1 �'i ; Qi: (13)Ïî ëåììå ZSn�1 �'(x) dS' = ZSn�1�hx; 'i�t dS' =  �n !t(x):Ïîäñòàâëÿÿ â (13), ïîëó÷àåì [!t; Q℄ =h 1m mXi=1 �'i ; Qi:Ïîñêîëüêó ýòî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî Q 2 Pn;t , òîmXi=1 �'i(x) = m!t(x); x 2 Rn ;÷òî ýêâèâàëåíòíî (1). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (1) è (4) ðàâíîñèëüíû.Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.6°. Ñèììåòðè÷íûå äèçàéíû. �àññìîòðèì ñèñòåìó èç 2m òî÷åê�0 = f'1; : : : ; 'm;�'1; : : : ;�'mg:Ïîëîæèì 'm+i = �'i. Òîãäà �0 = f'ig2mi=1 .



54 ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÅ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÕ ÄÈÇÀÉÍÎÂÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïóñòü � = f'1; : : : ; 'mg � ñ�åðè÷åñêèé t-äèçàéí. Òîãäà ñïðà�âåäëèâî ðàâåíñòâî 1�n ZSn�1 Q(x) dS = 12m 2mXi=1 Q('i) (14)äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà Q(x) ñòåïåíè íå âûøå t+ 1.Ýòà òåîðåìà ëåãêî âûâîäèòñÿ èç òåîðåìû 1. Ïîëèíîì Q(x) ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå Q(x) = Q0(x) + Q1(x) + : : : + Qt+1(x), ãäå Qp � îäíîðîäíûé ïîëèíîìñòåïåíè p. Äëÿ Q0(x) � C = onst ðàâåíñòâî (14) ïðèìåò âèä C = C. Ñ�åðè-÷åñêèé t-äèçàéí � ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì p-äèçàéíîì äëÿ p = 2; 4; : : : ; t. Äëÿýòèõ p ïî òåîðåìå 11�n ZSn�1 Qp(x) dS = 1m mXi=1 Qp('i) = 12m 2mXi=1 Qp('i):Åñëè æå p íå÷åòíî, p = 1; 3; : : : ; t+1, òî ðàâåíñòâî (14) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ êàêðàâåíñòâî 0 = 0.Â ðàáîòàõ [1, 4, 5, 8℄ ñèñòåìà �0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (14), íàçûâàåòñÿ ñ�å-ðè÷åñêèì (t + 1)-äèçàéíîì.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. B. Venkov, R�eseaux et designs sph�eriques // R�eseaux Eulidiens, Designssph�eriques et Formes Modulaires, Enseign. Math., G�eneve, 2001, P. 10{86.2. B. Reznik, Sums of even powers of real linear forms // Mem. Amer. Math.So. 96 (1992), No. 463, P. 1{155.3. Â. Í. Ìàëîçåìîâ, À. Á. Ïåâíûé, �àâíîóãîëüíûå æ¼ñòêèå �ðåéìû // Ïðî-áëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, âûï. 39 (2009), Ñ. 3�25.4. P. Delsarte, J. M. Goetals, J. J. Seidel, Bounds for systems of lines and Jaobipolynomials // Philips Res. Repts. 30 (1975), No. 3, P. 91�105.5. E. Bonnai, A. Munemasa, B. Venkov, The nonexistene of ertain tight spherialdesignes // Àëãåáðà è àíàëèç, Ò. 16 (2004), âûï. 4, Ñ. 1�23.6. P. J. Davis, P. Rabinovitz,Methods of numerial integration, 2nd ed., AademiPress, 1984.



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 557. Â. À. Þäèí, Âðàùåíèå ñ�åðè÷åñêèõ äèçàéíîâ // Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èí-�îðìàöèè. 2000. Ò. 36. � 3. Ñ. 39�45.8. L. C. Leal Junior, V. A. Menegatto, On the onstrution of spherial designes// TEMA Tend. Mat. Appl. Comput. 2007. V. 8. No. 3. P. 423{432.



Ô�ÅÉÌÛ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎ�Î ÂÈÄÀÍ. À. Ñîëîâü¼âà11 àïðåëÿ 2009 ã.1°. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì íà÷èíàòü èçëîæåíèå òåîðèè �ðåéìîââ C n ñî ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ:Âåêòîðû '0; '1; : : : ; 'm�1 èç C n ïðè m > n îáðàçóþò �ðåéì, åñëè èõ ëè�íåéíàÿ îáîëî÷êà ñîâïàäàåò ñ C n ,L�f'kgm�1k=0 � = C n : (1)Îáîçíà÷èì ÷åðåç � ìàòðèöó ñî ñòîëáöàìè '0; '1; : : : ; 'm�1.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ñèñòåìà f'kgm�1k=0 ÿâëÿåòñÿ �ðåéìîì â C n òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ýðìèòîâà ìàòðèöà S = ��� ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè âñåõ x 2 C n âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîh���x; xi = ��x2: (2)Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà S íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà. Ïðî-âåðèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1) îíà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.Ïóñòü hSx0; x0i = 0 ïðè íåêîòîðîì x0 2 C n . Ñîãëàñíî (2), ��x0 = 0, òîåñòü hx0; 'ki = 0 ïðè âñåõ k 2 0 : m� 1. Â ñèëó (1) ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèåx0 = m�1Xk=0 k 'k :Óìíîæèì åãî ñêàëÿðíî íà x0. Ïîëó÷èìx02 = m�1Xk=0 �khx0; 'ki = 0 :Çíà÷èò, x0 = 0. Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü ìàòðèöû S óñòàíîâëåíà.Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà S ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, è ïî-êàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (1).56



Í. À. Ñîëîâü¼âà 57Èçâåñòíî, ÷òî ó ýðìèòîâîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ìàòðèöû ñóùåñò-âóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé è ïîëîæèòåëüíîîïðåäåë¼ííîé. Ââåä¼ì âåêòîðû k = S�1 'k ; k 2 0 : m� 1 ;è îáîçíà÷èì ÷åðåç 	 ìàòðèöó ñî ñòîëáöàìè  0;  1; : : : ;  m�1. Èìååì 	 = S�1 �.Êàê ñëåäñòâèå, 	 �� = In. Ïåðåõîäÿ ê ñîïðÿæ¼ííûì ìàòðèöàì, ïîëó÷àåì�	 � = In :Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x 2 C n .Ïðèä¼ì ê ðàçëîæåíèþ x = m�1Xk=0hx;  ki'k ;êîòîðîå ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (1).Ïðåäëîæåíèå 1 ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ñèñòåìà f'kgm�1k=0 ÿâëÿåòñÿ �ðåéìîì â C n òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèéhx; 'ki = 0 ; k 2 0 : m� 1 ;èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 1 è �îð-ìóëû (2).2°. Ïóñòü U � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëà-ìè �1; : : : ; �n è ñîîòâåòñòâóþùèìè îðòîíîðìèðîâàííûìè ñîáñòâåííûìè âåêòî-ðàìè p1; : : : ; pn. Âîçüì¼ì åäèíè÷íûé âåêòîð '0 2 C n è ïîñòðîèì ïðè m > nñèñòåìó âåêòîðîâ �'0; U'0; U2'0; : : : ; Um�1'0	 : (3)Íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ, êîãäà ýòà ñèñòåìà áóäåò �ðåéìîì.ÒÅÎ�ÅÌÀ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (3) áûëà �ðåéìîì â C n , íåîáõîäèìîè äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü äâà óñëîâèÿ:(�) ñîáñòâåííûå ÷èñëà �1; : : : ; �n ìàòðèöû U ïîïàðíî ðàçëè÷íû;(�) ��h'0; pji�� 6= 0 ïðè âñåõ j 2 1 : n.



58 Ô�ÅÉÌÛ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÎ�Î ÂÈÄÀÄîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàðÿäó ñ âåêòîðàìè 'k = Uk'0 ðàññìîòðèì âåêòî-ðû gk = P �'k, ãäå P � � ñîïðÿæ¼ííàÿ ìàòðèöà ê óíèòàðíîé ìàòðèöå P , ñî-ñòàâëåííîé èç ñòîëáöîâ p1; : : : ; pn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç � è G ìàòðèöû ñî ñòîëá-öàìè '0; '1; : : : ; 'm�1 è g0; g1; : : : ; gm�1 ñîîòâåòñòâåííî. Èìååì G = P �� èhGG�x; xi = hP ����Px; xi = h���y; yi ;ãäå y = Px. Îòñþäà è èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà f'kgm�1k=0 áóäåò�ðåéìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �ðåéì îáðàçóþò âåêòîðû g0; g1; : : : ; gm�1.Âîñïîëüçóåìñÿ ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû U :U = P �P �;ãäå � � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, � = diag(�1; : : : ; �n). Ïîëó÷èìgk = P �Uk'0 = P �P �kP �'0 = �k�P �'0� : (4)Îáîçíà÷èì b = P �'0. Ýòî âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè b(j) = h'0; pji, j 2 1 : n.Êîîðäèíàòû âåêòîðà gk èìåþò âèägk(j) = �kj b(j) ; j 2 1 : n ; k 2 0 : m� 1 : (5)Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû (5) îáðàçóþò �ðåéì â C n òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (�) è (�).Áóäåì îïèðàòüñÿ íà ïðåäëîæåíèå 2. �àññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíî-ðîäíûõ óðàâíåíèé hx; gki = 0, k 2 0 : m � 1, êîòîðóþ â ñèëó (5) ìîæíîïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäånXj=1 �kj b(j) �x(j) = 0 ; k 2 0 : m� 1 : (6)Åñëè ñèñòåìà (6) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, òî óñëîâèÿ (�) è (�) âûïîë-íÿþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü b(j0) = 0 ïðè íåêîòîðîì j0 2 1 : n. Òîãäà ó (6)ïîÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîå ðåøåíèå � åäèíè÷íûé îðò x = ej0 . Çíà÷èò, b(j) 6= 0 ïðèâñåõ j 2 1 : n, ÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ (�). Â ñëó÷àå �j1 = �j2 ïðè j1 6= j2ó (6) òàêæå ïîÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîå ðåøåíèå�x(j) = 8><>:1 ïðè j = j1 ;�b(j1)=b(j2) ïðè j = j2 ;0 ïðè îñòàëüíûõ j 2 1 : n .Çíà÷èò, ñîáñòâåííûå ÷èñëà �1; : : : ; �n ìàòðèöû U ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ýòî ñî-ñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå óñëîâèÿ (�).



Í. À. Ñîëîâü¼âà 59Íàîáîðîò, ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (�) è (�). Âîçüì¼ì ðåøåíèå x0 ñèñòå-ìû (6) è ïîêàæåì, ÷òî x0 = O . Ýòèì áóäåò çàâåðøåíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Âåêòîð x0 óäîâëåòâîðÿåò óêîðî÷åííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ êâàäðàòíîéìàòðèöåé: nXj=1 �kj b(j) �x0(j) = 0 ; k 2 0 : n� 1 : (7)Ìàòðèöà D ñèñòåìû (7) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèåD = 2664 �01 b(1) : : : �0n b(n)�11 b(1) : : : �1n b(n): : : : : : :�n�11 b(1) : : : �n�1n b(n)3775 = 2664 �01 : : : �0n�11 : : : �1n: : : :�n�11 : : : �n�1n 37752664b(1) 0 : : : 00 b(2) : : : 0: : : : :0 0 : : : b(n)3775 :Ïåðâûé ñîìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ åñòü ìàòðèöà Âàíäåð-ìîíäà. Îíà íåâûðîæäåíà â ñèëó óñëîâèÿ (�). Âòîðîé ñîìíîæèòåëü íåâûðîæ-äåí â ñèëó óñëîâèÿ (�). Çíà÷èò, ìàòðèöà D íåâûðîæäåíà, ïîýòîìó ñàìà ñèñòå-ìà (7) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.Òåîðåìà äîêàçàíà.Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (�) è (�) íå çàâèñÿò îò m.



ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ ÊÓÍÑÀÍ. Â. ×àøíèêîâ25 àïðåëÿ 2009 ã.Â äîêëàäàõ [1℄ è [2℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî áèëèíåéíàÿ è äèñêðåòíàÿ ïîâåðõ-íîñòè Êóíñà îáëàäàþò ýêñòðåìàëüíûìè ñâîéñòâàìè, âûäåëÿþùèìè èõ ñðåäèäðóãèõ ïîâåðõíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåë¼ííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.Â äàííîì äîêëàäå áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõýêñòðåìàëüíûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò è îáîáù¼ííàÿ ïîâåðõíîñòü Êóíñà.1°. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îáîáù¼ííîé ïîâåðõíîñòè Êóíñà, äàííîå â [3℄.Ïóñòü Du � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, Tu � íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî,ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå �óíêöèè íàä Du. Êðîìå òîãî,ïóñòü çàäàí íàáîð ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ Lu1 ; : : : ; Lum : Tu ! R è íàáîð �óíê-öèé Hu1 ; : : : ; Hum 2 Tu, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿìLui (Huj ) = Æij; i; j 2 1 : m: (1)Àíàëîãè÷íî, ïóñòü çàäàíî íåïóñòîå ìíîæåñòâî Dv, ëèíåéíîå ïðîñòðàí-ñòâî Tv, ñîñòîÿùåå èç âåùåñòâåííûõ �óíêöèé íàä Dv, íàáîð ëèíåéíûõ �óíê-öèîíàëîâ Lv1; : : : ; Lvn : Tv ! R è íàáîð �óíêöèé Hv1 ; : : : ; Hvn 2 Tv, óäîâëåòâîðÿ-þùèõ ñîîòíîøåíèÿì Lvi (Hvj ) = Æij; i; j 2 1 : n:Ôóíêöèè Hui , Hvj íàçûâàþòñÿ ñìåøèâàþùèìè �óíêöèÿìè.Ïóñòü s � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà âåêòîð-�óíêöèé, êî-îðäèíàòíûå �óíêöèè êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò Tu è Tv :Tu = ng : Du ! Rs �� g(u) = �g1(u); : : : ; gs(u)�; gk 2 Tuo;Tv = nf : Dv ! Rs �� f(v) = �f 1(v); : : : ; f s(v)�; fk 2 Tvo:Ââåä¼ì ëèíåéíûå îïåðàòîðûLui (g) = �Lui (g1); : : : ; Lui (gs)� äëÿ g(u) = �g1(u); : : : ; gs(u)� 2 Tu; i 2 1 : m;60



Í. Â. ×àøíèêîâ 61Lvj (f) = �Lvj (f 1); : : : ; Lvj (f s)� äëÿ f(u) = �f 1(u); : : : ; f s(u)� 2 Tv; j 2 1 : n:Ïóñòü çàäàíû íàáîðû îïîðíûõ âåêòîð-�óíêöèéf1; : : : ; fm 2 Tv; g1; : : : ; gn 2 Tu;óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿLui (gj) = Lvj (fi); i 2 1 : m; j 2 1 : n:Îïðåäåëèì âåêòîð-�óíêöèþ  : Du �Dv ! Rs :(u; v) = mXi=1 Hui (u) fi(v) + nXj=1 Hvj (v) gj(u)� mXi=1 nXj=1 Hui (u)Hvj (v)Lui (gj): (2)Ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ âåêòîð-�óíêöèåé (u; v), íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííîéïîâåðõíîñòüþ Êóíñà. Â [3℄ äîêàçàíî, ÷òî âåêòîð-�óíêöèÿ (u; v) óäîâëåòâî-ðÿåò óñëîâèÿì Lui ((�; v)) = fi(v); i 2 1 : m; v 2 Dv;Lvj ((u; �)) = gj(u); j 2 1 : n; u 2 Du: (3)2°. Â [1℄ îòìå÷àëîñü, ÷òî áèëèíåéíàÿ ïîâåðõíîñòü Êóíñà ìèíèìèçèðóåòèíòåãðàë 1Z0 1Z0 auv(u; v)2du dvíà ìíîæåñòâå âñåõ ïîâåðõíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Â [2℄óñòàíîâëåíî, ÷òî äèñêðåòíàÿ ïîâåðõíîñòü Êóíñà ìèíèìèçèðóåò ñóììóN1�1Xu=0 N2�1Xv=0 �r1;r2 a(u; v)2íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîâåðõíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îïîðíûå êðèâûå. Ìû áó-äåì ðàññìàòðèâàòü îáùèé ñëó÷àé, êîãäà â öåëåâîé �óíêöèè âìåñòî îïåðàöèéèíòåãðèðîâàíèÿ è ñóììèðîâàíèÿ ïî ïåðèîäó áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ íåêîòîðûåëèíåéíûå �óíêöèîíàëû, à âìåñòî îïåðàöèé äè��åðåíöèðîâàíèÿ è âû÷èñëå-íèÿ êîíå÷íîé ðàçíîñòè � íåêîòîðûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû. Â êà÷åñòâå îãðà-íè÷åíèé áóäóò âûñòóïàòü óñëîâèÿ (3). Öåëüþ äàííîãî äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ äî-êàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îáîáù¼ííàÿ ïîâåðõíîñòü Êóíñà äîñòàâëÿåò åäèíñòâåí-íûé ìèíèìóì â òàêîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å ïðè îïðåäåë¼ííûõ ïðåäïîëîæå-íèÿõ îòíîñèòåëüíî èñïîëüçóåìûõ â öåëåâîé �óíêöèè �óíêöèîíàëîâ è îïåðà-òîðîâ. Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ áóäóò ñâÿçàíû ñ ýêñòðåìàëüíûìè çàäà÷àìè



62 ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ ÊÓÍÑÀäëÿ �óíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâàõ Du è Dv. Àíàëîãîìýòèõ ïðåäïîëîæåíèé â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîéíîðìû äëÿ äèñêðåòíûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ.Ïóñòü Iu, Iv � íåêîòîðûå ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû íà ïðîñòðàíñòâàõ Tu è Tvñîîòâåòñòâåííî. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àåIu g = N1�1Xu=0 g(u); Iv f = N2�1Xv=0 f(v):Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèè g èç Tu çíà÷åíèå Iu gíåîòðèöàòåëüíî è îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî äëÿ g = 0. Àíàëîãè÷íî, ïóñòüäëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèè f èç Tv çíà÷åíèå Iv f íåîòðèöàòåëüíîè îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî äëÿ f = 0. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðî-ñòðàíñòâà Tu è Tv çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ �óíêöèé.Ïóñòü çàäàíû ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà Eu è Ev � ïîäïðîñòðàíñòâà Tu è Tvñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì Hui 2 Eu; i 2 1 : m;Hvj 2 Ev; j 2 1 : n:Ïóñòü íà ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ îïðåäåëåíû ëèíåéíûå îïåðàòîðûAu : Eu ! Tu; Av : Ev ! Tv:Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå Au g = �r1g, Av f = �r2f .Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è äëÿ âåêòîð-�óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, îáðàòèìñÿ ê ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å äëÿ �óíêöèèîäíîé ïåðåìåííîé. Â [4, ñ. 23℄ ïîêàçàíî, ÷òî äèñêðåòíûé èíòåðïîëÿöèîííûéñïëàéí ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåêîòîðîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è. Îïèøåì àíàëîãýòîé çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå.Ïóñòü z1; : : : ; zm � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. �àññìîòðèì ýêñòðå-ìàëüíóþ çàäà÷ó G(g) := Iu (Au g)2 ! inf;Lui g = zi; i 2 1 : m;g 2 Eu: (4)ßñíî, ÷òî â ñèëó ðàâåíñòâ (1) �óíêöèÿg�(u) := mXi=1 ziHui (u) (5)óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (4).



Í. Â. ×àøíèêîâ 63Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå çàäà÷à (4) ïðèíèìàåò âèäN1�1Xu=0 ��r1g(u)�2 ! inf;g(in1) = zi; i 2 1 : m1;g 2 C N1 ; (6)ãäå N1 = m1 n1. Â [4℄ ïîêàçàíî, ÷òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (6) ÿâ-ëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí. Åñëè, ñëåäóÿ [2℄, â êà÷åñòâå ñìåøèâàþùèõ�óíêöèé âçÿòü �óíäàìåíòàëüíûå èíòåðïîëÿöèîííûå ñïëàéíû, îïðåäåëÿåìûåñîîòíîøåíèÿìè Hui (jn1) = Æij; i; j 2 1 : m1;òî �óíêöèÿ g�(u) ñîâïàä¼ò ñ èíòåðïîëÿöèîííûì ñïëàéíîì. Òàêèì îáðàçîì,â äèñêðåòíîì ñëó÷àå åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4) ÿâëÿåòñÿ �óíê-öèÿ g�(u). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî è â îáùåì ñëó÷àå ñìåøèâàþùèå �óíêöèè Hui (u)ïîäîáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî �óíêöèÿ g�(u) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøå-íèåì çàäà÷è (4). Ýòî îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå. Îïèøåì êðèòåðèé, îáëåã÷àþ-ùèé ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ýòî ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ çàäàííûõ �óíê-öèé Hui (i).Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà Ku è Kv êàê ìíîæåñòâà �óíêöèé, íà êîòîðûõ îá-ðàùàþòñÿ â íóëü âñå �óíêöèîíàëû Lui è Lvj ñîîòâåòñòâåííî:Ku = m\i=1 kerLui ; Kv = n\j=1 kerLvj :ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ôóíêöèÿ âèäà (5) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýêñòðå�ìàëüíîé çàäà÷è (4) äëÿ ëþáîãî íàáîðà fzig òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû�ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿIu �(AuHui ) (Au x)� = 0 äëÿ x 2 Eu \Ku; i 2 1 : m; (7)Ku \ kerAu = f0g: (8)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëîi 2 1 : m è �óíêöèþ x èç ìíîæåñòâà Eu \Ku íå ðàâíóþ òîæäåñòâåííî íóëþ.Ïîëîæèì zj = Æij äëÿ j 2 1 : m. Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ g� ñîâïàäàåò ñ Hui ,ïîýòîìó �óíêöèÿ Hui (u) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çà-äà÷è (4).Îïðåäåëèì äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî t �óíêöèþ gt ïî �îðìóëågt(u) = Hui (u) + t x(u):



64 ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ ÊÓÍÑÀÂ ñèëó ëèíåéíîñòè �óíêöèîíàëà Iu è îïåðàòîðà Au èìååìG(gt) = G(Hui + t x) = Iu �(AuHui )2 + 2 t (AuHui ) (Au x) + t2 (Au x)2 � == G(Hui ) + 2 t Iu �(AuHui ) (Au x)� + t2G(x):ßñíî, ÷òî gt óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (4) äëÿ ëþáîãî t. À òàê êàêg0 = Hui , òî åäèíñòâåííûé ìèíèìóì �óíêöèè G(gt) äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 0.Íî G(gt) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí, ïîýòîìó êîý��èöèåíòïðè t ðàâåí íóëþ, à êîý��èöèåíò ïðè t2 ïîëîæèòåëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëî-âèå (7) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ �óíêöèé x. Äëÿ �óíêöèè x(u) � 0 îíî,î÷åâèäíî, òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.Ïðîâåðèì óñëîâèå (8), äåéñòâóÿ îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü íàéä¼òñÿ �óíêöèÿ xèç ìíîæåñòâà Ku \ kerAu, íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî íóëþ. Òîãäà Au x = 0, ñëå-äîâàòåëüíî, G(x) = 0. Íî ìû äîêàçàëè, ÷òî G(x) ïîëîæèòåëüíî. Ïîëó÷åííîåïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñâîéñòâî (8). Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü g�(u) � �óíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (5),à g(u) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (4).Ïîëîæèì x(u) = g(u)� g�(u). ßñíî, ÷òî x 2 Ku \ Eu. Èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü�óíêöèîíàëà Iu è îïåðàòîðà Au, à òàêæå ðàâåíñòâî (7), ïîëó÷àåìG(g) = G(g� + x) = Iu �(Au g�)2 + 2 (Au g�) (Au x) + (Au x)2 � == G(g�) +G(x) + Iu �(AuHui ) (Au x)� = G(g�) +G(x):Òàêèì îáðàçîì, G(g) > G(g�), ÷òî ãàðàíòèðóåò îïòèìàëüíîñòü ïëàíà g� âçàäà÷å (4).Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü G(g) = G(g�). Òîãäà G(x) = 0, ïîýòîìóAu x = 0, òî åñòü x 2 kerAu. Çíà÷èò, ïî óñëîâèþ (8) ïîëó÷àåì, ÷òî x = 0, òîåñòü g = g�. Òåîðåìà äîêàçàíà.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ �óíê-öèé ïðîñòðàíñòâà Ev. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî è â ýòîé çàäà÷å åäèíñòâåííûì ðåøå-íèåì ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñìåøèâàþùèõ �óíêöèé. Òàêèì îáðàçîì,âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿIu �(AuHui ) (Au x)� = 0 äëÿ x 2 Eu \Ku; i 2 1 : m;Iv �(AvHvj ) (Av y)� = 0 äëÿ y 2 Ev \Kv; j 2 1 : n; (9)è Ku \ kerAu = f0g; Kv \ kerAv = f0g: (10)Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå áóäóò òðåáî-âàòüñÿ â òåîðåìå îá ýêñòðåìàëüíîì ñâîéñòâå îáîáù¼ííîé ïîâåðõíîñòè Êóíñà.



Í. Â. ×àøíèêîâ 653°. �àñïðîñòðàíèì ââåä¼ííûå �óíêöèîíàëû è îïåðàòîðû íà �óíêöèè äâóõïåðåìåííûõ. Ïóñòü çàäàíû íåêîòîðûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà Tuv è Euv, ýëå-ìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå �óíêöèè íàä Du �Dv, ïðè÷¼ì âû-ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿa(�; v) 2 Tu; a(u; �) 2 Tv äëÿ a 2 Tuv;a(�; v) 2 Eu; a(u; �) 2 Ev äëÿ a 2 Euv:Îïðåäåëèì äëÿ a 2 Tuv �óíêöèþ Iu;� a �îðìóëîé�Iu;� a�(v) = Iu �a(�; v)�; v 2 Dv:Òàêèì îáðàçîì, Iu;� ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé�óíêöèè èç Tuv íåêîòîðóþ �óíêöèþ íàä ìíîæåñòâîì Dv. ßñíî, ÷òî Iu;� ÿâ-ëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îïóñêàòüñêîáêè â âûðàæåíèÿõ âèäà �Iu;� a�(v), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñíà÷àëà îïåðàòîð ïðè-ìåíÿåòñÿ ê �óíêöèè, à ïîòîì âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ïîëó÷åííîé �óíêöèè íàçàäàííîì àðãóìåíòå.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì ëèíåéíûå îïåðàòîðû I�;v, Lu;�i è L�;vj :I�;v a(u) = Iv�a(u; �)�; u 2 Du;Lu;�i a(v) = Lui �a(�; v)�; v 2 Dv;L�;vj a(u) = Lvj�a(u; �)�; u 2 Du:Äàëåå, ïîëîæèì Au;� a(u; v) = Au �a(�; v)�(u);A�;v a(u; v) = Av �a(u; �)�(v):Îïåðàòîð Au;� îïðåäåë¼í íà òåõ a(u; v) èç ïðîñòðàíñòâà Tuv, äëÿ êîòîðûõ a(�; v)ïðèíàäëåæèò Eu, à îïåðàòîð Au;� � íà òåõ a(u; v), äëÿ êîòîðûõ a(u; �) ïðèíàä-ëåæèò Ev.ËÅÌÌÀ 1. Åñëè �óíêöèÿ a(u; v) èç ïðîñòðàíñòâà Euv èìååò âèäa(u; v) = g(u) f(v);ãäå g 2 Eu, f 2 Ev, òî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâîAu;�A�;v a(u; v) = �Au g(u)� �Av f(v)�:



66 ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ ÊÓÍÑÀÄîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå u èç Du. Ïî îïðåäåëåíèþîïåðàòîðà A�;v èìååìA�;v a(u; �) = Av �a(u; �)� = Av �g(u) f� = g(u)Av f:Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå v èç Dv. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà Au;�,ïîëó÷àåìAu;�A�;v a(�; v) = Au �A�;v a(�; v)� = Au �g Av f(v)� = �Av f(v)� (Au g);÷òî è òðåáîâàëîñü.ËÅÌÌÀ 2. Åñëè �óíêöèÿ a(u; v) èç ïðîñòðàíñòâà Tuv èìååò âèäa(u; v) = g(u) b(u; v);ãäå g 2 Tu, b 2 Tuv, òî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâîI�;v a = g I�:v b:Àíàëîãè÷íî, åñëè �óíêöèÿ a(u; v) èç ïðîñòðàíñòâà Tuv èìååò âèäa(u; v) = f(v) b(u; v);ãäå f 2 Tv, b 2 Tuv, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîIu;� a = f Iu;� b:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå u èç Du. Ïî îïðåäåëåíèþîïåðàòîðà I�;v èìååìI�;v a(u) = Iv �a(u; �)� = Iv �g(u) b(u; �)� == g(u) Iv �b(u; �)� = g(u) I�;v b(u);÷òî è òðåáîâàëîñü. Âòîðàÿ ÷àñòü ëåììû äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.Ââåä¼ííûå âûøå îïåðàòîðû äåéñòâóþò íà îäíó èç ïåðåìåííûõ ïðè �èê-ñèðîâàííîé âòîðîé. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îïåðàòîðû, äåé-ñòâóþùèå íà ðàçíûå ïåðåìåííûå, êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì.Ïóñòü äëÿ âñåõ a 2 Tuv âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿIu;� a 2 Tv; I�;v a 2 Tu è Iu I�;v a = Iv Iu;� a: (11)



Í. Â. ×àøíèêîâ 67Äàëåå, ïóñòü äëÿ âñåõ a 2 Euv �óíêöèÿ Au;�a ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëå-íèÿ îïåðàòîðà A�;v, �óíêöèÿ A�;va ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðà-òîðà Au;� è ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâîAu;�A�;v a = A�;v Au;� a: (12)Êðîìå òîãî, ïóñòü äëÿ âñåõ a 2 Euv âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿLu;�i a 2 Ev; Av Lu;�i a = Lu;�i A�;v a; i 2 1 : m;L�;vj a 2 Eu; Au L�;vj a = L�;vj Au;� a; j 2 1 : n: (13)ËÅÌÌÀ 3. Ïóñòü �óíêöèÿ b èç ïðîñòðàíñòâà Tuv íåîòðèöàòåëüíà. ÒîãäàIu I�;v b > 0, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ b = 0.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u èç Du èìååìI�;v b(u) = Iv �b(u; �)� > 0;òî åñòü I�;v b > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, Iu I�;v b > 0.Åñëè æå äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî Iu I�;v b = 0, òî I�;v b = 0. Ïîýòîìó äëÿ âñåõu èç Du âûïîëíÿåòñÿ Iv �b(u; �)� = 0, ÷òî âëå÷¼ò b(u; �) � 0.Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Kuv êàê ìíîæåñòâî �óíêöèé èç Euv, íà êîòîðûõîáðàùàþòñÿ â íóëü âñå îïåðàòîðû Lu;�i , L�;vj :Kuv = Euv \ m\i=1 kerLu;�i \ n\j=1 kerL�;vj :ËÅÌÌÀ 4. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (9), òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè � èç ìíî�æåñòâà Kuv ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâàIu;� �(AuHui ) (Au;�A�;v �)� = 0; i 2 1 : m;I�;v �(AvHvj ) (Au;�A�;v �)� = 0; j 2 1 : n:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå v èç Dv. Ñîãëàñíî îïðåäå-ëåíèþ Iu;� èìååìIu;� �(AuHui ) (Au;�A�;v �)�(v) = Iu �(AuHui ) �(Au;�A�;v �)(�; v)�� == Iu �(AuHui ) (Au x)�;ãäå x(u) = A�;v �(u; v).



68 ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ ÊÓÍÑÀÏî îïðåäåëåíèþ Lu;� è ñâîéñòâó (13) ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî k 2 1 : mLuk x = Luk �A�;v �(�; v)� = (Lu;�k A�;v �)(v) = (Av Lu;�k �)(v) = 0:Òàêèì îáðàçîì, x 2 Ku. Ïî ñâîéñòâó (12) �óíêöèÿ A�;v � ïðèíàäëåæèò îáëàñòèîïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Au;�, ñëåäîâàòåëüíî, x 2 Eu.Èòàê, x 2 Eu \Ku, ïîýòîìó ïî ñâîéñòâó (9)Iu;� �(AuHui ) (Au;�A�;v �)� = Iu �(AuHui ) (Au x)� = 0:Âòîðîå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.ËÅÌÌÀ 5. Ïóñòü ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ (10) è äëÿ �óíêöèè � èç ìíîæå�ñòâà Kuv âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîIu I�;v(Au;�A�;v �)2 = 0:Òîãäà � = 0.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî Au;�A�;v � = 0. Ïîëîæèì � == A�;v �.Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå v èç Dv. Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà Au;� èìååìAu ��(�; v)� = Au;� �(�; v) = 0:Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (13), ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîãî i 2 1 : mLui ��(�; v)� = Lu;�i �(�; v) = Lu;�i A�;v �(�; v) = Av Lu;�i �(�; v) = 0;òàê êàê Lu;�i � = 0.Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ �(�; v) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó kerAu, à òàêæåìíîæåñòâàì kerLui ïðè i 2 1 : m. Çíà÷èò, ïî ñâîéñòâó (10), ýòà �óíêöèÿ ðàâíàíóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, A�;v � = 0.Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå u èç Du. Ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà A�;v èìååìAv ��(u; �)� = A�;v �(u; �) = 0:Äëÿ ëþáîãî j 2 1 : n ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà L�;vj ïîëó÷èìLvj ��(u; �)� = L�;vj �(u; �) = 0;òàê êàê � 2 Kuv.Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ �(u; �) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó kerAv, à òàêæåìíîæåñòâàì kerLvj ïðè j 2 1 : n. Èç ðàâåíñòâ (10) ñëåäóåò, ÷òî �(u; �) = 0, ÷òîè òðåáîâàëîñü.



Í. Â. ×àøíèêîâ 69ÏîëîæèìEuv = na : Du �Dv ! Rs �� a(u; v) = �a1(u; v); : : : ; as(u; v)�; ak 2 Euvo;è îïðåäåëèì âåêòîðíûå âàðèàíòû îïåðàòîðîâ Au;� è A�;v:Au;�(a) = �Au;�(a1); : : : ; Au;�(as)� äëÿ a(u; v) = �a1(u; v); : : : ; as(u; v)�;A�;v(a) = �A�;v(a1); : : : ; A�;v(as)� äëÿ a(u; v) = �a1(u; v); : : : ; as(u; v)�:Ñ�îðìóëèðóåì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ îáîáù¼ííîé ïîâåðõíîñòè Êóíñà.F (a) := Iu I�;v Au;�A�;v a2 ! inf;Lui (a(�; v)) = fi(v); i 2 1 : m; v 2 Dv;Lvj (a(u; �)) = gj(u); j 2 1 : n; u 2 Du;a 2 Euv: (14)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáîáù¼ííàÿ ïîâåðõíîñòü Êóíñà, ïîñòðîåííàÿ ïî �îðìó-ëå (2), ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Euv.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (9), (10), (11), (12) è (13), òî âåê�òîð-�óíêöèÿ (u; v), îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (2), ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûìðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (14).Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a(u; v) � ïðîèçâîëüíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, óäîâëå-òâîðÿþùàÿ îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (14), à (u; v) � ïîâåðõíîñòü Êóíñà, ïîñòðî-åííàÿ ïî �îðìóëå (2). Ïîëîæèì �(u; v) = a(u; v) � (u; v). ×åðåç d(u; v),�d(u; v), f di (v), gdj (u) áóäåì îáîçíà÷àòü êîîðäèíàòû ñ èíäåêñîì d âåêòîðîâ(u; v), �(u; v), fi(v) è gj(u) ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ïîñòðîåíèþ �d ïðèíàäëå-æèò Kuv. Â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðîâ Au;�, A�;v, I�;v è �óíêöèîíàëà Iuèìååì F (a) = Iu I�;v kAu;�A�;v +Au;�A�;v �k2 == F () + F (�) + 2 Iu I�;v 
Au;�A�;v ;Au;�A�;v �� == F () + F (�) + 2 sXd=1 ld(d);ãäå ld(d) = Iu I�;v �(Au;�A�;v d) (Au;�A�;v �d)�. Ôîðìóëó (2) äëÿ êîîðäèíàòû ñèíäåêñîì d ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåd(u; v) = mXi=1 Hui (u) f di (v) + nXj=1 Hvj (v)bgdj (u); (15)



70 ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ ÊÓÍÑÀãäå bgdj (u) = gdj (u)�Pmi=1Hui (u)Lui (gdj ).Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (11) è ëåììû 1, 2 è 4, ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîãî i 2 1 : mld �Hui (u) f di (v)� = Iv Iu;� �(AuHui ) (Av f di ) (Au;�A�;v �d)� == Iv �(Av f di ) Iu;� �(AuHui ) (Au;�A�;v �d)�� = 0:Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî j 2 1 : n èìååìld �Hvj (v)bgdj (u)� = Iu I�;v �(AvHvj ) (Au bgdj ) (Au;�A�;v �d)� == Iu �(Au bgdj ) I�;v �(AvHvj ) (Au;�A�;v �d)�� = 0:Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå ld îáðàùàåòñÿ â íîëü íà âñåõ ñëàãàåìûõ âû-ðàæåíèÿ (15). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëèíåéíîñòè, ld(d) = 0. Ïîýòîìó F (a) == F ()+F (�), à òàê êàê F íåîòðèöàòåëüíî â ñèëó ëåììû 3, òî ýòî ãàðàíòèðóåòîïòèìàëüíîñòü âåêòîð-�óíêöèè (u; v) äëÿ çàäà÷è (14).Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F (a) = F (). Òîãäà F (�) == 0, òî åñòü sXd=1 Iu I�;v �Au;�A�;v �d�2 = 0:Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ d âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Iu I�;v �Au;�A�;v �d�2 = 0, ÷òîïî ëåììå 5 âëå÷¼ò �d = 0. Òàêèì îáðàçîì, � = 0, òî åñòü a = . Òåîðåìàäîêàçàíà.4°. Ïîêàæåì, êàê óñòàíîâèòü ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî áèêóáè÷åñêèõ ïî-âåðõíîñòåé Êóíñà, ðàññìîòðåííûõ â [5℄. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà, �óíêöè-îíàëû è îïåðàòîðû äëÿ ïåðåìåííûõ u è v îïðåäåëÿþòñÿ îäèíàêîâî. ÏîëîæèìD = [0; 1℄, T = C1(D), m = 4. Ôóíêöèîíàëû Li çàäàþòñÿ �îðìóëàìèL1(f) = f(0); L2(f) = f 0(0); L3(f) = f 0(1); L4(f) = f(1):Ñìåøèâàþùèìè �óíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ êóáè÷åñêèå ïîëèíîìû ÝðìèòàH1(t) = 2t3 � 3t2 + 1; H2(t) = t3 � 2u2 + t;H3(t) = t3 � t2; H4(t) = �2t3 + 3t2:Ïóñòü E = C2(D); I(f) = Z 10 f(t) dt; A(f) = f 00:



Í. Â. ×àøíèêîâ 71Ïîëîæèì Tuv = C�[0; 1℄2�, Euv = C4�[0; 1℄2�. Ñâîéñòâà (11), (12) è (13), î÷å-âèäíî, âûïîëíåíû. Ñâîéñòâî (9) ïðèíèìàåò âèäZ 10 H 00i (t) x00(t) dt = 0; åñëè x(0) = x0(0) = x(1) = x0(1) = 0:Òàê êàê Hi(t) � ïîëèíîì òðåòüåé ñòåïåíè, òî H 00i (t) � ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ,è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîìèíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì.Óñëîâèå (10) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:åñëè x00(t) � 0 è x(0) = x0(0) = x(1) = x0(1) = 0; òî x(t) � 0:Ýòî óñëîâèå òàêæå ñîáëþäàåòñÿ.Èòàê, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 2 âûïîëíåíû. Ïîýòîìó ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òîáèêóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü Êóíñà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýêñòðå-ìàëüíîé çàäà÷è 1Z0 1Z0  �4a�2u �2v (u; v)2du dv ! inf;a(0; v) � f1(v); �a�u (0; v) � f2(v); �a�u (1; v) � f3(v); a(1; v) � f4(v);a(u; 0) � g1(u); �a�v (u; 0) � g2(u); �a�v (u; 1) � g3(u); a(u; 1) � g4(u);a 2 C4�[0; 1℄2�:Ñïðàâåäëèâîñòü ïîëó÷åííîãî ýêñòðåìàëüíîãî ñâîéñòâà áûëà ïîêàçàíà â [6℄íåïîñðåäñòâåííî. Òåïåðü æå ýòî ñâîéñòâî ïîëó÷àåòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé òåî-ðåìû 2.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. ×àøíèêîâ Í. Â. Áèëèíåéíûå ïîâåðõíîñòè Êóíñà è ïîâåðõíîñòè Áåçüå //Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 18 íîÿáðÿ 2006 ã.(http://dha.spb.ru/reps06.shtml#1118).2. ×àøíèêîâ Í. Â. Ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî äèñêðåòíûõ ïîâåðõíîñòåé Êóí�ñà // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 14 ìàðòà 2009 ã.(http://dha.spb.ru/reps09.shtml#0314).



72 ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ ÊÓÍÑÀ3. ×àøíèêîâ Í. Â. Îáîáù¼ííûå è ñîñòàâíûå ïîâåðõíîñòè Êóíñà // Ñåìèíàð¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 15 ìàðòà 2008 ã.(http://dha.spb.ru/reps08.shtml#0315).4. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îñíîâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà. ×àñòü òðåòüÿ. ÑÏá.: ÍÈÈÌÌ, 2003. 88 ñ.5. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., ×àøíèêîâ Í. Â. Áèêóáè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè Êóíñà //Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 23 ÿíâàðÿ 2007 ã.(http://dha.spb.ru/reps07.shtml#0123).6. Èãíàòîâ Ì. È., Ïåâíûé À. Á. Íàòóðàëüíûå ñïëàéíû ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.Ë.: Íàóêà, 1991. 128 ñ.



ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÀß ÇÀÄÀ×ÀÍÀ Ô�ÅÉÌÀÕÌ. Í. Èñòîìèíà6 ìàÿ 2009 ã.Íàñòîÿùèé äîêëàä èíèöèèðîâàí äîêëàäîì Â. Í. Ìàëîç¼ìîâà [1℄.1°. Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à íà �ðåéìàõ Ìåðñåäåñ-Áåíö. Ïóñòüfbnj gn+1j=1 � �ðåéì Ìåðñåäåñ�Áåíö â Rn (ñì. [2℄). Çäåñü è äàëåå âåðõíèé èíäåêñóêàçûâàåò íà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.Âîçüì¼ì íåíóëåâîé âåêòîð a 2 Rn è ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ók�k2 := n+1Xj=1 �2j ! min;nn+ 1 n+1Xj=1 �j bnj = a:Â äîêëàäå [1℄ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì âåê-òîðå �� ñ êîìïîíåíòàìè ��j = ha; bnj i, j 2 1 : n+ 1.2°. Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à íà æ¼ñòêèõ �ðåéìàõ. �àññìîòðèì ïðèm > n ìàòðèöó � = �[1 : n; 1 : m℄ ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè. Ñòîëáöûýòîé ìàòðèöû îáîçíà÷èì '1; : : : ; 'm . Íàáîð âåêòîðîâ f'1; : : : ; 'mg íàçûâàåòñÿæ¼ñòêèì �ðåéìîì â Rn , åñëè ��T = AIn :Ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð a èç Rn ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå(ñì. [2℄) : a = 1A mXj=1 �j 'j :Íàéä¼ì ðàçëîæåíèå âåêòîðà a ïî æ¼ñòêîìó �ðåéìó ñ íàèìåíüøåé l2-íîðìîéâåêòîðà êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ ñëåäóþùåé73



74 ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÀß ÇÀÄÀ×À ÍÀ Ô�ÅÉÌÀÕçàäà÷è ìèíèìèçàöèè: k�k2 := �21 + : : :+ �2m ! min;1A � � = a: (1)Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ âåê�òîð �� ñ êîìïîíåíòàìè ��j = ha; 'ji; j 2 1 : m:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî �� = �Ta óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ çà-äà÷è (1): 1A ��Ta = 1A AIn a = a:Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé ïëàí � çàäà÷è (1) è ïîëîæèì h = � � ��. Òîãäà � == �� + h, ãäå � h = O . Çàäà÷à (1) ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäåk�� + hk2 ! minfh j�h=Og : (2)Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2) ÿâëÿåòñÿ h� = O . Äåéñòâèòåëüíî, åñëèðàñïèñàòü êâàäðàò íîðìû, ïîëó÷èìk��k2 + 2 h��; hi+ khk2 ! minfh j�h=Og :Çäåñü, â ñèëó îãðàíè÷åíèÿ � h = O , âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, òàêêàê h��; hi = h�Ta; hi = ha;� hi = 0. Ýòî ãàðàíòèðóåò îïòèìàëüíîñòü è åäèí-ñòâåííîñòü ��.3°. Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à íà ïðîèçâîëüíûõ �ðåéìàõ. Ïóñòü íàáîðâåêòîðîâ � = f'1; : : : ; 'mg îáðàçóåò �ðåéì â Rn (m > n). Òîãäà S = ��Tÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ìàòðèöåé è äëÿ íå¼ ñó-ùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà S�1. �àññìîòðèì âåêòîðû e'i = S�1 'i , i 2 1 : m.Îíè îáðàçóþò êàíîíè÷åñêèé äâîéñòâåííûé �ðåéì (ñì. [3℄).Ââåä¼ì ìàòðèöó e� ðàçìåðà n�m ñî ñòîëáöàìè e'1; : : : ; e'm :e� = [e'1; : : : ; e'm℄ = S�1�:Äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:e��T = � e�T = In : (3)Óìíîæèâ îáå ÷àñòè (3) íà âåêòîð a 2 Rn , ïîëó÷èì ðàçëîæåíèåa = � e�; (4)ãäå e� = e�Ta. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå åñòü â êíèãå Äîáåøè [4℄ (ïðåäëîæå-íèå 3.2.4). Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ñîâñåì ïðîñòî.



Ì. Í. Èñòîìèíà 75Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è ìèíèìèçàöèèk�k2 ! minf� j� �=ag (5)ÿâëÿåòñÿ âåêòîð e� ñ êîìïîíåíòàìè e�j = ha; e'ji, j 2 1 : m.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó (4) âåêòîð e� óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ çàäà-÷è (5).�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïëàí � çàäà÷è (5). Îáîçíà÷èì, êàê è âûøå, h == � � e�. Òîãäà � h = O è � = e� + h. Èìååìhe�; hi = he�Ta; hi = 
(S�1�)Ta; h� = h�TS�1 a; hi = hS�1 a;� hi = 0:Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ke� + hk2 = ke�k2 + khk2:Åñëè � 6= e�, òî h ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì âåêòîðîì. Çíà÷èò k�k2 > ke�k2, ÷òî èòðåáîâàëîñü äîêàçàòü.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è íà �ðåéìàõ Ìåðñåäåñ�Áåíö //Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 25 ìàðòà 2009 ã.(http://dha.spb.ru/reps09.shtml\#0325)2. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á. �àâíîóãîëüíûå æ¼ñòêèå �ðåéìû // Ïðî-áëåìû ìàòåì. àíàëèçà. Âûï. 39. 2009. Ñ. 3�25.3. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ñîëîâü¼âà Í. À. Äâîéñòâåííûå �ðåéìû // Ñåìèíàð¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 21 àâãóñòà 2007 ã.(http://dha.spb.ru/reps07.shtml\#0821)4. Äîáåøè È. Äåñÿòü ëåêöèé ïî âåéâëåòàì. Ïåð. ñ àíãë. Èæåâñê: ÍÈÖ ¾�åãó-ëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà¿. 2001. 464 ñ.



ÎÁÎÁÙ�ÍÍÛÅ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÊÓÍÑÀÊËÀÑÑÀ C2Í. Â. ×àøíèêîâ16 ìàÿ 2009 ã.Â äîêëàäå ïîêàçàíî, êàê ïîñòðîèòü ïîâåðõíîñòü êëàññà C2, íàòÿíóòóþ íàçàäàííóþ ñåòü êðèâûõ.1°. Ïóñòü çàäàíû äâà îòðåçêà íà âåùåñòâåííîé îñè è â êàæäîì èç íèõâûáðàíî íåñêîëüêî óçëîâ:a 6 u1 < u2 < � � � < um 6 b; m > 2; 6 v1 < v2 < � � � < vn 6 d; n > 2:Êðîìå òîãî, ïóñòü çàäàíû äâà íàáîðà êðèâûõ â ïðîñòðàíñòâå Rsfi : [; d℄! Rs ; fi 2 C2�[; d℄�; i 2 1 : m;gj : [a; b℄! Rs ; gj 2 C2�[a; b℄�; j 2 1 : n;äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâàfi(vj) = gj(ui); i 2 1 : m; j 2 1 : n: (1)Ñòàâèòñÿ çàäà÷à: ïîñòðîèòü ïîâåðõíîñòü r : [a; b℄� [; d℄! Rs , r 2 C2, óäîâëå-òâîðÿþùóþ óñëîâèÿìr(ui; v) = fi(v); i 2 1 : m; v 2 [; d℄;r(u; vj) = gj(u); j 2 1 : n; u 2 [a; b℄: (2)2°. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, âîñïîëüçóåìñÿ îáîáùå-íèåì ïîâåðõíîñòè Êóíñà, ïðåäëîæåííûì â [1℄.Ïóñòü Du � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, Tu � íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî,ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå �óíêöèè íàä Du. Êðîìå òîãî,ïóñòü çàäàí íàáîð ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ Lu1 ; : : : ; Lum : Tu ! R è íàáîð �óíê-öèé Hu1 ; : : : ; Hum 2 Tu, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿìLui (Huj ) = Æij; i; j 2 1 : m: (3)76



Í. Â. ×àøíèêîâ 77Àíàëîãè÷íî, ïóñòü çàäàíî íåïóñòîå ìíîæåñòâî Dv, ëèíåéíîå ïðîñòðàí-ñòâî Tv, ñîñòîÿùåå èç âåùåñòâåííûõ �óíêöèé íàä Dv, íàáîð ëèíåéíûõ �óíê-öèîíàëîâ Lv1; : : : ; Lvn : Tv ! R è íàáîð �óíêöèé Hv1 ; : : : ; Hvn 2 Tv, óäîâëåòâîðÿ-þùèõ ñîîòíîøåíèÿì Lvi (Hvj ) = Æij; i; j 2 1 : n: (4)Ôóíêöèè Hui , Hvj íàçûâàþòñÿ ñìåøèâàþùèìè �óíêöèÿìè.Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà âåêòîð-�óíêöèé, êîîðäèíàòíûå �óíêöèè êîòîðûõïðèíàäëåæàò Tu è Tv :Tu = ng : Du ! Rs ��g(u) = �g1(u); : : : ; gs(u)�; gk 2 Tuo;Tv = nf : Dv ! Rs �� f(v) = �f 1(v); : : : ; f s(v)�; fk 2 Tvo:Ââåä¼ì ëèíåéíûå îïåðàòîðûLui (g) = �Lui (g1); : : : ; Lui (gs)� äëÿ g(u) = �g1(u); : : : ; gs(u)� 2 Tu; i 2 1 : m;Lvj (f) = �Lvj (f 1); : : : ; Lvj (f s)� äëÿ f(u) = �f 1(u); : : : ; f s(u)� 2 Tv; j 2 1 : n:Ïóñòü çàäàíû íàáîðû îïîðíûõ âåêòîð-�óíêöèéf1; : : : ; fm 2 Tv; g1; : : : ; gn 2 Tu;óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿLui (gj) = Lvj (fi); i 2 1 : m; j 2 1 : n: (5)Îïðåäåëèì âåêòîð-�óíêöèþ r : Du �Dv ! Rs :r(u; v) = mXi=1 Hui (u) fi(v) + nXj=1 Hvj (v) gj(u)� mXi=1 nXj=1 Hui (u)Hvj (v)Lui (gj): (6)Ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ âåêòîð-�óíêöèåé r(u; v), íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííîéïîâåðõíîñòüþ Êóíñà. Â [1℄ äîêàçàíî, ÷òî âåêòîð-�óíêöèÿ r(u; v) óäîâëåòâî-ðÿåò óñëîâèÿì Lui (r(�; v)) = fi(v); i 2 1 : m; v 2 Dv;Lvj (r(u; �)) = gj(u); j 2 1 : n; u 2 Du: (7)



78 ÎÁÎÁÙ�ÍÍÛÅ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÊÓÍÑÀ ÊËÀÑÑÀ C²3°. Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü �óíêöèîíàëû è ñìåøèâàþùèå �óíê-öèè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáîáù¼ííàÿ ïîâåðõíîñòü Êóíñà ðåøàëà ïîñòàâëåí-íóþ â ïåðâîì ðàçäåëå çàäà÷ó.Ïîëîæèì Du = [a; b℄, Dv = [; d℄, Tu = C([a; b℄), Tv = C([; d℄). Ôóíêöèîíà-ëû Lui è Lvj îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:Lui (g) = g(ui); i 2 1 : m;Lvj (f) = f(vj); j 2 1 : n:Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ (7) ïðèíèìàþò âèä (2). �àâåíñòâà (3) ñâîäÿòñÿ êHuj (ui) = Æij; i; j 2 1 : m: (8)Áóäåì èñêàòü ñìåøèâàþùèå �óíêöèè Huj ñðåäè íàòóðàëüíûõ êóáè÷åñêèõñïëàéíîâ ñ óçëàìè u1; : : : ; um. Íàïîìíèì, ÷òî íàòóðàëüíûì êóáè÷åñêèì ñïëàé-íîì íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ êëàññà C2, ñîâïàäàþùàÿ íà îòðåçêàõ [uk; uk+1℄,k 2 1 : m � 1, ñ íåêîòîðûìè ïîëèíîìàìè òðåòüåãî ïîðÿäêà è ëèíåéíàÿ íàèíòåðâàëàõ (�1; u1), (um;+1) (ñì. [2, ñ. 68℄). Äëÿ êàæäîãî Huj óñëîâèÿ (8)çàäàþò èíòåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷ó, ïðè÷¼ì óçëû èíòåðïîëÿöèè ñîâïàäàþò ñóçëàìè ñïëàéíà. Ñîãëàñíî [2℄, òàêàÿ çàäà÷à âñåãäà èìååò ðåøåíèå. Àíàëîãè÷-íûì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ñìåøèâàþùèõ �óíêöèé Hvi âîçüì¼ì íàòóðàëüíûåêóáè÷åñêèå ñïëàéíû ñ óçëàìè v1; : : : ; vn, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè èíòåðïîëÿ-öèîííûõ çàäà÷ Hvi (vj) = Æij; i; j 2 1 : m:Äëÿ çàäàííûõ �óíêöèîíàëîâ Lui è Lvj óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (5) ïðèìóòâèä (1). Ïîýòîìó åñëè äëÿ âåêòîð-�óíêöèé f1; : : : ; fm, g1; : : : ; gn âûïîëíåíûñîîòíîøåíèÿ (1), òî îáîáù¼ííàÿ ïîâåðõíîñòü Êóíñà (6) áóäåò óäîâëåòâîðÿòüóñëîâèÿì (2). Â äàííîì ñëó÷àå �îðìóëà (6) ïðèíèìàåò âèär(u; v) = mXi=1 Hui (u) fi(v) + nXj=1 Hvj (v) gj(u)� mXi=1 nXj=1 Hui (u)Hvj (v) gj(ui): (9)ßñíî, ÷òî r 2 C2([a; b℄� [; d℄).Ï�ÈÌÅ�. Ïóñòü n = m = 3. Íà ðèñ. 1 ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíûêðèâûå f1, f2 è f3, ñïëîøíûìè ëèíèÿìè � êðèâûå g1, g2 è g3, êðóæêàìè îò-ìå÷åíû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ. Ïîâåðõíîñòü Êóíñà, ïîñòðîåííàÿ ïî ýòèìêðèâûì, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 2. Îòìåòèì, ÷òî êðèâûå f1, f3, g1 è g3 ëåæàò âîäíîé ïëîñêîñòè, à êðèâûå f2 è g2 � â îðòîãîíàëüíûõ ïëîñêîñòÿõ.
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b�èñ. 1. Îñòîâíûå êðèâûå �èñ. 2. Ïîâåðõíîñòü Êóíñà4°. Ïóñòü çàäàíû íàáîðû âåêòîð-�óíêöèéf1; : : : ; fm 2 C2�[; d℄�; g1; : : : ; gn 2 C2�[a; b℄�;óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1). �àññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷óZ ba Z d ruuvv(u; v)2dv du! inf;r(ui; v) = fi(v); i 2 1 : m; v 2 [; d℄;r(u; vj) = gj(u); j 2 1 : n; u 2 [a; b℄;r 2 C2�[a; b℄� [; d℄�; ruuvv; rvvuu 2 C�[a; b℄� [; d℄�;ruuvv(u; v) � rvvuu(u; v): (10)
Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ. Ïîâåðõíîñòü Êóíñà êëàññà C2, ïîñòðîåííàÿ ïî �îðìó�ëå (9), ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (10).Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé îá ýêñòðåìàëüíîì ñâîéñòâåîáîáù¼ííîé ïîâåðõíîñòè Êóíñà, äîêàçàííîé â [3℄. ÏóñòüIu g = Z ba g(u) du; Iv f = Z d f(v) dv:Ïîëîæèì Eu = C2�[a; b℄�, Ev = C2�[; d℄� è îïðåäåëèì îïåðàòîðû Au è Av�îðìóëàìè Au g = g00; Av f = f 00:



80 ÎÁÎÁÙ�ÍÍÛÅ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÊÓÍÑÀ ÊËÀÑÑÀ C²Îñíîâíîå óñëîâèå â òåîðåìå ñâÿçàíî ñ ýêñòðåìàëüíûìè çàäà÷àìè äëÿ �óíê-öèé îäíîé ïåðåìåííîé, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâàõ Du è Dv. Â äàííîì ñëó÷àåýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ �óíêöèè, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå Du, âûãëÿäèòñëåäóþùèì îáðàçîì: Z ba �g00(u)�2du! inf;g(ui) = xi; i 2 1 : m;g 2 C2�[a; b℄�: (11)Ñîãëàñíî ñâîéñòâó ìèíèìàëüíîé íîðìû äëÿ íàòóðàëüíûõ ñïëàéíîâ (ñì. [2,ñ. 73℄), åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (11) ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûé êó-áè÷åñêèé ñïëàéí, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäåg�(u) = mXi=1 Hui (u) xi:Ýòî â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò òðåáóåìîìó óñëîâèþ òåîðåìû. Àíàëîãè÷íûì îá-ðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå, ñâÿçàííîå ñ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé äëÿ �óíêöèè,çàäàííîé íà ìíîæåñòâå Dv.ÏîëîæèìTuv = C�[a; b℄� [; d℄�;Euv = ne 2 C2�[a; b℄� [; d℄� �� euuvv; evvuu 2 C�[a; b℄� [; d℄�; euuvv = evvuuo:Òàê æå, êàê â [3℄, îáîçíà÷èì ÷åðåç Euv ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-�óíêöèé, êîîð-äèíàòíûå �óíêöèè êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Euv. Ïðîâåðèì, ÷òîïîâåðõíîñòü Êóíñà êëàññà C2, ïîñòðîåííàÿ ïî �îðìóëå (9), ïðèíàäëåæèò ïðî-ñòðàíñòâó Euv. Äåéñòâèòåëüíî,ruuvv(u; v) = mXi=1 �Hui (u)�00 f 00i (v) + nXj=1�Hvj (v)�00 g00j (u)�� mXi=1 nXj=1�Hui (u)�00 �Hvj (v)�00 gj(ui) = rvvuu(u; v):Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå Au;� = d2du2 , A�;v = d2dv2 , òî ïî ïîñòðîåíèþ ïðî-ñòðàíñòâà Euv âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîAu;�A�;v e = A�;v Au;� e; e 2 Euv:Âñå îñòàâøèåñÿ óñëîâèÿ, òðåáóåìûå â òåîðåìå îá ýêñòðåìàëüíîì ñâîéñòâå îáîá-ù¼ííîé ïîâåðõíîñòè Êóíñà, ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñâîéñòâàìè èíòåãðàëîâ



Í. Â. ×àøíèêîâ 81è ïðîèçâîäíûõ �óíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó, çàêëþ÷àåì,÷òî ïîâåðõíîñòü Êóíñà, ïîñòðîåííàÿ ïî �îðìóëå (9), ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûìðåøåíèåì çàäà÷è (10).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. ×àøíèêîâ Í. Â. Îáîáù¼ííûå è ñîñòàâíûå ïîâåðõíîñòè Êóíñà // Ñåìèíàð¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 15 ìàðòà 2008 ã.(http://dha.spb.ru/reps08.shtml#0315).2. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á. Ïîëèíîìèàëüíûå ñïëàéíû. Ë.: Èçä-âî Ëå-íèíãð. óí-òà, 1986. 120 ñ.3. ×àøíèêîâ Í. Â. Ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé Êóíñà // Ñåìèíàð¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 14 ìàðòà 2009 ã.(http://dha.spb.ru/reps09.shtml#0314).



Î ÌÀÒ�ÈÖÅ Ô�ÅÉÌÀÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ Í. À. Ñîëîâü¼âà20 ìàÿ 2009 ã.Äîêëàä ïîäãîòîâëåí íà îñíîâå ñòàòüè [1℄.1°. Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà íåíóëåâûõ âåêòîðîâ f'1; : : : ; 'mg èç C n ïðèm > n íàçûâàåòñÿ �ðåéìîì, åñëè ýðìèòîâà ìàòðèöà S = ���, ãäå � � ìàòðè-öà ñî ñòîëáöàìè '1; : : : ; 'm, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ìàòðèöà S íàçûâàåòñÿìàòðèöåé �ðåéìà.Îòìåòèì, ÷òî ��� = mXj=1 'j '�j ;ïîýòîìó ìàòðèöà �ðåéìà S íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå âåêòîðîâ 'j. Îáî-çíà÷èì aj = k'jk è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîa1 > a2 > � � � > am > 0 :Ïóñòü �1 > �2 > � � � > �n > 0 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû S èv1; v2; : : : ; vn � ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿnXl=1 �l = mXj=1 a2j ; kXl=1 �l > kXj=1 a2j ïðè âñåõ k 2 1 : n . (1)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àâåíñòâî â (1) ïðîâåðÿåòñÿ ïðîñòî. Îáîçíà÷èì ÷åðåçtr(S) ñëåä ìàòðèöû S. ÈìååìnXl=1 �l = tr(S) = tr(���) = tr(���) = mXj=1 'j2 = mXj=1 a2j :Îáðàòèìñÿ ê íåðàâåíñòâàì. Çà�èêñèðóåì k 2 1 : n è îáîçíà÷èì ÷åðåç Lëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ '1; : : : ; 'k. Ïîñòðîèì â L îðòîíîðìèðîâàííûé82



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, Í. À. Ñîëîâü¼âà 83áàçèñ  1; : : : ;  s, ãäå s 6 k, è äîïîëíèì åãî âåêòîðàìè  s+1; : : : ;  n äî îðòî-íîðìèðîâàííîãî áàçèñà â C n .Îáîçíà÷èì ÷åðåç 	 ìàòðèöó ñî ñòîëáöàìè  1; : : : ;  s è ïîëîæèì P = 	 	 �.Ïðè âñåõ x 2 C n èìååì Px = sXi=1 hx;  ii i : (2)Â ÷àñòíîñòè, P'j = 'j ; j 2 1 : k : (3)Êðîìå òîãî, ïðè âñåõ j 2 1 : m ñîãëàñíî (2)P'j2 = sXi=1 ��h'j;  ii��2 : (4)Âû÷èñëèì âåëè÷èíó � = mXj=1 P'j2 :Íà îñíîâàíèè (4) çàïèøåì� = mXj=1 sXi=1 ��h'j;  ii��2 = mXj=1 sXi=1 ���
 nXl=1 h'j; vli vl ; nXl0=1h i; vl0i vl0����2 == mXj=1 sXi=1 ��� nXl=1 h'j; vli h i; vli���2 == mXj=1 sXi=1 nXl=1 nXl0=1h'j; vli h i; vli h'j; vl0i h i; vl0i == mXj=1 sXi=1 nXl=1 ��h'j; vli h i; vli��2 :Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ïðè l 6= l0mXj=1 sXi=1 h'j; vli h'j; vl0i h i; vl0i h i; vli == � mXj=1h'j; vli h'j; vl0i�� sXi=1 h i; vl0i h i; vli� = 0 ;ïîñêîëüêó mXj=1h'j; vli h'j; vl0i = mXj=1hvl0; 'ji hvl; 'ji =



84 Î ÌÀÒ�ÈÖÅ Ô�ÅÉÌÀ= h��vl0 ; ��vli = hS vl0 ; vli = �l0hvl0; vli = 0 :Ïðèõîäèì ê �îðìóëå� = nXl=1 mXj=1 ��hvl; 'ji��2 sXi=1 ��hvl;  ii��2 = nXl=1 �l sXi=1 ��hvl;  ii��2 :Îáîçíà÷èì xl = sXi=1 ��hvl;  ii��2 :Èìååì xl 6 nXi=1 ��hvl;  ii��2 = vl2 = 1 ;nXl=1 xl = sXi=1 nXl=1 ��h i; vli��2 = sXi=1  i2 = s :Çíà÷èò, � = nXl=1 �l xl ;ãäå 0 6 xl 6 1 è nPl=1xl = s. Ó÷èòûâàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë �lè ðàâåíñòâî nXl=s+1xl = s� sXl=1 xl = sXl=1 �1� xl� ;ïîëó÷àåì,� 6 sXl=1 �l xl + �s+1 nXl=s+1xl = sXl=1 �l � sXl=1 �l�1� xl�+ �s+1 sXl=1 �1� xl� == sXl=1 �l � sXl=1 ��l � �s+1��1� xl� 6 sXl=1 �l : (5)Òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåìîãî íåðàâåíñòâà çàêàí÷èâàåòñÿ ïðîñòî. Ñî-ãëàñíî (3) è (5) kXj=1 a2j = kXj=1 'j2 = kXj=1 P'j2 6 mXj=1 P'j2 == � 6 sXl=1 �l 6 kXl=1 �l :



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, Í. À. Ñîëîâü¼âà 852°. Ïðåäëîæåíèå 1 äîïóñêàåò îáðàùåíèå â ñëåäóþùåì ñìûñëå.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíàÿ ýðìèòîâà ïîëîæèòåëüíîîïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè �1 > �2 > � � � >> �n > 0 è ñîîòâåòñòâóþùèìè îðòîíîðìèðîâàííûìè ñîáñòâåííûìè âåêòî�ðàìè v1; v2; : : : ; vn. Âîçüì¼ì ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a1 > a2 > � � � > am > 0,ãäå m > n. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (1), òî â C n ñóùåñòâóåò �ðåéìf'1; : : : ; 'mg, òàêîé, ÷òî k'jk = aj ïðè j 2 1 : m è ìàòðèöà S ÿâëÿåòñÿìàòðèöåé ýòîãî �ðåéìà.Äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 2 ïðåäïîøë¼ì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäå-íèå.ËÅÌÌÀ. Ïóñòü çàäàíû âåùåñòâåííûå ÷èñëà b�1; : : : ; b�m è a1; : : : ; am, ïðè÷¼ìa1 > a2 > � � � > am > 0. Ââåä¼ì äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó b� = diag(b�1; : : : ; b�m).Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿmXl=1 b�l = mXj=1 a2j ; kXl=1 b�l > kXj=1 a2j ïðè âñåõ k 2 1 : m� 1 , (6)òî ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Q, òàêàÿ, ÷òî ó ìàòðèöû Q b�QTíà äèàãîíàëè ñòîÿò ÷èñëà a21; : : : ; a2m.Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû îòëîæèì äî ñëåäóþùåãî ïóíêòà è ñðàçó ïåðåéä¼ìê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 2.Çàïèøåì ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû S,S = V �V �;ãäå V � ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè v1; : : : ; vn è � = diag(�1; : : : ; �n). Ââåä¼ì ìàò-ðèöó G ðàçìåðà n�m,G = 24p�1 : : : 0 0 : : : 0: : : : : : : : :0 : : : p�n 0 : : : 035 :Èìååì GGT = � è GTG = diag(�1; : : : ; �n; 0; : : : ; 0) =: b�. Îáîçíà÷èì b�l = �l,l 2 1 : n; b�l = 0, l 2 n+ 1 : m. Òîãäà b� = diag(b�1; : : : ; b�m).Äëÿ ÷èñåë b�1; : : : ; b�m è a1; : : : ; am âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû. Äåéñòâè-òåëüíî, ñîãëàñíî (1) mXl=1 b�l = nXl=1 �l = mXj=1 a2j ;



86 Î ÌÀÒ�ÈÖÅ Ô�ÅÉÌÀïðè k 2 1 : n kXl=1 b�l = kXl=1 �l > kXj=1 a2jè ïðè k 2 n+ 1 : m� 1 kXl=1 b�l = nXl=1 �l = mXj=1 a2j > kXj=1 a2j :Ïî ëåììå ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Q, òàêàÿ, ÷òî ó ìàòðèöû Q b�QTíà äèàãîíàëè ñòîÿò ÷èñëà a21; : : : ; a2m.Ïîëîæèì � = V GQTè îáîçíà÷èì ÷åðåç '1; : : : ; 'm ñòîëáöû ìàòðèöû �. Èìååì��� = V GQTQGTV � = V GGTV � = V �V � = S :Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ìàòðèöû S, çàêëþ÷àåì, ÷òî f'1; : : : ; 'mg � �ðåéì â C nè S � ìàòðèöà ýòîãî �ðåéìà. Ïðè ýòîì��� = QGTV �V GQT = QGTGQT = Q b�QT :Çíà÷èò, íà äèàãîíàëè ìàòðèöû ��� ñòîÿò ÷èñëà a21; : : : ; a2m, à ýòî ðàâíîñèëüíîòîìó, ÷òî k'jk = aj ïðè j 2 1 : m.Ïðåäëîæåíèå 2 äîêàçàíî.3°. Äîêàæåì ëåììó.Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî m. Ïðè m = 2 óñëîâèÿ (6) ïðèíèìàþò âèäb�1 + b�2 = a21 + a22 ; b�1 > a21 : (7)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a21 � b�2 = b�1 � a22 > b�1 � a21 > 0 :Çíà÷èò, b�1 > a21 > b�2. Â ÷àñòíîñòè, b�1 > b�2.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé b�1 > b�2. Âûáåðåì ïàðàìåòð t 2 [0; �2 ℄ òàê,÷òîáû sin t =sb�1 � a21b�1 � b�2 ; os t =sa21 � b�2b�1 � b�2 :Ââåä¼ì îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöóQ = � os t sin t� sin t os t� :



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, Í. À. Ñîëîâü¼âà 87Ïîëó÷èì Q b�QT = � os t sin t� sin t os t�"b�1 os t �b�1 sin tb�2 sin t b�2 os t# = �a21 bb a22� ;ãäå b = �q(b�1 � a21) (a21 � b�2) . Äåéñòâèòåëüíî,b�1 os2 t+ b�2 sin2 t = b�1�a21 � b�2b�1 � b�2�+ b�2�b�1 � a21b�1 � b�2� = a21 ;b�1 sin2 t+ b�2 os2 t = b�1�b�1 � a21b�1 � b�2�+ b�2�a21 � b�2b�1 � b�2� = b�1 + b�2 � a21 = a22 :Òàêèì îáðàçîì, íà äèàãîíàëè ìàòðèöû Q b�QT ñòîÿò ÷èñëà a21, a22.Ïåðåéä¼ì ê ñëó÷àþ b�1 = b�2. Â ñèëó (7)a21 6 b�1 6 2b�1 � a21 = a22 6 a21 :Çíà÷èò, a21 = a22 = b�1 = b�2. Äîñòàòî÷íî âçÿòü Q = I2.Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò m � 1 ê m. Ñîãëàñíî (6), b�1 > a21.Äîïóñòèì, ÷òî b�l > a21 ïðè âñåõ l 2 1 : m. Òîãäàma21 6 mXl=1 b�l = mXj=1 a2j 6 ma21 :Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a21 = � � � = a2m = b�1 = � � � = b�m. Äîñòàòî÷íî âçÿòü Q = Im.Îñòà¼òñÿ ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò s 2 2 : m, òàêîå, ÷òîb�s < a21 ; b�l > a21 ïðè l 2 1 : s� 1 . (8)Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ÷èñåë b�2; : : : ; b�s�1; b�1 + b�s� a21; b�s+1; : : : ; b�m è a2; : : : ; am âû-ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ, àíàëîãè÷íûå (6). Èìååìb�2 + � � �+ b�s�1 + �b�1 + b�s � a21�+ b�s+1 + � � �+ b�m = a22 + � � �+ a2m ;ïðè k 2 1 : s� 1b�2 + � � �+ b�k > (k � 1) a21 > (k � 1) a22 > a22 + � � �+ a2k ;ïðè k 2 s : m� 1b�2 + � � �+ b�s�1 + �b�1 + b�s � a21�+ b�s+1 + � � �+ b�k =



88 Î ÌÀÒ�ÈÖÅ Ô�ÅÉÌÀ= b�1 + � � �+ b�k � a21 > a22 + � � �+ a2k :Îáîçíà÷èì b�1 = diag(b�2; : : : ; b�s�1; b�1+b�s�a21; b�s+1; : : : ; b�m). Ïî èíäóêöèîííîìóïðåäïîëîæåíèþ íàéä¼òñÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Q1 ïîðÿäêàm�1, òàêàÿ, ÷òîó ìàòðèöû Q1 b�1QT1 íà äèàãîíàëè ñòîÿò ÷èñëà a22; : : : ; a2m.Âåðí¼ìñÿ ê ñîîòíîøåíèÿì (8). Âûáîð èíäåêñà s îáåñïå÷èâàåò íåðàâåíñòâîb�1 > b�s. Íàéä¼ì t 2 [0; �2 ), èñõîäÿ èç óñëîâèésin t =sb�1 � a21b�1 � b�s ; os t =sa21 � b�sb�1 � b�s : (9)Îáîçíà÷èì ÷åðåç �s ìàòðèöó ïîðÿäêà s âèäà�s = 266664 os t 0 : : : 0 sin t0 1 : : : 0 0: : : : : :0 0 : : : 1 0� sin t 0 : : : 0 os t
377775è ïîëîæèì � = ��s 00 Im�s� :Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî � � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m.Íàñ èíòåðåñóåò ìàòðèöàH = � b��T = ��s 00 Im�s� b� ��Ts 00 Im�s� == "�s b�[1 : s; 1 : s℄�Ts 00 b�[s + 1 : m; s+ 1 : m℄# :Ïîêàæåì, ÷òî H = �a21 hTh b�1� ; (10)ãäå b�1 � ââåä¼ííàÿ âûøå äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m� 1.Ñîãëàñíî (9) èìååìH[1; 1℄ = b�1 os2 t + b�s sin2 t = a21 ;H[s; s℄ = b�1 sin2 t+ b�s os2 t = b�1 + b�s � a21 :



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, Í. À. Ñîëîâü¼âà 89Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî H[l; l℄ = b�l ïðè l 2 2 : s � 1. Òàêèì îáðàçîì,íà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòàõ ðàâåíñòâî (10) âûïîëíÿåòñÿ. Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü,÷òî H[l; j℄ = 0 ïðè l; j 2 2 : s, l 6= j. Ýòî ïðîâåðÿåòñÿ â äâà ïðè¼ìà: H[l; j℄ = 0ïðè l 2 2 : s � 1, j 2 2 : s, l 6= j è H[s; j℄ = 0 ïðè j 2 2 : s � 1. Îòìåòèì,÷òî ó (m � 1)-ìåðíîãî âåêòîðà h ëèøü îäíà êîìïîíåíòà, âîçìîæíî, îòëè÷íàîò íóëÿ. Òî÷íåå, H[1; s℄ = H[s; 1℄ = �q(b�1 � a21) (a21 � b�s) :Ôîðìóëà (10) óñòàíîâëåíà.�àññìîòðèì îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó Q0 ïîðÿäêà m,Q0 = �1 00 Q1� ;ãäå ìàòðèöà Q1, êàê è b�1, îïðåäåëåíà âûøå. Ñîãëàñíî (10) èìååìQ0H QT0 = "1 00 Q1#"a21 hTh b�1#"1 00 QT1 # = " a21 (Q1 h)TQ1 h Q1 b�1QT1 # :Âèäèì, ÷òî ó ìàòðèöû Q0H QT0 íà äèàãîíàëè ñòîÿò ÷èñëà a21; a22; : : : ; a2m. Ïðèýòîì Q0H QT0 = Q0� b��T QT0 :Îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Q = Q0� îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ó ìàòðèöûQ b�QT íà äèàãîíàëè ñòîÿò ÷èñëà a21; : : : ; a2m.Ëåììà äîêàçàíà.4°. Ïðèâåä¼ì îäíî ñëåäñòâèå èç ïðåäëîæåíèÿ 2. Íàïîìíèì, ÷òî �ðåéìf'1; : : : ; 'mg íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíûì, åñëè k'1k = � � � = k'mk.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Ïóñòü S � ýðìèòîâà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿìàòðèöà ïîðÿäêà n. Òîãäà ïðè êàæäîì m > n â C n ñóùåñòâóåò ðàâíîìåðíûé�ðåéì f'1; : : : ; 'mg, ó êîòîðîãî ìàòðèöà �ðåéìà ðàâíà S.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü �1 > �2 > � � � > �n > 0 � ñîáñòâåííûå ÷èñëàìàòðèöû S. Îáîçíà÷èì A = nPl=1�l. Ôèêñèðóåì m > n è ïîëîæèìaj =qAm ; j 2 1 : m :Òîãäà nXl=1 �l = A = mXj=1 a2j



90 Î ÌÀÒ�ÈÖÅ Ô�ÅÉÌÀè ïðè k 2 1 : nkXj=1 a2j = km A = k nm 1n nXl=1 �l 6 k nm 1k kXl=1 �l 6 kXl=1 �l :Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî â ñèëó óïîðÿäî÷åííîñòè �l1k kXl=1 �l > 1n nXl=1 �l : (11)Ïðîâåðèì ýòî íåðàâåíñòâî. Èìååì1k kXl=1 �l > �k+1 = k+1Xl=1 �l � kXl=1 �l :Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 1k kXl=1 �l > 1k + 1 k+1Xl=1 �l :Ïðîäîëæèâ àíàëîãè÷íî, ïðèä¼ì ê (11).Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÷èñåë �1 > � � � > �n > 0 è a1 = � � � = am =qAm óñëîâèÿïðåäëîæåíèÿ 2 âûïîëíåíû. Ñîãëàñíî ýòîìó ïðåäëîæåíèþ òðåáóåìûé �ðåéìñóùåñòâóåò.5°. Ñ�îðìóëèðóåì àíàëîãè ïðåäëîæåíèé 1 è 2 äëÿ æ¼ñòêèõ �ðåéìîâ, ó êî-òîðûõ ïî îïðåäåëåíèþ �1 = � � � = �n =: � > 0.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 4. Ïóñòü f'1; : : : ; 'mg � æ¼ñòêèé �ðåéì â C n ñ êîí�ñòàíòîé �ðåéìà � è aj = k'jk, ïðè÷¼ì a1 > a2 > � � � > am > 0. Òîãäàn� = mXj=1 a2j è � > a21 : (12)Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 5. Ïóñòü çàäàíû íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 2 è âåùåñò-âåííîå � > 0. Ïðè m > n âîçüì¼ì ÷èñëà a1 > a2 > � � � > am > 0, óäîâëåòâîðÿ�þùèå óñëîâèÿì (12). Òîãäà â C n ñóùåñòâóåò æ¼ñòêèé �ðåéì f'1; : : : ; 'mgñ êîíñòàíòîé �ðåéìà �, òàêîé, ÷òî k'jk = aj ïðè j 2 1 : m.Îòìåòèì, ÷òî èç íåðàâåíñòâà � > a21 ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ k 2 1 : nk � > k a21 > kXj=1 a2j :



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, Í. À. Ñîëîâü¼âà 91Çàì å ÷ à í è å. Ïî õîäó äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òîòðåáóåìûé �ðåéì f'1; : : : ; 'mg ñîñòîèò èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû � = V GQT , ãäåìàòðèöû G è Q çàâèñÿò òîëüêî îò ÷èñåë �1; : : : ; �n è a1; : : : ; am, à óíèòàðíàÿìàòðèöà V ó÷àñòâóåò â ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè ìàòðèöû S, S = V �V �.Â ñëó÷àå æ¼ñòêîãî �ðåéìà S = � In, òàê ÷òî â êà÷åñòâå V ìîæíî âçÿòü ëþáóþóíèòàðíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Casazza P. G., Leon M. T. Frames with a given frame operator. 2002. Preprint.



ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÕ ÏÎËÓÄÈÇÀÉÍÎÂÍ. Î. Êîòåëèíà À. Á. Ïåâíûé27 ìàÿ 2009 ã.Äàííûé äîêëàä ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì äîêëàäà [1℄. Äëÿ ëþáîãî ÷¼ò�íîãî t > 2 è ëþáîé ñèñòåìû âåêòîðîâ � = f'1; : : : ; 'mg � Sn�1 ââîäèòñÿïîíÿòèå t-ïîòåíöèàëà Pt(�) =Pmi;j=1�h'i; 'ji�t. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìèíè�ìóì t-ïîòåíöèàëà äîñòèãàåòñÿ íà ñ�åðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíàõ ïîðÿäêà tè òîëüêî íà íèõ. Âïåðâûå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå áûëî óñòàíîâëåíîÁ. Á. Âåíêîâûì [2℄. Äà¼òñÿ îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ñèñòåì �, íå ëåæà�ùèõ íà ñ�åðå Sn�1. Ââîäÿòñÿ òàêæå ïîòåíöèàëû Â. À. Þäèíà Uk(�),k = 2; 4; : : : ; t, è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îíè òàêæå äîñòèãàþò ìèíèìóìà íàñ�åðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíàõ ïîðÿäêà t è òîëüêî íà íèõ.1°. Îáîçíà÷åíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Èñïîëüçóåì ñêàëÿð-íîå ïðîèçâåäåíèå hx; yi = x1 y1 + � � � + xn yn âåêòîðîâ x; y 2 Rn è íîðìókxk =phx; xi.Ïóñòü Sn�1 = fx 2 Rn j kxk = 1g� åäèíè÷íàÿ ñ�åðà â Rn . Âñþäó äàëåå t � ÷¼òíîå ÷èñëî, t > 2.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Ñèñòåìà âåêòîðîâ � = f'1; '2; : : : ; 'mg � Sn�1 íà-çûâàåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì ïîðÿäêà t (èëè êðàòêî ñ�åðè÷åñêèì t-ïîëóäèçàéíîì), åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà At > 0 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî òîæ-äåñòâî Âàðèíãà mXi=1 �h'i; xi�t = At kxkt; x 2 Rn : (1)Â äîêëàäå [1℄ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðà Ëàïëàñà � ê îáå-èì ÷àñòÿì òîæäåñòâà (1) îïðåäåëåíà êîíñòàíòà At. Â ðåçóëüòàòå óñòàíîâëåíî,÷òî At = m; ãäå  = (t� 1)!!n(n+ 2) � � � (n + t� 2) : (2)Ïîïóòíî ïîêàçàíî, ÷òî ñ�åðè÷åñêèé ïîëóäèçàéí ïîðÿäêà t ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷å-ñêèì ïîëóäèçàéíîì äëÿ âñåõ ïîðÿäêîâ k = 2; 4; : : : ; t.92



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 932°. Ñ�åðè÷åñêèå äèçàéíû è èõ ñâÿçü ñ ïîëóäèçàéíàìè. Ñ�åðè÷å-ñêèå p-äèçàéíû îïðåäåëèëè Delsarte, Goethals, Seidel [5℄ â 1977 ã. Ýòî æå îïðå-äåëåíèå èñïîëüçîâàëîñü âî ìíîãèõ äðóãèõ ðàáîòàõ [3, 6, 12, 13℄.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Ñèñòåìà òî÷åê � = f'1; : : : ; 'mg � Sn�1 íàçûâàåòñÿñ�åðè÷åñêèì p-äèçàéíîì, åñëè âûïîëíåíî òîæäåñòâî1�n ZSn�1 Q(x) dS = 1m mXi=1 Q('i) (3)äëÿ âñåõ ïîëèíîìîâ Q(x) ñòåïåíè íå âûøå p.Çäåñü �n = 2�n=2=�(n2 ) � ïëîùàäü ñ�åðû Sn�1, ïîðÿäîê p ìîæåò áûòüíå÷¼òíûì, à ïîëèíîì Q(x) íå îáÿçàòåëüíî îäíîðîäíûé.Â äîêëàäå [1℄ óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó îïðåäåëåíèÿìè 1 è 2. Åñëè � == f'1; : : : ; 'mg � ñ�åðè÷åñêèé ïîëóäèçàéí ÷¼òíîãî ïîðÿäêà t, òî�2m = f'1; : : : ; 'm; �'1; : : : ;�'mgáóäåò ñ�åðè÷åñêèì äèçàéíîì ïîðÿäêà t+ 1.Îáðàòíî, ïóñòü ìíîæåñòâî �2m � Sn�1 ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, ò. å. âìå-ñòå ñ êàæäûì âåêòîðîì ' 2 �2m ñîäåðæèò âåêòîð �'. Òîãäà �2m ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå �2m = � [ ��; � \ �� = ?:Åñëè �2m � ñ�åðè÷åñêèé (t+1)-äèçàéí, òî � áóäåò ñ�åðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîìïîðÿäêà t.Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò íåñèììåòðè÷íûå ñ�åðè÷åñêèåäèçàéíû. Ñîäåðæàòåëüíûå ïðèìåðû ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ Â. À. Þäèíà [12, 13℄.3°. Íåðàâåíñòâî Á. Á. Âåíêîâà. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó âåê-òîðîâ � = f'1; : : : ; 'mg íà ñ�åðå Sn�1. Âåëè÷èíóPt(�) = mXi=1 mXj=1�h'i; 'ji�t: (4)áóäåì íàçûâàòü t-ïîòåíöèàëîì ýòîé ñèñòåìû. Ïðè t = 2 ïîòåíöèàë P2(�) íà-çûâàåòñÿ �ðåéìîâûì ïîòåíöèàëîì. Îí áûë ââåäåí â ðàáîòàõ [8, 9℄.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1 (Á. Á. Âåíêîâ [2℄). Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû � = f'1; : : : ; 'mg �� Sn�1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîPt(�) > m2; (5)ãäå êîíñòàíòà  îïðåäåëåíà �îðìóëîé (2). Íåðàâåíñòâî (5) ïðåâðàùàåòñÿ âðàâåíñòâî íà ñ�åðè÷åñêèõ t-ïîëóäèçàéíàõ è òîëüêî íà íèõ.



94 ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÕ ÏÎËÓÄÈÇÀÉÍÎÂÂ äàëüíåéøåì ìû îáîáùèì ýòó òåîðåìó íà ñëó÷àé íååäèíè÷íûõ âåêòîðîâ(ñì. äàëåå òåîðåìó 2).Ï�ÈÌÅ�. �àññìîòðèì èêîñàýäð, âïèñàííûé â S2. Íàïîìíèì, ÷òî èêîñàýäðèìååò 12 âåðøèí. Ïóñòü � = f'1; : : : ; '6g � ñèñòåìà èç 6 âåðøèí èêîñàýäðà,íå ñîäåðæàùàÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ âåêòîðîâ. Âû÷èñëèì 4-ïîòåíöèàë P4(�).Ïîñêîëüêó 'i 2 S2, òî k'ik2 = 1, i 2 1 : 6. Ïî òåîðåìå Haantjes [6℄ äëÿâåðøèí èêîñàýäðà âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿh'i; 'ji = � 1p5 ïðè i 6= j:Çíà÷èò, P4(�) = 6 � 1 + 30 � 125 = 365 . Â òî æå âðåìÿ ïðè n = 3, t = 4, m = 6èìååì m2 = 1 � 33 � 5 62 = 365 :Ñëåäîâàòåëüíî, P4(�) = m2, òàê ÷òî ñèñòåìà � ÿâëÿåòñÿ 4-ïîëóäèçàéíîì.Ñèñòåìà �12 = f'1; : : : ; '6; �'1; : : : ;�'6g âñåõ 12 âåðøèí èêîñàýäðà ÿâëÿåòñÿñ�åðè÷åñêèì 5-äèçàéíîì.4°. Íåñ�åðè÷åñêèå ïîëóäèçàéíû. Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ t-ïîëóäè-çàéíîâ â Rn , ñîñòîÿùèõ èç âåêòîðîâ ðàçíîé äëèíû. Ïóñòü t � ÷åòíîå, t > 2.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 3. Ñèñòåìà íåíóëåâûõ âåêòîðîâ � = f'1; : : : ; 'mg â Rníàçûâàåòñÿ t-ïîëóäèçàéíîì, åñëè ñóùåñòâóåò At > 0 òàêîå, ÷òîmXi=1 �h'i; xi�t = At kxkt; x 2 Rn : (6)ËÅÌÌÀ 1. Ïóñòü t > 4 è ñèñòåìà � ÿâëÿåòñÿ t-ïîëóäèçàéíîì. Òoãäàñèñòåìà âåêòîðîâ �i = �k'ik2=(t�2) 'i	mi=1ÿâëÿåòñÿ (t� 2)-ïîëóäèçàéíîì ñ êîíñòàíòîéAt�2 = At t + n� 2t� 1 :Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì îïåðàòîð Ëàïëàñà � ê îáåèì ÷àñòÿì òîæäå-ñòâà (6). Ïîëó÷èìt(t� 1) mXi=1 �h'i; xi�t�2 k'ik2 = At t (t+ n� 2)kxkt�2; x 2 Rn :Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 95Ïîëîæèì s = t=2. Ïîñëå s�1 ïðèìåíåíèé îïåðàòîðà � ïðèäåì ê ðàâåíñòâómXi=1 �h'i; xi�2 k'ikt�2 = A2 kxk2; x 2 Rn :Ïðèìåíèì åù¼ ðàç îïåðàòîð �. Ïîëó÷èì2 mXi=1 k'ikt = A2 � 2n:Îòñþäà A2 = �=n, ãäå � = mXi=1 k'ikt: (7)Èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (3) è ðàâåíñòâà A2 = �=n ñëåäóåò, ÷òî At = �,ãäå  îïðåäåëåíî �îðìóëîé (2).5°. Íåðàâåíñòâî äëÿ t-ïîòåíöèàëà. Êàê è âûøå, t-ïîòåíöèàë Pt(�)îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (4).ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû íåíóëåâûõ âåêòîðîâ � â ïðîñòðàí�ñòâå Rn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîPt(�) > � mXi=1 k'ikt�2; (8)ãäå êîíñòàíòà  îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (2). �àâåíñòâî â (8) äîñòèãàåòñÿíà t-ïîëóäèçàéíàõ è òîëüêî íà íèõ.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîòðåáóåòñÿ íåêîòîðàÿ òåõíèêà, ñâÿçàííàÿ ñî ñêàëÿð-íûì ïðîèçâåäåíèåì â ïðîñòðàíñòâå îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ Pn;t ñòåïåíè t.Âîçüìåì äâà ïîëèíîìà f; g 2 Pn;tf(x) =Xjij=t a(i) xi; g(x) =Xjij=t b(i) xi;ãäå i = (i1; : : : ; in) � âåêòîð ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè (ìóëü-òèèíäåêñ), jij = i1+� � �+in, xi = xi11 xi22 � � � xinn . Ââåä¼ì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå[f; g℄ =Xjij=t a(i) b(i)(i) ; ãäå (i) = t!i1! i2! � � � in! :Ñ ýòèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì Pn;t ñòàíîâèòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàí-ñòâîì. Äëÿ ëþáîãî ' 2 Rn ââåä¼ì ïîëèíîì�'(x) = �h'; xi�t = ['1 x1 + � � �+ 'n xn℄t:



96 ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÕ ÏÎËÓÄÈÇÀÉÍÎÂÄëÿ ëþáîãî ' 2 Rn è f 2 Pn;t ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî[�'; f ℄ = f('); (9)ò. å. �'(x) ÿâëÿåòñÿ âîñïðîèçâîäÿùèì ÿäðîì ïðîñòðàíñòâà Pn;t. Ââåä¼ì òàêæåïîëèíîì !t(x) = kxkt (ïî-ïðåæíåìó t � ÷¼òíîå ÷èñëî, t > 2). Â [2℄ è [3℄óñòàíîâëåíî ðàâåíñòâî [!t; !t℄ = 1 ; (10)ãäå  � êîíñòàíòà âèäà (2).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ñëåäóåò èäåå, óêàçàííîé Âåí-êîâûì Á. Á. [2℄. Ñ ïîìîùüþ îáîçíà÷åíèÿ �, ââåä¼ííîãî â (7), òðåáóåìîå íåðà-âåíñòâî ïåðåïèøåòñÿ â âèäå Pt(�) > �2. Çàïèøåì íåðàâåíñòâîW := h mXi=1 �'i �  � !t; mXj=1 �'j �  � !ti > 0:Îòñþäà W =W1 � 2  �W2 + 2 �2 [!t; !t℄;ãäå W1 = mXi;j=1[�'i ; �'j ℄; W2 = mXi=1 [�'i ; !t℄:Â ñèëó (9) W1 = mXi;j=1 �'j ('i) = mXi;j=1�h'i; 'ji�t = Pt(�);W2 = mXi=1 !t('i) = mXi=1 k'ikt = �:Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (10),W = Pt(�)� 2  �2 + 2 �2 1 = Pt(�)�  �2:Ïîñêîëüêó W > 0, òî Pt(�) > �2, ÷òî ðàâíîñèëüíî (8).Èññëåäóåì âîïðîñ î äîñòèæåíèè ðàâåíñòâà.Ïóñòü ñèñòåìà � ÿâëÿåòñÿ t-ïîëóäèçàéíîì. Â îïðåäåëåíèè (6) ïîëîæèìx = 'j è ó÷òåì, ÷òî At = �. Ïîëó÷èìmXi=1 �h'i; 'ji�t =  � k'jkt; j 2 1 : m: (11)



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 97Ñóììèðóÿ (11), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó Pt(�) = �2.Îáðàòíî, ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ñèñòåìû � â (8) äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî. Òî-ãäà âåëè÷èíà W ðàâíà íóëþ. Èç îïðåäåëåíèÿ W ñëåäóåòmXi=1 �'i(x)�  � !t(x) = 0; x 2 Rn ;ò. å. âûïîëíåíî (6) ñ êîíñòàíòîé At = �. Çíà÷èò, � ÿâëÿåòñÿ t-ïîëóäèçàéíîì.Òåîðåìà äîêàçàíà.6°. Ïîëèíîìû �åãåíáàóýðà è òåîðåìà Â. À. Þäèíà. Çà�èêñèðóåìíàòóðàëüíîå n > 3. �àññìîòðèì âåñwn(u) = (1� u2)(n�3)=2; u 2 [�1; 1℄:Ïóñòü Gk(u) � ïîëèíîìû �åãåíáàóýðà (óëüòðàñ�åðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû) ñòå-ïåíè k. Îíè îáëàäàþò ñâîéñòâîì îðòîãîíàëüíîñòè ñ âåñîì wn(u):Z 1�1Gk(u)Gs(u)wn(u) du = 0 ïðè k 6= s (12)(ñì. [10℄). Îòìåòèì, ÷òî G0(u) � 1 ïðè k = 0. Ïðè k > 1 ïîëèíîìû Gk(u)ñîäåðæàò ëèáî òîëüêî ÷¼òíûå ñòåïåíè u, ëèáî òîëüêî íå÷¼òíûå â çàâèñèìîñòèîò ÷¼òíîñòè k. Ñïðàâåäëèâà �îðìóëà ñëîæåíèÿGk�hx; yi� = N(k)Xj=1 Yj(x)Yj(y); x; y 2 Sn�1; (13)ãäå Yj, j 2 1 : N(k) � ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè ïîðÿäêà k (ñì. [11℄).Ïóñòü �� = f'�1; : : : ; '�mg � Sn�1 � ñ�åðè÷åñêèé t-ïîëóäèçàéí, ãäå t � ÷¼ò-íîå ÷èñëî, t > 2. Â. À. Þäèí [13℄ ïîëó÷èë êðèòåðèé ñ�åðè÷åñêîãî äèçàéíà âòåðìèíàõ ïîëèíîìîâ �åãåíáàóýðà. Ïîñêîëüêó íàøå îïðåäåëåíèå ñ�åðè÷åñêî-ãî t-ïîëóäèçàéíà íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò îïðåäåëåíèÿ, ïðèíÿòîãî â [13℄, òîïðèøëîñü âíåñòè èçìåíåíèÿ â �îðìóëèðîâêó òåîðåìû è äàòü íîâîå äîêàçà-òåëüñòâî.ÒÅÎ�ÅÌÀ 3 (Â. À. Þäèí). Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà �� 2 Sn�1 áûëàñ�åðè÷åñêèì t-ïîëóäèçàéíîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñüðàâåíñòâà mXi=1 Gk�h'�i ; xi� = 0; x 2 Sn�1; k = 2; 4; : : : ; t: (14)



98 ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÕ ÏÎËÓÄÈÇÀÉÍÎÂÄîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Ïóñòü �� � ñ�åðè÷åñêèé t-ïîëó-äèçàéí. Òîãäà (ñì. ï. 1Æ) �� ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì s-ïîëóäèçàéíîì äëÿ s == 2; 4; : : : ; t ñ êîíñòàíòîé As = m(s), ãäå(s) = (s� 1)!!n(n + 2) � � � (n+ s� 2) :Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà(s) = �n�1�n Z 1�1 uswn(u) du; s = 2; 4; : : : ; t; (15)ãäå �n = 2�n=2=�(n2 ) � ïëîùàäü ñ�åðû Sn�1. Èíòåãðàë â (15) âû÷èñëÿåòñÿ òàê:I(s) = 2 Z 10 uswn(u) du = Z 10 x(s�1)=2 (1� x)(n�3)=2 dx = ��s+12 ���n�12 ���s+n2 � : (16)Ïðè s = 0 îòñþäà ïîëó÷èìI(0) = p� ��n�12 ���n2 � = �n�n�1 :Ïðåîáðàçóåì ãàììà-�óíêöèè â (16) íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà �(x+ 1) = x�(x):�� s+12 � = (s� 1)!! p�2s=2 ; ��n+s2 � = n(n+ 2) � � � (n + s� 2)2s=2 ��n2 �:Â ðåçóëüòàòå ïðè s = 2; 4; : : : ; tI(s) = (s� 1)!!p� ��n�12 �n(n + 2) � � � (n+ s� 2) ��n2 � = �n�n�1 (s); (17)îòêóäà ñëåäóåò (15).Îïðåäåëèì òåïåðü çíà÷åíèå (0) ïî �îðìóëå (15) ïðè s = 0:(0) := �n�1�n I(0) = 1:Ïî îïðåäåëåíèþ ñ�åðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíîâ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà1m mXi=1 �h'�i ; xi�s = (s); x 2 Sn�1; s = 2; 4; : : : ; t: (18)�àâåíñòâî (18) áóäåò âûïîëíåíî è ïðè s = 0 (îíî ïðèìåò âèä 1m m = (0) = 1).



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 99Çà�èêñèðóåì k 2 f2; 4; : : : ; tg. Ïîëèíîì �åãåíáàóýðà Gk(u) ñîäåðæèò òîëü-êî ÷¼òíûå ñòåïåíè u: Gk(u) = Xs=0;2;:::;k a(s) us:Óìíîæèì (18) íà a(s) è ñëîæèì äëÿ s = 0; 2; : : : ; t. Ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì ðà-âåíñòâ (15)mXi=1 Gk�h'�i ; xi� = Xs=0;2;:::;k a(s) (s) = �n�1�n Z 1�1Gk(u)wn(u) du = 0äëÿ âñåõ x 2 Sn�1. �àâåíñòâî èíòåãðàëà íóëþ âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñâîéñòâàîðòîãîíàëüíîñòè (12).Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (14). Íóæíî äîêàçàòü, ÷òîñèñòåìà �� = f'�1; : : : ; '�mg ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì ïîðÿäêà t.�àçëîæèì ïîëèíîì ut ïî ïîëèíîìàì Gk(u), k = 0; 2; : : : ; t:ut = Xk=0;2;:::;t d(k)Gk(u): (19)Ïîäñòàâèì u = h'�i ; xi, ãäå x 2 Sn�1, è ïðîñóììèðóåì ïî i 2 1 : m:1m mXi=1 �h'�i ; xi�t = 1m Xk=0;2;:::;t d(k) mXi=1 Gk�h'�i ; xi�:Â ñèëó ðàâåíñòâ (14) è ðàâåíñòâà G0(u) = 1 èìååì1m mXi=1 �h'�i ; xi�t = d(0); x 2 Sn�1:Âîçüì¼ì ëþáîé âåêòîð x 6= O è ïîäñòàâèì â çàïèñàííîå âûøå ðàâåíñòâîâåêòîð x=kxk. Ïîëó÷èì mXi=1 �h'�i ; xi�t = md(0) kxkt:Ïî îïðåäåëåíèþ 1 ñèñòåìà �� � ñ�åðè÷åñêèé ïîëóäèçàéí. Òåîðåìà äîêàçàíà.



100 ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÕ ÏÎËÓÄÈÇÀÉÍÎÂ7°. Ïîòåíöèàëû Â. À. Þäèíà. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû � = f'1; : : : ; 'mgíà ñ�åðå Sn�1 îïðåäåëèì ïîòåíöèàëû Â. À. ÞäèíàUk(�) = mXi=1 mXj=1 Gk�h'i; 'ji�; k = 1; 2; : : : ; t:Ïîâîäîì äëÿ ââåäåíèÿ íàçâàíèÿ ¾ïîòåíöèàë¿ ïîñëóæèëà íåîòðèöàòåëüíîñòüâûðàæåíèé Uk(�). Äåéñòâèòåëüíî, ïî �îðìóëå ñëîæåíèÿ (13)Uk(�) = N(k)Xs=1 mXi=1 Ys('i) mXj=1 Ys('j) = N(k)Xs=1 h mXi=1 Ys('i)i2 > 0:Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ñèñòåìû � � Sn�1 ïîòåíöèàëû Þäèíà Uk(�) íåîò-ðèöàòåëüíû äëÿ âñåõ k = 1; 2; : : : ; t.Â ñëó÷àå n = 3, êîãäà ïîëèíîìû �åãåíáàóýðà ïåðåõîäÿò â ïîëèíîìû Ëå-æàíäðà, ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñ�îðìóëèðîâàíî â [14℄. Ïðè äîêàçàòåëüñòâåäîñòàòî÷íîñòè óäîáíî îïèðàòüñÿ íà òåîðåìó Âåíêîâà.ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Ïóñòü t � ÷¼òíîå ÷èñëî, t > 2. Ñèñòåìà �� = f'�1; : : : ; '�mgíà ñ�åðå Sn�1 ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì t-ïîëóäèçàéíîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâàUk(��) = 0; k = 2; 4; : : : ; t: (20)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Äëÿ ñ�åðè÷åñêîãî t-ïîëóäèçàéíà�� ïî òåîðåìå Þäèíà âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (14). Ïîäñòàâèì â íèõ x = '�jè ïðîñóììèðóåì ïî j 2 1 : m. Ïîëó÷èìmXi=1 mXj=1 Gk�h'�i ; '�ji� = 0; k = 2; 4; : : : ; t; (21)÷òî ðàâíîñèëüíî (20).Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Îïèðàåìñÿ íà òåîðåìó 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (20).Âû÷èñëèì îáû÷íûé t-ïîòåíöèàëPt(��) = mXi;j=1�h'�i ; '�ji�tè óáåäèìñÿ, ÷òî îí ðàâåí m2, ãäå  îïðåäåëåíî �îðìóëîé (2).Ïîëèíîì ut ðàçëàãàåòñÿ ïî ÷åòíûì ïîëèíîìàì �åãåíáàóýðà ïî �îðìó-ëå (19). Ïîäñòàâèì u = h'�i ; '�ji è ïðîñóììèðóåì ïî i; j 2 1 : m: Ïîëó÷èìPt(��) = Xk=0;2;:::;t d(k) mXi;j=1Gk�h'�i ; '�ji�:



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 101Â ñèëó (21) è ðàâåíñòâà G0(u) � 1 ïðèõîäèì ê �îðìóëåPt(��) = d(0)m2: (22)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ d(0) óìíîæèì (19) ñêàëÿðíî íà G0, èñïîëüçóÿ ñêàëÿðíîå ïðî-èçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå L2(�1; 1) ñ âåñîì wn(u):d(0) = (ut; G0)(G0; G0) = R 1�1 utwn(u) duR 1�1wn(u) du = I(t)I(0) :Èíòåãðàëû I(t) è I(0) áûëè âû÷èñëåíû ðàíåå. Ïîäñòàâèâ èõ çíà÷åíèÿ, ïðèä¼ìê ðàâåíñòâó d(0) = �� t+12 ���n2 �p� �� t+n2 � = (t� 1)!!n(n + 2) � � � (n+ t� 2) = ;ãäå  îïðåäåëåíî â (2). Èç (22) ñëåäóåò, ÷òî Pt(��) = m2. Ïî òåîðåìå Âåíêî-âà �� ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì t-ïîëóäèçàéíîì. Òåîðåìà äîêàçàíà.Ç àì å ÷ à í è å. Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñ�åðè÷åñêîãî t-ïîëóäèçàéíà âèäà��2m = f'�1; : : : ; '�m; �'�1; : : : ;�'�mgòåîðåìà â ÷àñòè íåîáõîäèìîñòè ìîæåò áûòü óñèëåíà: áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðà-âåíñòâà Uk(��2m) = 0 äëÿ âñåõ k = 1; 2; 3; : : : ; t:ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé. Ñ�åðè÷åñêèå äèçàéíû è èõ îñíîâíûå ñâîé�ñòâà // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 4 àïðåëÿ 2009 ã.(http://dha.spb.ru/reps09.shtml#0404).2. B. Venkov. R�eseaux et designs sph�eriques // R�eseaux Eulidiens, Designssph�eriques et Formes Modulaires, Enseign. Math., G�eneve, 2001, p. 10{86.3. B. Reznik. Sums of even powers of real linear forms // Mem. Amer. Math.So. 96 (1992), no. 463, p. 1{155.4. Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, À. Á. Ïåâíûé. �àâíîóãîëüíûå æ¼ñòêèå �ðåéìû // Ïðî-áëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, âûï. 39 (2009), ñ. 3�25.5. P. Delsarte, J. M. Goetals, J. J. Seidel. Spherial odes and designes // Geom.Dediata. 1977. V. 6. P. 363{388.



102 ÝÊÑÒ�ÅÌÀËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÕ ÏÎËÓÄÈÇÀÉÍÎÂ6. E. Bonnai, A. Munemasa, B. Venkov. The nonexistene of ertain tight spher-ial designes // Àëãåáðà è àíàëèç. 2004. Ò. 16. Âûï. 4. Ñ. 1�23.7. J. Haantjes. Equilateral point-sets in ellipti two- and three-dimensionalspae // Nieuw. Arh. Wisk. 1948. V. 22. P. 355{362.8. J. J. Benedetto, M. Fikus. Finite normalized tight frames. Frame potentials.Adv. Comput. Math. 2003. V. 18. � 2�4, p. 357{385.9. P. G. Casazza. Custom building �nite frames // Contemporary Math. 2004.V. 345. P. 61{86.10. �. Ñåã¼. Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Ì.: �ÈÔÌË, 1962.11. Ñ. Ë. Ñîáîëåâ. Ââåäåíèå â òåîðèþ êóáàòóðíûõ �îðìóë. Ì.: Íàóêà, 1974.12. Â. À. Þäèí. Î âàðèàöèÿõ äèçàéíîâ // Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè.1999. Ò. 35. Âûï. 4. Ñ. 68�73.13. Â. À. Þäèí. Âðàùåíèÿ ñ�åðè÷åñêèõ äèçàéíîâ // Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èí-�îðìàöèè. 2000. Ò. 36. � 3. Ñ. 39�45.14. Í. Í. Àíäðååâ, Â. À. Þäèí. Ýêñòðåìàëüíûå ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê íà ñ�å�ðå // Ìàòåì. ïðîñâåùåíèå. Ñåð. 3. 1997. Âûï. 1. Ñ. 115�125.



Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ Ê�ÈÂÛÅÄËß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕÑÏËÀÉÍÎÂÍ. Â. ×àøíèêîâ27 èþíÿ 2009 ã.Çà�èêñèðóåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà r è m > 2 è ðàññìîòðèì m-ïåðèîäè-÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(k), k 2 Z, òî÷åê èç Rd . Ïðè êàæäîì íàòó-ðàëüíîì n > 2 ïîëîæèì N = mn è ïîñòðîèì äèñêðåòíûé N -ïåðèîäè÷åñêèéñïëàéí Sr;n(j) ïîðÿäêà r ñî çíà÷åíèÿìè â Rd , óäîâëåòâîðÿþùèé èíòåðïîëÿöè-îííûì óñëîâèÿì Sr;n(ln) = x(l); l 2 0 : m� 1:Íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå ìíîæåñòâà �Sr;n(j) j j 2 Z	 òî÷åê èç Rd ïðè n!1.1°. Óòî÷íèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå íîðìàëèçîâàííûõäèñêðåòíûõ N -ïåðèîäè÷åñêèõ B-ñïëàéíîâ [1, 2℄. Òàê êàê ïàðàìåòð n áóäåòèçìåíÿòüñÿ, âêëþ÷èì åãî â îáîçíà÷åíèå:eQ1;n(j) = 8><>:1� j=n ïðè j 2 0 : n� 1;0 ïðè j 2 n : N � n;j=n�m+ 1 ïðè j 2 N � n+ 1 : N � 1;eQ�;n = 1n � eQ1;n � eQ��1;n�; � = 2; 3; : : : ;ãäå çíàêîì '�' îáîçíà÷åíà öèêëè÷åñêàÿ ñâ¼ðòêà. Äèñêðåòíûé ïåðèîäè÷åñêèéñïëàéí ïîðÿäêà r îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéSr;n(j) = m�1Xl=0 (l) eQr;n(j � ln); j 2 Z; (1)ãäå (0); (1); : : : ; (m� 1) 2 Rd . 103



104 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ Ê�ÈÂÛÅ ÄËß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏËÀÉÍÎÂÏóñòü çàäàí íàáîð âåêòîðîâ x(0);x(1); : : : ;x(m � 1) 2 Rd . Ñîãëàñíî [1℄,íàéä¼òñÿ äèñêðåòíûé ñïëàéí Sr;n(j) âèäà (1), óäîâëåòâîðÿþùèé èíòåðïîëÿ-öèîííûì óñëîâèÿì Sr;n(ln) = x(l); l 2 0 : m� 1: (2)Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, îòëè÷íîãî îò åäèíèöû, çíà÷åíèÿ ñïëàé-íà Sr;n(j) îáðàçóþò ìíîæåñòâî èç mn òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rd . Öåëü äàííîéçàìåòêè ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïðåäåëà ýòîãî ìíîæåñòâà ïðè n ! 1. Äëÿòîãî, ÷òîáû ðåøèòü ýòó çàäà÷ó, ââåä¼ì íåïðåðûâíûé àíàëîã äëÿ äèñêðåòíûõïåðèîäè÷åñêèõ ñïëàéíîâ.2°. Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò åäèíèöû. Îïðåäåëèì ïå-ðèîäè÷åñêèé B-ñïëàéí ïåðâîãî ïîðÿäêà êàê m-ïåðèîäè÷åñêóþ âåùåñòâåííóþ�óíêöèþ, êîòîðàÿ íà îñíîâíîì ïåðèîäå çàäà¼òñÿ �îðìóëîéP1(t) = 8><>:1� t; ïðè t 2 [0; 1);0; ïðè t 2 [1; m� 1℄;t�m + 1; ïðè t 2 (m� 1; m℄: (3)Ïåðèîäè÷åñêèå B-ñïëàéíû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ îïðåäåëèì ïðè ïîìîùèñâ¼ðòêè P�(t) = Z m0 P��1(s)P1(t� s) ds; � = 2; 3; : : : : (4)ßñíî, ÷òî P�(t) > 0 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî � è âåùåñòâåííîãî t.ËÅÌÌÀ 1. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâîm�1Xl=0 P�(t� l) � 1:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ýòî òîæäåñòâî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-äóêöèè. Ïðè � = 1 îíî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî ñïðà-âåäëèâî äëÿ P� . Òîãäàm�1Xl=0 P�+1(t� l) = m�1Xl=0 Z m0 P�(s)P1(t� l � s) ds == m�1Xl=0 Z m0 P�(s� l)P1(t� s) ds = Z m0 �m�1Xl=0 P�(s� l)�P1(t� s) ds == Z m0 P1(t� s) ds = Z m0 P1(s) ds = 1:Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä äîêàçàí.



Í. Â. ×àøíèêîâ 105Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî P�(t) 2 [0; 1℄ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî � è âåùå-ñòâåííîãî t.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ïåðèîäè÷åñêèé ñïëàéí P� îáëàäàåò ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè:1) P� 2 C2��2;2) íà êàæäîì îòðåçêå [k; k + 1℄, ãäå k � öåëîå, ñïëàéí P� ñîâïàäàåò ñíåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå âûøå 2� � 1.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè� = 1 ñâîéñòâà âûïîëíåíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè âûïîëíÿþòñÿ äëÿ P�. Èìå-åì P�+1(t) = Z m0 P�(s)P1(t� s) ds = Z t+m=2t�m=2 P�(s)P1(t� s) ds == Z tt�1 P�(s) (1� t+ s) ds+ Z t+1t P�(s) (1 + t� s) ds:Ïðîäè��åðåíöèðóåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïî t:P 0�+1(t) = � Z tt�1 P�(s) ds+ Z t+1t P�(s) ds: (5)Äè��åðåíöèðóÿ åù¼ îäèí ðàç, ïîëó÷àåìP 00�+1(t) = P�(t� 1) + P�(t+ 1)� 2P�(t):Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ P� 2 C2��2. Ñëåäîâàòåëüíî, P�+1 2 C2�.Åñëè t ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [k; k + 1℄, ãäå k � öåëîå, òî t � 1 2 [k � 1; k℄,t + 1 2 [k + 1; k + 2℄, ïîýòîìó P 00�+1(t) ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíîìñòåïåíè íå âûøå 2� � 1. Çíà÷èò, P�+1 íà ýòîì îòðåçêå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîìñòåïåíè íå âûøå 2� + 1. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.ËÅÌÌÀ 2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî � è âåùåñòâåííûõ x è y ñïðàâåäëèâîíåðàâåíñòâî ��P�(x)� P�(y)�� 6 jx� yj:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè � = 1 íåðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü� > 1. Ïîäñòàâëÿÿ â �îðìóëó (5) âåëè÷èíó ��1 âìåñòî �, ïîëó÷àåì, ÷òî P 0�(t)ðàâíî ðàçíîñòè äâóõ èíòåãðàëîâ ïî ïðîìåæóòêàì åäèíè÷íîé äëèíû, ïðè÷¼ìçíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [0; 1℄. Ïîýòîìó��P 0�(t)�� 6 1, èç ÷åãî ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.



106 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ Ê�ÈÂÛÅ ÄËß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏËÀÉÍÎÂÏ�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Äëÿ ëþáîãî ïîðÿäêà � íàéä¼òñÿ òàêîå A� , ÷òî�� eQ�;n(j)� P�( jn)�� 6 A�n äëÿ âñåõ j; n 2 Z; n > 2: (6)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè� = 1 èìååì eQ1;n(j) = P1( jn), ïîýòîìó ìîæíî âçÿòü A1 = 0.Ïóñòü (6) âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîãî �. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì�� eQ�+1;n(j)� P�+1( jn)�� = ��� 1n N�1Xk=0 eQ�;n(j � k) eQ1;n(k)� Z m0 P�( jn � t)P1(t) dt ��� == ��� 1n N�1Xk=0 eQ�;n(j � k)P1( kn)� 1n Z N0 P�( j�sn )P1( sn) ds ��� == 1n���� N�1Xk=0� eQ�;n(j � k)P1( kn)� Z k+1k P�( j�sn )P1( sn) ds����� 66 1n N�1Xk=0 Z k+1k ��� eQ�;n(j � k)P1( kn)� P�( j�sn )P1( sn)��� ds == 1n N�1Xk=0 Z k+1k ���� eQ�;n(j � k)� P�( j�sn )�P1( kn) + P�( j�sn )�P1( kn)� P1( sn)���� ds:�àññìîòðèì êîìïîíåíòû ïîñëåäíåãî ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ. Èçâåñòíî,÷òî ��P1( kn)�� 6 1 è ��P�( j�sn )�� 6 1. Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 2, ïîëó÷èì��P1( kn)� P1( sn)�� 6 �� kn � sn �� 6 1n ;òàê êàê s 2 [k; k + 1℄. Ïðèìåíÿÿ èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå è ëåììó 2,óñòàíîâèì, ÷òî�� eQ�;n(j � k)� P�( j�sn )�� 6 �� eQ�;n(j � k)� P�( j�kn )��++ ��P�( j�kn )� P�( j�sn )�� 6 A�n + ���s� kn ��� 6 A� + 1n :Òàêèì îáðàçîì,�� eQ�+1;n(j)� P�+1( jn)�� 6 1n N A� + 2n = m(A� + 2)n :Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èíäóêöèîííîãî ïåðåõîäà îñòàëîñü ïîëîæèòü A�+1 == m(A� + 2).



Í. Â. ×àøíèêîâ 1073°. Ïóñòü �èêñèðîâàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëîm, îòëè÷íîå îò åäèíèöû, è çàäà-íû òî÷êè èíòåðïîëÿöèè x(0);x(1); : : : ;x(m�1) 2 Rd . Ïóñòü Sr;n(j) � äèñêðåò-íûå ñïëàéíû âèäà (1), óäîâëåòâîðÿþùèå èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì (2).ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Êîý��èöèåíòû èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ ñõîäÿòñÿ:n(l) ���!n!1 (l); l 2 0 : m� 1:Åñëè ïîëîæèòü Sr(t) = m�1Xl=0 (l)Pr(t� l); t 2 R;òî Sr;n(j)� Sr( jn) ���!n!1 0 ðàâíîìåðíî ïî j: (7)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñëåäóÿ ñõåìå ðåøåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è [3,ñ. 21℄, ïîëîæèì hn(l) = eQr;n(ln). Óñëîâèå (2) çàïèøåòñÿ â âèäå n �hn = x. Ïå-ðåõîäÿ â ñïåêòðàëüíóþ îáëàñòü, ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèéCn(k)Hn(k) = X(k); k 2 0 : m� 1;ãäå Cn = Fm(n), Hn = Fm(hn), X = Fm(x). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2,limn!1hn(l) = limn!1 eQr;n(ln) = Pr(l):Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Hn(k) òàêæå ñõîäèòñÿ:limn!1Hn(k) = limn!1m�1Xl=0 hn(l)!�klm = m�1Xl=0 Pr(l)!�klm :Ïîëîæèì H(k) = limn!1Hn(k).Ïîêàæåì, ÷òî H(k) > 0 äëÿ âñåõ k. Èç [1℄ èçâåñòíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿHn(k): Hn(k) = 8<:1; ïðè k = 0;�sin �km �2rPn�1l=0 �n sin �(lm+k)mn ��2r; ïðè k 2 1 : m� 1:ßñíî, ÷òî H(0) = 1 > 0. Ïóñòü k 2 1 : m� 1. ÒîãäàHn(k) > �sin �km �2r�n sin �kmn��2r > �sin �km �2r��km ��2r:



108 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ Ê�ÈÂÛÅ ÄËß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏËÀÉÍÎÂÒàêèì îáðàçîì, H(k) > �sin �km �2r��km ��2r > 0:Èòàê, H(k) > 0 äëÿ k 2 0 : m� 1. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðåäåëlimn!1Cn(k) = limn!1 X(k)Hn(k) = X(k)H(k) :Ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäÿòñÿ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè n(l). Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òîâûïîëíåíî óòâåðæäåíèå (7). ÈìååìSr;n(j)� Sr( jn) = m�1Xl=0 �n(l) eQr;n(j � ln)� (l)Pr( jn � l)� 66 m�1Xl=0 n(l) � eQr;n(j � ln)� Pr( jn � l)�+ �n(l)� (l)�Pr( jn � l):Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2eQr;n(j � ln)� Pr( jn � l) ���!n!1 0 ðàâíîìåðíî ïî j:Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n(l) ñõîäèòñÿ, ïîýòîìó îãðàíè÷åíà. Âûðàæåíèå n(l) ��(l) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è íå çàâèñèò îò j, à âåëè÷èíà Pr( jn� l) íå ïðåâîñõîäèòåäèíèöû. Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü (7) äîêàçàíà.Çàìåòèì, ÷òî èç �îðìóëû (7) ñëåäóåò, ÷òî Sr;n(ln) ���!n!1 Sr(l). Çíà÷èò,ñïëàéí Sr(t) óäîâëåòâîðÿåò èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿìSr(l) = x(l); l 2 0 : m� 1:Êðîìå òîãî, âåêòîð-�óíêöèÿ Sr(t) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì m.4°. Ïåðåéä¼ì ê ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè òåîðåìû 1. �àññìîòðèì äèñ-êðåòíûé èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí Sr;n(j). Äëÿ íàãëÿäíîñòè ñîåäèíèì îòðåç-êàìè ïàðû ñîñåäíèõ òî÷åê Sr;n(j), Sr;n(j + 1) äëÿ j = 0; 1; : : : ; N � 1. Ïîëó÷èìçàìêíóòóþ ëîìàíóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè x(0);x(1); : : : ;x(m � 1). Ïðèýòîì ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè èíòåðïîëÿöèè ñîäåðæèòñÿ n îòðåçêîâ ëîìà-íîé. Ïðè óâåëè÷åíèè n êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ ëîìàíîé áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ, íîëîìàíàÿ ïî-ïðåæíåìó áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè x(l). Ñîãëàñíî òåîðåìå 1,ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè n ïîñòðîåííûå ëîìàíûå áóäóò ñòðåìèòüñÿ êêðèâîé, çàäàâàåìîé âåêòîð-�óíêöèåé Sr(t).



Í. Â. ×àøíèêîâ 109Ï�ÈÌÅ�. Íà ðèñóíêàõ 1�4 øòðèõîâûìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû ëîìàíûå,ñîîòâåòñòâóþùèå äèñêðåòíûì ñïëàéíàì, ïîñòðîåííûì äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷å-íèé n ïî îäíîìó è òîìó æå íàáîðó èç âîñüìè òî÷åê èíòåðïîëÿöèè. Êðîìåòîãî, íà êàæäîì ðèñóíêå ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà ïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ, çà-äàâàåìàÿ âåêòîð-�óíêöèåé Sr(t). Ïîðÿäîê âñåõ ñïëàéíîâ r ðàâåí äâóì. Òî÷êèèíòåðïîëÿöèè îòìå÷åíû êðóæêàìè.
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bb �èñ. 4. n = 55°. Ïóñòü m è r � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, m > 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç fW r ïðî-ñòðàíñòâî m-ïåðèîäè÷åñêèõ âåêòîð-�óíêöèé f : R ! Rd , èìåþùèõ àáñîëþòíîíåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà r � 1.



110 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ Ê�ÈÂÛÅ ÄËß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏËÀÉÍÎÂÏóñòü çàäàíû òî÷êè x(0);x(1); : : : ;x(m� 1) 2 Rd . �àññìîòðèì ýêñòðåìàëü-íóþ çàäà÷ó F(f) := Z m0 f (r)(t)2 dt! min;f(l) = x(l); l 2 0 : m� 1;f 2 fW r: (8)Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí Sr(t) ïðèíàäëåæèòïðîñòðàíñòâó fW r.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí Sr(t) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðå�øåíèåì çàäà÷è (8).Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿ-þùàÿ îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (8). Ïîëîæèì h = f � Sr. ßñíî, ÷òî h(l) = 0 ïðèl 2 0 : m�1 è h 2 fW r. Ïóñòü h(t) = �h1(t); : : : ; hd(t)�, Sr(t) = ��1(t); : : : ; �d(t)�.ÈìååìF(f) = F(h+ Sr) = Z m0 �h(r)(t)2 + 2 
h(r)(t);S(r)r (t)� + S(r)r (t)2�dt == F(h) + F(Sr) + 2 dX�=1 Z m0 h(r)� (t) �(r)� (t) dt:Çà�èêñèðóåì � 2 1 : d. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåìL(h�; ��) :=Z m0 h(r)� (t) �(r)� (t) dt = h(r�1)� (m) �(r)� (m)� h(r�1)� (0) �(r)� (0)�� Z m0 h(r�1)� (t) �(r+1)� (t) dt = � Z m0 h(r�1)� (t) �(r+1)� (t) dt:Ïðîâåäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì åù¼ r � 2 ðàçà, ïðèä¼ì ê ðàâåíñòâóL(h�; ��) = (�1)r�1 Z m0 h0�(t) �(2r�1)� (t) dt:Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 �óíêöèÿ �(2r�1)� (t) ïîñòîÿííà íà êàæäîì èíòåðâàëåâèäà (k; k + 1), ãäå k � öåëîå. ÏîýòîìóL(h�; ��) = (�1)r�1 m�1Xk=0 Z k+1k h0�(t) �(2r�1)� (t) dt == (�1)r�1 m�1Xk=0�h�(k + 1)� h�(k)��(2r�1)� (k + 0) dt = 0:



Í. Â. ×àøíèêîâ 111Èòàê, F(f) = F(h) + F(Sr). Ñëåäîâàòåëüíî, F(f) > F(Sr), ïîýòîìó Sr ÿâ-ëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (8).Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Åñëè F(f) = F(Sr), òî F(h) = 0. Çíà-÷èò, h(r)(t) = 0 ïî÷òè âåçäå íà îòðåçêå [0; m℄. Òîãäà âåêòîð-�óíêöèÿ h(r�1)ïîñòîÿííà íà [0; m℄, à â ñèëó m-ïåðèîäè÷íîñòè � è íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè.Ñëåäîâàòåëüíî, h(t) � ìíîãî÷ëåí ñ âåêòîðíûìè êîý��èöèåíòàìè. Íî åäèí-ñòâåííûé ïåðèîäè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí � ïîñòîÿííàÿ �óíêöèÿ, ÷òî âìåñòå ñ óñëî-âèåì h(0) = 0 ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó h(t) � 0. Òàêèì îáðàçîì, èìååì f = Sr,÷òî äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ (8).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Õîðîõîíîâ Ä. À., ×àøíèêîâ Í. Â. Äèñêðåòíûå ïåðèîäè�÷åñêèå ñïëàéíû ñ âåêòîðíûìè êîý��èöèåíòàìè è ãåîìåòðè÷åñêîå ìîäå�ëèðîâàíèå // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 4 ñåíòÿáðÿ2007 ã. (http://dha.spb.ru/reps07.shtml#0904).2. Ìàëîçåìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á. Äèñêðåòíûå ïåðèîäè÷åñêèå ñïëàéíû è èõâû÷èñëèòåëüíûå ïðèìåíåíèÿ // Æóðí. âû÷èñë. ìàò. è ìàòåì. �èç. 1998.Ò. 38. �8. Ñ. 1235�1246.3. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îñíîâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà. ×àñòü òðåòüÿ. ÑÏá.: ÍÈÈÌÌ, 2003. 88 ñ.



ÎÁ È��ÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ×ÈÑËÀÕÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ5 ñåíòÿáðÿ 2009 ã.Öåëü äàííîãî äîêëàäà � ïîêàçàòü, ñëåäóÿ [1℄, êàê íà îñíîâå ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà ïðîâåðÿåòñÿ èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà �. Ïîïóòíî îáñóæäàþòñÿ áîëååïðîñòûå �àêòû îá èððàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ.1°. Ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, åñëè åãî ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå a = mn , ãäå m, n � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñ-ëà. Îñòàëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ èððàöèîíàëüíûìè.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. ×èñëî pp , ãäå p � ïðîñòîå, ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëü�íûì.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì, âîïðåêè óòâåðæäåíèþ, ÷òî pp = mn , ãäå m,n � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà pn2 = m2. Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî m2 äåëèòñÿ íà p è, â ñèëó ïðîñòîòû p, m äåëèòñÿ íà p. Èìååì m = kpè pn2 = k2p2, òàê ÷òî n2 = pk2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî n äåëèòñÿ íà p. Ïîëó÷èëè,÷òî m è n äåëÿòñÿ íà p. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò âçàèìíîé ïðîñòîòå m è n.Â ÷àñòíîñòè, èððàöèîíàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà p2 è p3, ÷òî èçâåñòíîñ äðåâíèõ âðåì¼í. Ìåíåå èçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ �àêò ñóùåñòâîâàíèÿ ïàðû èð-ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë �, �, òàêèõ, ÷òî �� � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ïðèâåä¼ìñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð (ñì. [2, ñ. 45℄).Ïóñòü a = �p3�p2. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:1) a � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî,2) a � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.Â ïåðâîì ñëó÷àå òðåáóåìàÿ ïàðà èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íàéäåíà (� = p3,� = p2). Âî âòîðîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïîëîæèòü � = a, � = p2. Ïîëó÷èì�� = ��p3�p2�p2 = 3:112



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 1132°. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èððàöèîíàëüíîñòè ÷èñëà � ìîæíî èñïîëüçîâàòüîáùèé ïðè¼ì, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî � � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ïîñëå ýòîãî �îðìèðóåòñÿâûðàæåíèå A, çàâèñÿùåå îò �, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî1) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 0 < A < 1;2) A ïðèíèìàåò öåëîå çíà÷åíèå.Äàííûå �àêòû ïðîòèâîðå÷èâû. Çíà÷èò, � � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.Ïðèâåä¼ì ïðèìåð (ñì. [3, ñ. 94℄).Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. ×èñëî e � èððàöèîíàëüíîå.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþe = 1Xi=0 1i! :Îáîçíà÷èì sk = kXi=0 1i! . Òîãäà0 < e� sk = 1Xi=k+1 1i! 6 1(k + 1)! 1Xi=0 1(k + 2)i == 1(k + 1)! 11� 1k+2 = k + 2(k + 1)! (k + 1) :Îòìåòèì, ÷òî (k + 1)2 > k2 + 2k = k (k + 2), ïîýòîìó0 < e� sk < 1k! k ; k = 1; 2; : : : : (1)Ïðè k = 1 ïîëó÷àåì 0 < e� 2 < 1, òàê ÷òî 2 < e < 3.Äîïóñòèì, ÷òî e � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ò. å. e = mn . ÏîëîæèìA = n! (e� sn):Ïîäñòàâèâ â (1) k = n, ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâàì0 < A < 1n 6 1: (2)Âìåñòå ñ òåì,A = n! mn � n! sn = (n� 1)!m� �n! + n! + n!2! + : : :+ n!n!�:Âèäèì, ÷òî A � öåëîå ÷èñëî. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò (2).



114 ÎÁ È��ÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ×ÈÑËÀÕ3°. Ïåðåõîäèì ê îñíîâíîìó óòâåðæäåíèþ (ñì. [1℄).Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. ×èñëî � ÿâëÿåòñÿ èððàöèîíàëüíûì.Äîêàçàòåëüñòâî íà÷í¼ì èçäàëåêà.ËÅÌÌÀ. Åñëè P (x) � àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè 2k, òîZ 10 P (x) sin�x dx = 1� �Q(0) +Q(1)�;ãäå Q(x) = kXi=0 (�1)i�2i P (2i)(x):Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î ë åììû. Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî P (2k+2)(x) � 0, çàïè-øåì Q00(x) = kXi=0 (�1)i�2i P (2i+2)(x) = kXi=1 (�1)i�1�2i�2 P (2i)(x):Äàëåå �2Q(x) = kXi=0 (�1)i�2i�2 P (2i)(x):Çíà÷èò, Q00(x) + �2Q(x) = �2 P (x):Èìååìddx �Q0(x) sin�x� � Q(x) os �x� = �Q00(x) + �2Q(x)� sin�x == �2 P (x) sin �x:Ïî �îðìóëå Íüþòîíà-ËåéáíèöàZ 10 P (x) sin�x dx = 1�2 �Q0(x) sin �x� � Q(x) os �x����10 == 1� �Q(0) +Q(1)�:Ëåììà äîêàçàíà.



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 115Îáðàòèìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 3. Äîïóñòèì, ÷òî � � ðàöèî-íàëüíîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå �2 = mn . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ��mkk! 	 ñòðåìèòñÿê íóëþ ïðè k !1. Âûáåðåì k ñòîëü áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåí-ñòâî �mkk! < 1: (3)Ââåä¼ì ïîëèíîì P (x) ñòåïåíè 2k:P (x) = xk (1� x)kk! = 1k! kXs=0 Csk (�1)s xk+s:ßñíî, ÷òî P (i)(0) = 0 ïðè i 2 0 : k � 1 èP (k+i)(0) = Cik (�1)i (k + i)!k! ïðè i 2 0 : k:Ó÷èòûâàÿ, ÷òî P (1� x) � P (x), èìååì òàêæåP (i)(1) = (�1)i P (i)(0); i 2 0 : 2k:Ïîëèíîì Q(x) = kXi=0 (�1)i�2i P (2i)(x) = kXi=0 (�1)i nimi P (2i)(x)îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî mk [Q(0) +Q(1)℄ � öåëîå ÷èñëî.Ïîëîæèì A = �mk Z 10 P (x) sin�x dx:Ñîãëàñíî ëåììå A = mk �Q(0) +Q(1)�;òàê ÷òî A � öåëîå ÷èñëî. Âìåñòå ñ òåì, ñîãëàñíî (3)0 < A 6 �mk Z 10 P (x) dx 6 �mkk! < 1:Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Èððàöèîíàëüíîñòü � óñòàíîâëåíà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Phillips G. The irrationality of � and e // Alabama J. Math. 1981. Vol. 5.No. 1. P. 27{30.2. Áåëàÿ Í. À., Ïåòðîâ Í. Í. Êíèãà äëÿ ÷òåíèÿ ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå.ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏá óí-òà ýêîíîìèêè è �èíàíñîâ, 2007. 213 ñ.3. Ôèõòåíãîëüö �. Ì. Êóðñ äè��åðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.Òîì 1. Èçä. 8-å. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2007. 680 ñ.



ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÎÅ ÑÂÎÉÑÒÂÎÔ�ÅÉÌÀ ÌÅ�ÑÅÄÅÑ�ÁÅÍÖÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ Í. À. Ñîëîâü¼âà12 ñåíòÿáðÿ 2009 ã.1°. Ñëåäóÿ [1℄, ðàññìîòðèì ìàòðèöó Ìåðñåäåñ�Áåíö Bn ïîðÿäêà n�(n+1).Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóððåíòíî:B1 = [�1; 1℄;Bk =26664 0pk2�1k Bk�1 ...0� 1k ; : : : ;� 1k 137775 ; k = 2; : : : ; n: (1)Â ÷àñòíîñòè,B2 = "�p32 p32 0�12 �12 1# ; B3 = 264�p62 p62 0 0�p23 �p23 2p23 0�13 �13 �13 1375 :Äëÿ ìàòðèöû Ìåðñåäåñ�Áåíö Bn ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîBnBTn = �1 + 1n�In ; (2)ãäå In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.Ñòîëáöû bn1 ; : : : ; bnn; bnn+1 ìàòðèöû Bn îáðàçóþò �ðåéì Ìåðñåäåñ�Áåíö. Âåê-òîðû bnj � åäèíè÷íûå è îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìèn+1Xj=1 bnj = O ; hbni ; bnj i = � 1n ïðè i 6= j. (3)Ââåä¼ì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó Pn ïîðÿäêà n ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîãî ñî-îòíîøåíèÿ P1 = [�1℄;Pk ="pk�11 ; : : : ; pk�1k�2 ; 1k pk�1k�1 ; pk2�1k pk�1k�10 ; : : : ; 0 ; pk2�1k ; � 1k # ; k = 2; : : : ; n; (4)116



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, Í. À. Ñîëîâü¼âà 117ãäå pk�1j � j-é ñòîëáåö ìàòðèöû Pk�1. Â ÷àñòíîñòè,P2 = "�12 �p32p32 �12 # ; P3 = 264�12 �p36 �p63p32 �16 �p230 2p23 �13 375 :ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ñïðàâåäëèâû �îðìóëûPn bnj = bnj+1 ; j 2 1 : n; Pn bnn+1 = bn1 : (5)Èìåííî ýòî èìååòñÿ â âèäó ïîä öèêëè÷åñêèì ñâîéñòâîì �ðåéìà Ìåðñåäåñ�Áåíö.2°. Ïðè n = 1 òåîðåìà î÷åâèäíà. Îáùèé ñëó÷àé n > 2 òðåáóåò íåêîòîðîéïîäãîòîâêè.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Un è Vn êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n, ñîñòîÿùèå èçñòîëáöîâ bn1 ; : : : ; bnn è bn2 ; : : : ; bnn+1 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïåðâîå ðàâåíñòâî â (5)ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå Pn Un = Vn : (6)ËÅÌÌÀ. Ïðè n > 2 ìàòðèöà Un îáðàòèìà, ïðè÷¼ìU�1n = 264 �1n�1pn2�1 BTn�1 ...�1375 : (7)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (1)Un = " pn2�1n Bn�1� 1n ; : : : ;� 1n# :ÈìååìDn := " pn2�1n Bn�1� 1n ; : : : ;� 1n# � 264 �1n�1pn2�1 BTn�1 ...�1375 = "n�1n Bn�1BTn�1 hgT 1# ;ãäå g è h � âåêòîð-ñòîëáöû ïîðÿäêà n� 1. Ïî ñâîéñòâó (2)n�1n Bn�1BTn�1 = In�1 :Ïî ñâîéñòâó (3) h = �pn2�1n nXj=1 bn�1j = O ;



118 ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÎÅ ÑÂÎÉÑÒÂÎ Ô�ÅÉÌÀ ÌÅ�ÑÅÄÅÑ�ÁÅÍÖg = � n�1npn2�1 nXj=1 bn�1j = O :Çíà÷èò, Dn = In, ÷òî ðàâíîñèëüíî (7).Íà îñíîâàíèè (6) è ëåììû ïîëó÷àåì ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìàòðèöû Pn:Pn = Vn U�1n : (8)Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òîPn bnn+1 = Vn U�1n bnn+1 = � n+1Xj=2 bnj = bn1 : (9)Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà Pn, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (8), óäîâëåòâî-ðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ (4) ïðè k = n.Ïðè n = 2 ýòî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî n > 3.3°. Ñîãëàñíî (9) è (1)pnn = bn1 = "pn2�1n bn�11� 1n # = "pn2�1n pn�1n�1� 1n # ;÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó ïîñëåäíèõ ñòîëáöîâ â (4) (ïðè k = n).�àçáåð¼ìñÿ ñ ïðåäïîñëåäíèìè ñòîëáöàìè. Èìååìpnn�1 = n�1pn2�1 �� 1n�1 nXj=2 bnj + bnn+1� = n�1pn2�1 � 1n�1�bn1 + bnn+1�+ bnn+1� == 1pn2�1 �bn1 + n bnn+1� = 1pn2�1 ��pn2�1n bn�11� 1n �+ �On�� = " 1n pn�1n�1pn2�1n # ;÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó ïðåäïîñëåäíèõ ñòîëáöîâ â (4).�àññìîòðèì ñòîëáöû ñ èíäåêñàìè k 2 1 : n � 2. Íà îñíîâàíèè (8) è (1)çàïèøåì pnk = n�1pn2�1 nXj=1 bnj+1 bn�1j (k) = n�1n n�1Xj=1 bn�1j (k) �bn�1j+1� 1n � :Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî bn�1n (k) = 0 ïðè k 2 1 : n� 2. Èìååìpnk(n) = �n�1n2 n�1Xj=1 bn�1j (k) = n�1n2 bn�1n (k) = 0:



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, Í. À. Ñîëîâü¼âà 119Îáîçíà÷èì gn�1k = n�1n n�1Xj=1 bn�1j (k) bn�1j+1 : (10)Òîãäà pnk = �gn�1k0 � ; k 2 1 : n� 2:Ïîêàæåì, ÷òî gn�1k = pn�1k . Ýòèì çàâåðøèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Â ñèëó (5) è (2) bn�1j+1 = Pn�1 bn�1j ; j 2 1 : n� 1; (11)n�1n nXj=1 bn�1j bn�1j (k) = en�1k ;ãäå en�1k � k-é îðò â Rn�1 . Â ïîñëåäíåé ñóììå ñëàãàåìîå, ñîîòâåòñòâóþùååj = n, ïðè âñåõ k 2 1 : n� 2 ðàâíî íóëþ, ïîýòîìón�1n n�1Xj=1 bn�1j (k) bn�1j = en�1k ; k 2 1 : n� 2: (12)Íà îñíîâàíèè (10), (11) è (12) ïðè k 2 1 : n� 2 ïîëó÷àåìgn�1k = n�1n Pn�1 n�1Xj=1 bn�1j (k) bn�1j = Pn�1 en�1k = pn�1k :Òåîðåìà äîêàçàíà.4°. Âûÿñíèì ñâîéñòâà ìàòðèöû Pn ïðè n > 2.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ìàòðèöà Pn � îðòîãîíàëüíàÿ. Å¼ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìèÿâëÿþòñÿ !1n+1; !2n+1; : : : ; !nn+1, ãäå !n+1 = exp( 2�in+1).Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îðòîãîíàëüíîñòü ìàòðèöû P2 ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåä-ñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà Pn�1 îðòîãîíàëüíà, òî åñòühpn�1k ; pn�1s i = Æks ; k; s 2 1 : n� 1;ãäå Æks = 1 ïðè k = s è Æks = 0 ïðè k 6= s. Ëåãêî ïðîâåðèòü, îïèðàÿñü íàðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (4) ïðè k = n, ÷òîhpnk ; pns i = Æks ; k; s 2 1 : n:



120 ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÎÅ ÑÂÎÉÑÒÂÎ Ô�ÅÉÌÀ ÌÅ�ÑÅÄÅÑ�ÁÅÍÖÇíà÷èò, ìàòðèöà Pn òàêæå îðòîãîíàëüíà.Ñèñòåìà âåêòîðîâ bn1 ; : : : ; bnn+1 â ñèëó (2) ÿâëÿåòñÿ æ¼ñòêèì �ðåéìîì. Åñëèó÷åñòü, ÷òî bnj = P j�1n bn1 ïðè j = 2; : : : ; n+1, ãäå Pn � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà,òî, êàê ïîêàçàíî â [2℄, ñóùåñòâóåò ÷èñëî , jj = 1, òàêîå, ÷òî P n+1n = In; ïðèýòîì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Pn ñóòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè ñòåïåíèn + 1 èç . Ñîãëàñíî (5) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Pnbnn+1 = bn1 èëè P n+1n bn1 = bn1èëè bn1 = bn1 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî  = 1. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûìè÷èñëàìè ìàòðèöû Pn ÿâëÿþòñÿ n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë èç ìíîæåñòâàf1; !n+1; !2n+1; : : : ; !nn+1g. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ÷èñëî � = 1 íå áóäåò ñîá-ñòâåííûì ÷èñëîì äëÿ ìàòðèöû Pn.Ïðè n = 2 ýòî óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî� = 1 íå åñòü ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû Pn�1 îçíà÷àåò, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöûPn�1�In�1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîêàæåì, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû Pn�In òàêæåëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ýòèì çàâåðøèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Ñîñòàâèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Pn� In è ïðèðàâíÿåìå¼ íóëþ. Ñîãëàñíî (4) çàïèøåìn�2Xk=1 k�pn�1k � en�1k �+n�1� 1n pn�1n�1 � en�1n�1�+ n pn2�1n pn�1n�1 = O ;n�1 pn2�1n � n�1 + 1n� = 0: (13)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n 6= 0. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n =1. Òîãäà n�1 = qn+1n�1 . Ïîäñòàâèì ýòè çíà÷åíèÿ â ïåðâóþ ãðóïïó óðàâíåíèéñèñòåìû (13). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî1nqn+1n�1 + pn2�1n = pn+1n � 1pn�1 +pn� 1� =qn+1n�1 ;ïîëó÷àåì n�2Xk=1 k�pn�1k � en�1k �+qn+1n�1�pn�1n�1 � en�1n�1� = O :Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ ìàòðèöû Pn�1� In�1.Çíà÷èò, n = 0. Òîãäà è n�1 = 0. Îñòà¼òñÿn�2Xk=1 k�pn�1k � en�1k � = O :Èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ ìàòðèöû Pn�1 � In�1 ñëåäóåò, ÷òî 1 =� � � = n�2 = 0. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû Pn � In ëèíåéíî íåçàâèñè-ìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, Í. À. Ñîëîâü¼âà 1215°. Ê âîïðîñó î öèêëè÷åñêîì ñâîéñòâå �ðåéìà Ìåðñåäåñ�Áåíö ìîæíî ïî-äîéòè èíà÷å. Â ñèëó (3) è íîðìèðîâàííîñòè âåêòîðîâ bnj ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-øåíèå hbni ; bnj i = hbni+1; bnj+1i; i; j 2 1 : n+ 1;ãäå bnn+2 = bn1 . Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî â [3℄, ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿìàòðèöà Pn, òàêàÿ, ÷òî bnj = P j�1n bn1 , j 2 2 : n + 1; ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå÷èñëà ìàòðèöû Pn ñóòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè ñòåïåíè n + 1 èç åäèíèöû.Ñîãëàñíî (8) ìàòðèöà Pn îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.Â ïîäõîäå, ïðèíÿòîì â ñòàòüå, óêàçûâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ïðîñòîå ðåêóð-ðåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ìàòðèöû Pn, êîòîðîå, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò óñòà-íîâèòü, ÷òî ÷èñëî � = 1 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ Pn.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á. �àâíîóãîëüíûå æ¼ñòêèå �ðåéìû // Ïðî-áëåìû ìàòåì. àíàëèçà. 2009. Âûï. 39. Ñ. 3�25.2. Ñîëîâü¼âà Í. À. Îáîáù¼ííûå ãàðìîíè÷åñêèå �ðåéìû // Ñåìèíàð¾DHA&CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 16 àïðåëÿ 2008 ã.(http://dha.spb.ru/reps08.shtml\#0416).3. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í. Öèêëè÷åñêèå �ðåéìû // Ñåìèíàð ¾DHA&CAGD¿.Èçáðàííûå äîêëàäû. 21 ÿíâàðÿ 2009 ã.(http://dha.spb.ru/reps09.shtml\#0121).



Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ Ê�ÈÂÛÅÄËß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î ÀÍÀËÎ�ÀÝ�ÌÈÒÎÂÎÉ ÑÏËÀÉÍ-ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÈÍ. Â. ×àøíèêîâ19 ñåíòÿáðÿ 2009 ã.Â [1℄ áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ mn-ïåðèîäè÷åñêèõ âåêòîð-�óíê-öèé öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà, ïðèíèìàþùèõ çàäàííûå çíà÷åíèÿ â m ðàâ-íîîñòîÿùèõ òî÷êàõ è èìåþùèõ â ýòèõ òî÷êàõ çàäàííûå ïðèðàùåíèÿ. Çà�èê-ñèðóåì ÷èñëî m, òî÷êè èíòåðïîëÿöèè è íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ ïðèðàùåíèé.Öåëüþ äàííîãî äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïðåäåëà ìíîæåñòâà çíà÷åíèéèíòåðïîëÿöèîííûõ âåêòîð-�óíêöèé ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè n.1°. Óòî÷íèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå, à � � öåëîå íåîò-ðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Äèñêðåòíîé ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé Áåðíóëëè ïîðÿäêà �íàçûâàåòñÿ ñèãíàëb�;N(j) = 1N N�1Xk=1 (!kN � 1)�� !kjN ; j 2 Z:Ïàðàìåòð N âêëþ÷åí â îáîçíà÷åíèå, òàê êàê îí áóäåò èçìåíÿòüñÿ.Çà�èêñèðóåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà r è m, m > 2. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n, îò-ëè÷íîãî îò åäèíèöû, ïîëîæèì N = mn è îáîçíà÷èì ÷åðåç Dr;n ïðîñòðàíñòâîâåêòîð-�óíêöèé âèäàS(j) = 0 + m�1Xp=0 1(p) b2r;N(j � pn+ r) + m�1Xp=0 2(p) b2r;N(j � pn+ r � 1); (1)ãäå 0; 1(p); 2(p) 2 Rd � êîý��èöèåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþm�1Xp=0�1(p) + 2(p)� = 0:122



Í. Â. ×àøíèêîâ 123Ïóñòü çàäàíû íàáîðû âåêòîðîâ x(0);x(1); : : : ;x(m�1) è y(0);y(1); : : : ;y(m�1)èç ïðîñòðàíñòâà Rd . Â [1℄ ïîêàçàíî, ÷òî íàéä¼òñÿ âåêòîð-�óíêöèÿ Sr;n 2 Dr;n,ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì çàäà÷èSr;n(ln) = x(l); l 2 0 : m� 1;�Sr;n(ln) = y(l)n ; l 2 0 : m� 1: (2)Öåëü äàííîãî äîêëàäà ñîñòîèò â íàõîæäåíèÿ ïðåäåëà ìíîæåñòâà òî÷åê�Sr;n(j)jj 2 Z	 ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè n. Íà÷í¼ì ñ èçó÷åíèÿ ïîâåäå-íèÿ äèñêðåòíûõ �óíêöèé Áåðíóëëè b�;N ïðè ñòðåìëåíèè N ê áåñêîíå÷íîñòè.2°. Ñîãëàñíî [2℄, äëÿ äèñêðåòíûõ �óíêöèè Áåðíóëëè ñïðàâåäëèâû ñîîòíî-øåíèÿ �b�+1;N (j) = b�;N (j); � 2 Z+; N 2 N ; j 2 Z; (3)N�1Xj=0 b�;N(j) = 0; � 2 Z+; N 2 N : (4)Èñõîäÿ èç ýòèõ ðàâåíñòâ, âûâåäåì ðåêóððåíòíóþ �îðìóëó äëÿ �óíêöèé Áåð-íóëëè. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ òîæäåñòâî (3), ïîëó÷àåìb�+1;N (j) = b�+1;N (j � 1) + b�;N (j � 1) = b�+1;N (j � 2) + b�;N (j � 2) ++ b�;N (j � 1) = : : : = b�+1;N (0) + j�1Xk=0 b�;N(k):×òîáû íàéòè çíà÷åíèå b�+1;N (0), âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (4):0 = N�1Xj=0 b�+1;N (j) = N b�+1;N(0) + N�1Xj=0 j�1Xk=0 b�;N (k) == N b�+1;N (0) + N�1Xk=0 (N � k) b�;N(k) = N b�+1;N (0)� N�1Xk=0 k b�;N(k):Èòàê, b�+1;N(j) = j�1Xk=0 b�;N(k) + 1N N�1Xk=0 k b�;N (k): (5)Èç [2℄ èçâåñòíî, ÷òî b0;N(j) = ÆN (j) � 1N . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî �îðìóëå (5)ïîëó÷èì b1;N (j) = 8<:�N�12N ; ïðè j = 0;N�12N � jN ; ïðè j 2 1 : N � 1: (6)



124 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ Ê�ÈÂÛÅ ÄËß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î ÀÍÀËÎ�À ÑÏËÀÉÍ-ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÈÎïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé �� : R ! R, ïåðèîäè÷åñêèõ ñ ïå-ðèîäîì 1. Ôóíêöèþ �1(t) íà îñíîâíîì ïåðèîäå çàäàäèì �îðìóëîé�1(t) = (�12 ; ïðè t = 0;12 � t; ïðè t 2 (0; 1℄: (7)Îñòàëüíûå �óíêöèè ��(t) íà îñíîâíîì ïåðèîäå îïðåäåëèì ïðè ïîìîùè ðåêóð-ðåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ��+1(t) = Z t0 ��(�) d� + Z 10 � ��(�) d�; t 2 [0; 1℄: (8)�åêóððåíòíàÿ �îðìóëà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè B�(t) (ñì. [3, ñ. 13℄) âû-ãëÿäèò ñõîæèì îáðàçîì. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ � > 2 âûïîëíÿåòñÿðàâåíñòâî ��(t) = � 1�! B�(t); t 2 [0; 1℄:Îáîçíà÷èì ÷åðåç eCk ïðîñòðàíñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ñ ïåðèîäîì 1 �óíêöèé,èìåþùèõ íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà k.ËÅÌÌÀ 1. Cïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ� 0�+1(t) = ��(t); � 2 N ; t 2 R; (9)Z 10 ��(t) dt = 0; � 2 N ; (10)�� 2 eC��2; � > 2:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òîæäåñòâî (9) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç �îðìó-ëû (8). Äîêàæåì ðàâåíñòâî (10) ïî èíäóêöèè. Áàçà èíäóêöèè äëÿ � = 1 ïðî-âåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò � ê � + 1. Ïî�îðìóëå (8)Z 10 ��+1(t) dt = Z 10 �Z t0 ��(�) d��dt+ Z 10 � ��(�) d� == Z 10 �Z 1� ��(�) dt�d� + Z 10 � ��(�) d� = Z 10 ��(�) d� = 0:�àâåíñòâî (10) äîêàçàíî.�àññìîòðèì �óíêöèþ �2(t). Ñîãëàñíî �îðìóëå (8), èìååì�2(t) = Z t0 �1(�) d� + Z 10 � �1(�) d�; t 2 [0; 1℄:



Í. Â. ×àøíèêîâ 125ßñíî, ÷òî �2(t) 2 C�[0; 1℄�. Êðîìå òîãî,�2(1) = Z 10 �1(�) d� + Z 10 � �1(�) d� = Z 10 � �1(�) d� = �2(0):Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ �2(t) íåïðåðûâíà íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè. Âîñïîëü-çîâàâøèñü äîêàçàííûì òîæäåñòâîì (9), ïîëó÷èì, ÷òî �� 2 eC��2 ïðè � > 2.Ëåììà äîêàçàíà.ËÅÌÌÀ 2. Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ � ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà����(t)�� 6 12 ; t 2 [0; 1℄; (11)����(x)� ��(y)�� 6 jx� yj; x; y 2 [0; 1℄: (12)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåä¼ì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Áàçà èíäóêöèèäëÿ � = 1 î÷åâèäíà. Ïóñòü íåðàâåíñòâà (11) è (12) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ��. Òîãäàäëÿ ëþáûõ x; y 2 [0; 1℄ èìååì����+1(x)� ��+1(y)�� = ����Z yx ��(t) dt���� 6 12 jx� yj; (13)òî åñòü íåðàâåíñòâî (12) äëÿ ��+1 âûïîëíåíî. Ïîëîæèìa = maxt2[0;1℄ ��+1(t); b = mint2[0;1℄��+1(t):Òîãäà a > Z 10 ��+1(t) dt > b;òî åñòü, â ñèëó (10), a > 0 > b. Êðîìå òîãî, èç äîêàçàííîãî íåðàâåíñòâà (13)ñëåäóåò, ÷òî a� b 6 12 . Òàêèì îáðàçîì,a 6 b + 12 6 12 ; b > a� 12 > �12 ;÷òî è òðåáîâàëîñü.Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå ~b�;N (j) := b�;N(j)N��1 :Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî � íàéä¼òñÿ A� òàêîå, ÷òî���~b�;N(j)� ��� jN ����6 A�N ; N 2 N ; j 2 Z: (14)



126 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ Ê�ÈÂÛÅ ÄËß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î ÀÍÀËÎ�À ÑÏËÀÉÍ-ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÈÇàì å ÷ à í è å. Ïðåäëîæåíèå äîïóñêàåò ýêâèâàëåíòíóþ �îðìóëèðîâêó: äëÿëþáîãî íàòóðàëüíîãî � íàéä¼òñÿ A� òàêîå, ÷òî���~b�;N�btN�� ��(t)���6 A�N ; N 2 N; t 2 R:Ïðè òàêîé �îðìå çàïèñè ïðîÿñíÿåòñÿ ñìûñë ïðåäëîæåíèÿ, íî äëÿ äîêàçà-òåëüñòâà è äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ óäîáíåå èìåòü äåëî ñ ïåðâîíà÷àëüíîé�îðìóëèðîâêîé.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè� = 1 èìååì ���~b1;N (j)� �1� jN ����� 12N ;ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü A1 = 12 . Ïóñòü (14) âûïîëíåíî äëÿ íåêîòîðîãî �.Ïðèìåíÿÿ �îðìóëû (5) è (8), ïîëó÷èì���~b�+1;N(j)� ��+1� jN ����6 ���� 1N j�1Xk=0 ~b�;N(k)� Z j=N0 ��(t) dt����++ ���� 1N2 N�1Xk=0 k ~b�;N (k)� Z 10 t ��(t) dt����: (15)Îöåíèì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ïî îòäåëüíîñòè. Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãîèìååì���� 1N j�1Xk=0 ~b�;N(k)� Z j=N0 ��(t) dt���� = ���� 1N j�1Xk=0 ~b�;N (k)� 1N Z j0 ��� tN � dt���� == ���� 1N j�1Xk=0 Z k+1k h~b�;N (k)� ��� tN �idt���� 6 1N j�1Xk=0 Z k+1k ����~b�;N(k)� ��� tN �����dt:Èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ è ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî���~b�;N(k)� ��� tN ���� 6 ���~b�;N(k)� ��� kN ���� + ������ kN �� ��� tN ���� 6 A�N + 1N :Ïîýòîìó ���� 1N j�1Xk=0 ~b�;N (k)� Z j=N0 ��(t) dt���� 6 A� + 1N :Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (15):���� 1N2 N�1Xk=0 k ~b�;N(k)� Z 10 t ��(t) dt���� = ���� 1N2 N�1Xk=0 k ~b�;N(k)� 1N2 Z N0 t ��� tN � dt���� =



Í. Â. ×àøíèêîâ 127= 1N2 ����N�1Xk=0 Z k+1k hk ~b�;N (k)� t ��� tN �idt���� 6 1N2 N�1Xk=0 Z k+1k ����k ~b�;N(k)� t ��� tN �����dt:Äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî���k ~b�;N(k)� t ��� tN ���� 6 ���k ~b�;N (k)� k ��� kN ����++ ���k ��� kN �� k ��� tN ����+ ���k ��� tN �� t ��� tN ����:Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè, ñîãëàñíî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ,ìåíüøå kA�N . Ïî ëåììå 2 âòîðîå ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò kN , à òðåòüå íå áîëü-øå 12 . Òàêèì îáðàçîì,���� 1N2 N�1Xk=0 k ~b�;N(k)� Z 10 t ��(t) dt���� 6 A� + 2N :Çíà÷èò, ���~b�+1;N(j)� ��+1� jN ����6 2A� + 3N :Îñòàëîñü ïîëîæèòü A�+1 = 2A� + 3. Èíäóêöèîííûé ïåðåõîä äîêàçàí.3°. Ïóñòü �èêñèðîâàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà r è m, îòëè÷íûå îò åäèíèöû.Îïðåäåëèì �óíêöèþ e�;n äëÿ � 2 f0; 1; 2g ïî �îðìóëåe�;n(l) :=~b2r��;N (l n+ r � 1); l 2 Z;ãäå N = mn. ßñíî, ÷òî �óíêöèÿ e�;n(l) èìååò ïåðèîä m. Ïîëîæèì E�;n == Fm(e�;n).ËÅÌÌÀ 3. Äëÿ � 2 f0; 1; 2g è l 2 0 : m� 1 ñóùåñòâóåò ïðåäåëlimn!1E�;n(l)=:E�(l):Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèìe�(l) = �2r��� lm�; l 2 0 : m� 1:Èìååì je�;n(l)� e�(l)j 6 ���~b2r��;N (l n+ r � 1)� �2r��� ln+r�1N ���� ++ ����2r��� ln+r�1N �� �2r��� lm����:



128 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ Ê�ÈÂÛÅ ÄËß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î ÀÍÀËÎ�À ÑÏËÀÉÍ-ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÈÏåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1,à âòîðîå � â ñèëó íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè �2r��. Òàêèì îáðàçîì,e�(l) = limn!1 e�;n(l):Ñëåäîâàòåëüíî,limn!1E�;n(l) = limn!1m�1Xp=0 e�;n(p)!�plm = m�1Xp=0 e�(p)!�plm :Ëåììà äîêàçàíà.ËÅÌÌÀ 4. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿlimn!1E2;n(0) 6= 0;limn!1�E1;n(l)2 � E0;n(l)E2;n(l)� 6= 0; l 2 1 : m� 1:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â äîêëàäå [1℄ èññëåäîâàëèñü äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâà-íèÿ Ôóðüå T�;n = Fm(t�;n) ñèãíàëîât�;n(l) = b2r;N (ln+ r + �); l 2 Z:Áûëè ïîëó÷åíû �îðìóëûT1;n(0) + T�1;n(0)� 2T0;n(0) = (�1)rn n�1Xq=1 2 os 2�qn � 2�2 sin �qn �2r ;T0;n(l)2 � T1;n(l)T�1;n(l) = 1n2 n�1Xp=0 n�1Xq=0 1� !p�qn�4 sin �(pm+l)N sin �(qm+l)N �2r :Âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâîì (3), âûðàçèì e0;n, e1;n è e2;n ÷åðåç �óíê-öèè t�;n: e0;n(l) = t�1;n(l)N2r�1 ;e1;n(l) = � t�1;n(l)N2r�2 = t0;n(l)� t�1;n(l)N2r�2 ;e2;n(l) = �2 t�1;n(l)N2r�3 = t1;n(l)� 2 t0;n(l) + t�1;n(l)N2r�3 :



Í. Â. ×àøíèêîâ 129Â ñèëó ëèíåéíñòè äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èìååìE0;n(l) = T�1;n(l)N2r�1 ;E1;n(l) = T0;n(l)� T�1;n(l)N2r�2 ;E2;n(l) = T1;n(l)� 2T0;n(l) + T�1;n(l)N2r�3 :Òàêèì îáðàçîì,(�1)r�1E2;n(0) = (�1)r�1 T1;n(0)� 2T0;n(0) + T�1;n(0)N2r�3 == 1nN2r�3 n�1Xq=1 2� 2 os 2�qn�2 sin �qn �2r = 1nN2r�3 n�1Xq=1 1�2 sin �qn �2r�2 >> 1nN2r�3�2 sin �n�2r�2 > 1m2r�3 (2�)2r�2 :Ñëåäîâàòåëüíî, limn!1(�1)r�1E2;n(0) > 1m2r�3 (2�)2r�2 > 0:Ïåðâîå èç òðåáóåìûõ ñîîòíîøåíèé äîêàçàíî. Äîêàæåì âòîðîå íåðàâåíñòâî.Èìååì E1;n(l)2 � E0;n(l)E2;n(l) = �T0;n(l)� T�1;n(l)�2N4r�4 �� T�1;n(l)�T1;n(l)� 2T0;n(l) + T�1;n(l)�N4r�4 = T0;n(l)2 � T1;n(l)T�1;n(l)N4r�4 :Çíà÷èò, Re�E1;n(l)2 � E0;n(l)E2;n(l)� = Re�T0;n(l)2 � T1;n(l)T�1;n(l)�N4r�4 == 1n2N4r�4 n�1Xp=0 n�1Xq=0 1� os 2�(p�q)n�4 sin �(pm+l)N sin �(qm+l)N �2r > 1� os 2�nn2N4r�4�4 sin �lN sin �(m+l)N �2r >> 2 sin2 �nn2N4r�4�4�lN �(m+l)N �2r > 2n2 sin2 �nm4r�4�4�2l(m + l)�2r :



130 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ Ê�ÈÂÛÅ ÄËß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î ÀÍÀËÎ�À ÑÏËÀÉÍ-ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÈÒàêèì îáðàçîì, limn!1Re�E1;n(l)2 � E0;n(l)E2;n(l)� >> limn!1 2n2 sin2 �nm4r�4�4�2 l (m + l)�2r = 2�2m4r�4�4�2 l (m+ l)�2r > 0:Ëåììà äîêàçàíà.4°. Âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâîì (3), ïåðåïèøåì �îðìóëó (1) â âèäåS(j) = 0+m�1Xp=0 1(p) b2r�1;N(j�pn+r�1)+m�1Xp=0 �1(p)+2(p)� b2r;N (j�pn+r�1);Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî Dr;n ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìíîæåñòâî âåêòîð-�óíêöèé âèäàSr;n(j) = 0;n + m�1Xp=0 1;n(p)~b2r�1;N(j � pn+ r � 1) ++ m�1Xp=0 2;n(p)~b2r;N(j � pn+ r � 1); (16)ãäå 0;n; 1;n(j); 2;n(j) 2 Rd è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèåm�1Xp=0 2;n(p) = 0: (17)Ïóñòü çàäàíû íàáîðû âåêòîðîâx(0);x(1); : : : ;x(m� 1) 2 Rd ;y(0);y(1); : : : ;y(m� 1) 2 Rd :Ïîñòðîèì äëÿ âñåõ n > 2 âåêòîð-�óíêöèè âèäà (16), óäîâëåòâîðÿþùèå èíòåð-ïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì (2).ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Êîý��èöèåíòû âåêòîð-�óíêöèé Sr;n ñõîäÿòñÿ:0;n ���!n!1 0;1;n(p) ���!n!1 1(p); p 2 0 : m� 1;2;n(p) ���!n!1 2(p); p 2 0 : m� 1:



Í. Â. ×àøíèêîâ 131Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (16) â ðàâåíñòâà (2):0;n + m�1Xp=0 1;n(p)~b2r�1;N(ln� pn+ r � 1) ++ m�1Xp=0 2;n(p)~b2r;N(ln� pn+ r � 1) = x(l);m�1Xp=0 1;n(p) ~b2r�2;N (ln� pn+ r � 1)N ++ m�1Xp=0 2;n(p) ~b2r�1;N(ln� pn + r � 1)N = y(l)n :Ïåðåïèøåì ýòè óñëîâèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì �óíêöèé e�;n :0;n + m�1Xp=0 1;n(p) e1;n(l � p) + m�1Xp=0 2;n(p) e0;n(l � p) = x(l);m�1Xp=0 1;n(p) e2;n(l � p) + m�1Xp=0 2;n(p) e1;n(l � p) = my(l):Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû áîëåå êîìïàêòíî ñ èñïîëüçîâà-íèåì öèêëè÷åñêîé ñâ¼ðòêè:0;n + 1;n � e1;n + 2;n � e0;n = x;1;n � e2;n + 2;n � e1;n = my:Ïðè ïåðåõîäå â ñïåêòðàëüíóþ îáëàñòü óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèämÆm(l) 0;n +C1;n(l)E1;n(l) +C2;n(l)E0;n(l) = X(l);C1;n(l)E2;n(l) +C2;n(l)E1;n(l) = mY(l); (18)ãäå C1;n = Fm(1;n), C2;n = Fm(2;n), X = Fm(x), Y = Fm(y).Óñëîâèå (17) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó C2;n(0) = 0. Ïîýòîìó ïðè l = 0 óðàâ-íåíèÿ (18) ñâîäÿòñÿ ê ðàâåíñòâàìC1;n(0) = mY(0)=E2;n(0);0;n = X(0)�C1;n(0)E1;n(0)m :



132 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ Ê�ÈÂÛÅ ÄËß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î ÀÍÀËÎ�À ÑÏËÀÉÍ-ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÈÑîãëàñíî ëåììàì 3 è 4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè C1;n(0) è 0;n ñõîäÿòñÿ.Ïóñòü l 2 1 : m�1. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâà (18) ñòàíîâÿòñÿ ñèñòåìîé äâóõëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè C1;n(l) è C2;n(l). �åøåíèå ýòîé ñèñòåìûçàäà¼òñÿ �îðìóëàìèC1;n(l) = X(l)E1;n(l)�mY(l)E0;n(l)E1;n(l)2 � E0;n(l)E2;n(l) ;C2;n(l) = mY(l)E1;n(l)�X(l)E2;n(l)E1;n(l)2 � E0;n(l)E2;n(l) :Ïî ëåììàì 3 è 4 âûðàæåíèÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñõîäÿòñÿ ïðè n ! 1. Òàêèìîáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè C1;n(l) è C2;n(l) ñõîäÿòñÿ ïðè n ! 1 äëÿ âñåõl 2 0 : m� 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäÿòñÿ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1;n(l) è 2;n(l).Òåîðåìà äîêàçàíà.Îïðåäåëèì âåêòîð-�óíêöèþ Sr(t) �îðìóëîéSr(t) = 0 + m�1Xp=0 1(p) �2r�1� t�pm �+ m�1Xp=0 2(p) �2r� t�pm �: (19)Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî Sr 2 C2r�3. Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî âåêòîð-�óíê-öèÿ Sr(t) ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì m.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ñïðàâåäëèâû ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿSr;n(j)� Sr� jn� ���!n!1 0 ðàâíîìåðíî ïî j; (20)n�Sr;n(j)� S0r� jn� ���!n!1 0 ðàâíîìåðíî ïî j: (21)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåðèì ñîîòíîøåíèå (20). ÈìååìSr;n(j)� Sr� jn� 6 k0;n � 0k++ m�1Xp=01;n(p)~b2r�1;N(j � pn+ r � 1)� 1(p) �2r�1� j�pnN � ++ m�1Xp=02;n(p)~b2r;N(j � pn+ r � 1)� 2(p) �2r� j�pnN �: (22)
�àññìîòðèì ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ïî îòäåëüíîñòè. Âåëè÷èíà k0;n � 0k,î÷åâèäíî, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîêàæåì, ÷òî âñå ñëàãàåìûå ïåðâîé ñóììû ñòðå-ìÿòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî ïî j. Èìååì1;n(p)~b2r�1;N(j � pn+ r � 1)� 1(p) �2r�1� j�pnN � 6



Í. Â. ×àøíèêîâ 1336 1;n(p)~b2r�1;N(j � pn+ r � 1)� 1;n(p) �2r�1� j�pn+r�1N �++ 1;n(p) �2r�1� j�pn+r�1N �� 1;n(p) �2r�1� j�pnN �++ 1;n(p) �2r�1� j�pnN �� 1(p) �2r�1� j�pnN �:Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî ïðåäëîæåíèþ 1, âòî-ðîå � â ñèëó íåðàâåíñòâà (12), à ñõîäèìîñòü ê íóëþ òðåòüåãî ñëàãàåìîãî ñëå-äóåò èç òåîðåìû 1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå ñëàãàåìûåâòîðîé ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (22) òàêæå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ðàâ-íîìåðíî ïî j. Ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (20) äîêàçàíî.Ñîãëàñíî òîæäåñòâàì (3) è (9) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà�Sr;n(j) = m�1Xp=0 1;n(p) ~b2r�2;N (j � pn + r � 1)N ++ m�1Xp=0 2;n(p) ~b2r�1;N (j � pn + r � 1)N ;S0r(t) = 1m m�1Xp=0 1(p) �2r�2� t�pm �+ 1m m�1Xp=0 2(p) �2r�1� t�pm �:Ñëåäîâàòåëüíî, n�Sr;n(j)� S0r� jn� 66 1m m�1Xp=0 1;n(p)~b2r�2;N(j � pn+ r � 1)� m�1Xp=0 1(p) �2r�2� j�pnN � ++ 1m m�1Xp=0 2;n(p)~b2r�1;N(j � pn+ r � 1)� m�1Xp=0 2(p) �2r�1� j�pnN �:Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ êíóëþ, àíàëîãè÷íî ïðîâåä¼ííîìó äîêàçàòåëüñòâó ñîîòíîøåíèÿ (20).ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Âåêòîð-�óíêöèÿ Sr(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿìSr(l) = x(l); l 2 0 : m� 1;S0r(l) = y(l); l 2 0 : m� 1:



134 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ Ê�ÈÂÛÅ ÄËß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î ÀÍÀËÎ�À ÑÏËÀÉÍ-ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÈÄîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì l 2 0 : m � 1 è çàïèøåì (20) äëÿ j = ln.Ñîãëàñíî (2), ïîëó÷èìSr;n(ln)� Sr(l) = x(l)� Sr(l) ���!n!1 0:Ñëåäîâàòåëüíî, Sr(l) = x(l). Àíàëîãè÷íî, ïîäñòàâèì ln âìåñòî j â (21) è âîñ-ïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè (2):n�Sr;n(ln)� S0r(l) = y(l)� S0r(l) ���!n!1 0:Òàêèì îáðàçîì, S0r(l) = y(l), ÷òî è òðåáîâàëîñü.5°. Äàäèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ òåîðåìû 2. �àññìîòðèì âåêòîð-�óíêöèþ Sr;n(j). Äëÿ íàãëÿäíîñòè ñîåäèíèì îòðåçêàìè ïàðû ñîñåäíèõ òî÷åêSr;n(j), Sr;n(j + 1) äëÿ j = 0; 1; : : : ; N � 1. Ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ëîìàíóþ, ïðî-õîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè x(0);x(1); : : : ;x(m � 1) è èìåþùóþ â ýòèõ òî÷êàõ íà-ïðàâëåíèÿ y(0);y(1); : : : ;y(m�1) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ìåæäó ñîñåäíèìèòî÷êàìè èíòåðïîëÿöèè ñîäåðæèòñÿ n îòðåçêîâ ëîìàíîé. Ïðè óâåëè÷åíèè nêîëè÷åñòâî îòðåçêîâ ëîìàíîé áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ, íî ëîìàíàÿ ïî-ïðåæíåìóáóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè x(l). Ñîãëàñíî òåîðåìå 2, ïðè íåîãðàíè÷åííîìóâåëè÷åíèè n ïîñòðîåííûå ëîìàíûå áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê êðèâîé, çàäàâàåìîéâåêòîð-�óíêöèåé Sr(t).Ï�ÈÌÅ�. Ïóñòü m = 4, r = 3. Íà ðèñóíêàõ 1�4 øòðèõîâûìè ëèíèÿìè ïî-êàçàíû ëîìàíûå, ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîð-�óíêöèÿì Sr;n äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà-÷åíèé n. Êðóæêàìè îòìå÷åíû òî÷êè èíòåðïîëÿöèè x(l), ñòðåëêàìè � íàïðàâ-ëåíèÿ âåêòîðîâ y(l). Êðîìå òîãî, íà êàæäîì ðèñóíêå ïðèâåäåíà ïðåäåëüíàÿêðèâàÿ Sr(t).
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b�èñ. 4. n = 15ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. ×àøíèêîâ Í. Â. Àíàëîã ýðìèòîâîé èíòåðïîëÿöèè â äèñêðåòíîì ïåðèîäè�÷åñêîì ñëó÷àå // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 14 �åâ-ðàëÿ 2009 ã. (http://dha.spb.ru/reps09.shtml#0214)2. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îñíîâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà. ×àñòü òðåòüÿ. ÑÏá.: ÍÈÈÌÌ, 2003. 88 ñ.3. Êðûëîâ Â. È. Ïðèáëèæ¼ííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ. 2 èçä. Ì.: Íàóêà,1967. 500 ñ.



ÏÎËÈÍÎÌÛ ËÎ�ÀÍÀÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ Í. À. Ñîëîâü¼âà24 îêòÿáðÿ 2009 ã.Â äîêëàäå èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû èç îáçîðíîé ñòàòüè [1℄.1°. Ïîëèíîìîì Ëîðàíà íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäàh(z) = nXk=mhk z�k; (1)ãäå m, n � öåëûå ÷èñëà, m 6 n, è hk � âåùåñòâåííûå êîý��èöèåíòû. Åñëè hmè hn îòëè÷íû îò íóëÿ, òî ÷èñëî jhj := n�m íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ïîëèíîìàËîðàíà h(z). Áóäåì ïèñàòü h = 0, åñëè âñå êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà Ëîðà-íà h(z) ðàâíû íóëþ. Ñ÷èòàåì, ÷òî jhj = �1, êîãäà h = 0.Ïîëèíîì Ëîðàíà íóëåâîé ñòåïåíè èìååò âèä Cz�p, ãäå C 6= 0.2°. Ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ Ëîðàíà (ïðè âñåõ m;n 2 Z, m 6 n) îáû÷íîîáîçíà÷àþò ÷åðåç R[z; z�1 ℄. Íà R[z; z�1 ℄ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäÿòñÿ îïåðà-öèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ïóñòüh(z) = n1Xk=m1 hk z�k; g(z) = n2Xk=m2 gk z�k: (2)Îáîçíà÷èì m = minfm1; m2g, n = maxfn1; n2g è ïîëîæèìhk = 0 ïðè k 2 m : n nm1 : n1 ;gk = 0 ïðè k 2 m : n nm2 : n2 :Òîãäà �îðìóëû (2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåh(z) = nXk=mhk z�k; g(z) = nXk=m gk z�k:Ïî îïðåäåëåíèþ �h+ g�(z) = h(z) + g(z) = nXk=m �hk + gk� z�k:136



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, Í. À. Ñîëîâü¼âà 137Äàëåå ïîëîæèìp = Xk+s=p;k2m1:n1;s2m2:n2 hk gs ; p 2 m1 +m2 : n1 + n2 :Â ÷àñòíîñòè, m1+m2 = hm1 gm2 ; n1+n2 = hn1 gn2 : (3)Ïî îïðåäåëåíèþ �h g�(z) = h(z) g(z) = n1+n2Xp=m1+m2 p z�p:Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (2) è (3)��h g�� = ��h��+ ��g��: (4)Äåéñòâèòåëüíî,��h g�� = (n1 + n2)� (m1 +m2) = (n1 �m1) + (n2 �m2) = ��h�� + ��g��:Ìíîæåñòâî R[z; z�1 ℄ ñ ââåä¼ííûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ñòà-íîâèòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé. Åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîì h(z) � 1.Ýëåìåíò h 2 R[z; z�1 ℄ íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíòg 2 R[z; z�1 ℄, òàêîé, ÷òî h(z) g(z) � 1. Ñîãëàñíî (4) îáðàòèìûì ìîæåò áûòüïîëèíîì Ëîðàíà òîëüêî íóëåâîé ñòåïåíè. Âìåñòå ñ òåì, ëþáîé ïîëèíîì Ëîðà-íà íóëåâîé ñòåïåíè îáðàòèì, ïîñêîëüêóC z�p� 1C zp� � 1:3°. �îâîðÿò, ÷òî ïîëèíîì Ëîðàíà a(z) äåëèòñÿ íà ïîëèíîì Ëîðàíà b(z),åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîì Ëîðàíà q(z), òàêîé, ÷òîa(z) = b(z) q(z):Äåëåíèå ìîæíî âûïîëíÿòü ¾â ñòîëáèê¿.



138 ÏÎËÈÍÎÌÛ ËÎ�ÀÍÀÏ�ÈÌÅ� 1. Ïóñòü a(z) = z + 2 + z�1, b(z) = z + 1. Èìååìz + 2 + z�1 z + 11 + z�1.z + 11 + z�11 + z�10Çíà÷èò, a(z) = b(z) q(z), ãäå q(z) = 1 + z�1.Â îáùåì ñëó÷àå ïîëèíîì Ëîðàíà äåëèòñÿ íà ëþáîé ïîëèíîì Ëîðàíà íóëå-âîé ñòåïåíè. Äåéñòâèòåëüíî,nXk=m ak z�k = C z�p � 1C nXk=m ak z�k+p� == C z�p � 1C n�pXk=m�p ak+p z�k�:4°. Â êîëüöå R[z; z�1 ℄ òî÷íîå äåëåíèå âîçìîæíî íå âñåãäà, íî âñåãäà âîçìîæ-íî äåëåíèå ñ îñòàòêîì. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëèíîìîâ a(z),b(z) èç R[z; z�1 ℄ ñ jaj > jbj > 1 ñóùåñòâóþò ïîëèíîìû q(z), r(z) èç R[z; z�1 ℄ñ jqj 6 jaj � jbj è jrj < jbj, òàêèå, ÷òîa(z) = b(z) q(z) + r(z):Äåëåíèå ñ îñòàòêîì ìîæíî âûïîëíÿòü ¾â ñòîëáèê¿.Ï�ÈÌÅ� 2. Ïóñòü a(z) = z + 3 + z�1, b(z) = z + 1. Èìååìz + 3 + z�1 z + 11 + 2z�1.z + 12 + z�12 + 2z�1�z�1Çíà÷èò, z+3+z�1 = (z+1)(1+2z�1)�z�1, òî åñòü q(z) = 1+2z�1, r(z) = �z�1.Îòìåòèì, ÷òî äåëåíèå ñ îñòàòêîì ïîëèíîìîâ Ëîðàíà, âîîáùå ãîâîðÿ, íååäèíñòâåííî. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðåz + 3 + z�1 = (z + 1)(1 + z�1) + 1;



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, Í. À. Ñîëîâü¼âà 139òî åñòü q(z) = 1 + z�1, r(z) � 1. È åù¼ îäèí âàðèàíò:z + 3 + z�1 = (z + 1)(2 + z�1)� z;òî åñòü q(z) = 2 + z�1, r(z) = �z.Âî âñåõ òð¼õ ñëó÷àÿõ ñòåïåíü íåïîëíîãî ÷àñòíîãî q(z) ðàâíà åäèíèöå (jqj == jaj � jbj), à ñòåïåíü îñòàòêà r(z) ðàâíà íóëþ.Ïðèâåä¼ì ïðèìåð, â êîòîðîì jqj < jaj � jbj.Ï�ÈÌÅ� 3. Ïóñòü a(z) = z + 1 + z�1, b(z) = z + 1. Ïðè q(z) � 1, r(z) = z�1èìååì a(z) = b(z) q(z) + r(z) è��q�� = 0 < 1 = ��a��� ��b��:Îäíàêî è çäåñü âîçìîæåí âàðèíò äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì, êîãäà jqj = jaj � jbj.Äåéñòâèòåëüíî, z + 1 + z�1 = (z + 1)(1 + z�1)� 1:5°. �àññìîòðèì âîïðîñ î íàõîæäåíèè íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ (ÍÎÄ)äâóõ ïîëèíîìîâ Ëîðàíà.Íàïîìíèì, ÷òî íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì äâóõ íåíóëåâûõ ïîëèíî-ìîâ a(z), b(z) èç R[z; z�1 ℄ íàçûâàåòñÿ òàêîé ïîëèíîì (z) = ÍÎÄ(a(z); b(z))èç R[z; z�1 ℄, ÷òî îí äåëèò a(z) è b(z) è äåëèòñÿ íà ëþáîé èõ îáùèé ìíîæèòåëü.Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäïîñëåäîâàòåëüíîãî äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì (àëãîðèòì Åâêëèäà). Îïèøåì åãî.Ïóñòü äàíû äâà íåíóëåâûõ ïîëèíîìà a(z), b(z) èç R[z; z�1 ℄. Ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî jaj > jbj. Îáîçíà÷èì a0(z) = a(z), a1(z) = b(z) è âûïîëíèì ïîñëåäîâàòåëü-íîå äåëåíèå ñ îñòàòêîì ïî ïðàâèëó:a0(z) = a1(z) q1(z) + a2(z); ja2j < ja1j;a1(z) = a2(z) q2(z) + a3(z); ja3j < ja2j;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :an�2(z) = an�1(z) qn�1(z) + an(z); janj < jan�1j;an�1(z) = an(z) qn(z): (5)
Ïîñëåäíåå äåëåíèå áóäåò íàâåðíÿêà òî÷íûì, åñëè janj = 0. Íî òî÷íîå äåëåíèåìîæåò ïðîèçîéòè è ðàíåå.Ïðîñìîòðåâ öåïî÷êó ðàâåíñòâ (5) ñíèçó ââåðõ, âèäèì, ÷òî an(z) äåëèò âñåïîëèíîìû an�1(z); an�2(z); : : : ; a1(z); a0(z). Ñëåäîâàòåëüíî, an(z) ÿâëÿåòñÿ îá-ùèì äåëèòåëåì a(z) è b(z).



140 ÏÎËÈÍÎÌÛ ËÎ�ÀÍÀÏðîñìîòðåâ öåïî÷êó ðàâåíñòâ ñâåðõó âíèç, çàêëþ÷àåì, ÷òî îñòàòêè a2(z),: : : ; an(z) äåëÿòñÿ íà ëþáîé îáùèé ìíîæèòåëü ïîëèíîìîâ a(z) è b(z). Â ÷àñò-íîñòè, an(z) äåëèòñÿ íà ëþáîé îáùèé ìíîæèòåëü ïîëèíîìîâ a(z) è b(z). Ïîîïðåäåëåíèþ an(z) = ÍÎÄ(a(z); b(z)):�àâåíñòâàì (5) ìîæíî ïðèäàòü äðóãóþ �îðìó:"a1(z)a2(z)# = �0 11 �q1(z)�"a0(z)a1(z)# ;"a2(z)a3(z)# = "0 11 �q2(z)#"a1(z)a2(z)# ;..."an�1(z)an(z) # = "0 11 �qn�1(z)#"an�2(z)an�1(z)# ;"an(z)0 # = "0 11 �qn(z)#"an�1(z)an(z) # :Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî "an(z)0 # = 1Yk=n"0 11 �qk(z)#"a(z)b(z)# :Ó÷èòûâàÿ, ÷òî "0 11 �qk(z)#�1 = "qk(z) 11 0# ;ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ"a(z)b(z)# = nYk=1"qk(z) 11 0#"an(z)0 # : (6)6°. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð íà íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ.Ï�ÈÌÅ� 4. Ïóñòü a(z) = z + 3 + z�1, b(z) = z + 1. Èìååì (ñì. ïðèìåð 2)z + 3 + z�1 = (z + 1)(1 + 2z�1)� z�1;z + 1 = �z�1(�z2 � z):



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, Í. À. Ñîëîâü¼âà 141Çíà÷èò, ÍÎÄ(z + 3 + z�1; z + 1) = �z�1.Ôîðìóëà (6) ïðèíèìàåò âèä�z + 3 + z�1z + 1 � = �1 + 2z�1 11 0� ��z2 � z 11 0� ��z�10 � :Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ ïîëèíîìîâ Ëîðàíà, âîîá-ùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåí. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå, òàê æå, êàê è â ïðèìå-ðå 2, âîçìîæíî äðóãîå ðàçâèòèå ñîáûòèé:z + 3 + z�1 = (z + 1)(1 + z�1) + 1;z + 1 = 1 � (z + 1):Çíà÷èò, ÍÎÄ(z + 3 + z�1; z + 1) = 1 è�z + 3 + z�1z + 1 � = �1 + z�1 11 0� �z + 1 11 0� �10� :Åù¼ îäèí âàðèàíò:z + 3 + z�1 = (z + 1)(2 + z�1)� z;z + 1 = �z(�1 � z�1):Çíà÷èò, ÍÎÄ(z + 3 + z�1; z + 1) = �z è�z + 3 + z�1z + 1 � = �2 + z�1 11 0� ��1� z�1 11 0� ��z0 � :7°. Â ïðèìåðå 4 âñå òðè íàèáîëüøèõ îáùèõ äåëèòåëÿ èìåþò îäèíàêîâóþñòåïåíü. Ýòî íå ñëó÷àéíî.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ. Âñå íàèáîëüøèå îáùèå äåëèòåëè ïîëèíîìîâ Ëîðàíàa(z) è b(z) èìåþò îäèíàêîâóþ ñòåïåíü.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüì¼ì äâà íàèáîëüøèõ îáùèõ äåëèòåëÿ (z) è d(z).Ïî îïðåäåëåíèþ íàéäóòñÿ ïîëèíîìû Ëîðàíà p(z) è q(z), òàêèå, ÷òî(z) = d(z) p(z); d(z) = (z) q(z):Ñîãëàñíî (4), jj = jdj + jpj, jdj = jj + jqj, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî jpj = jqj = 0.Çíà÷èò, jj = jdj.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Daubehies I., Sweldens W. Fatoring wavelets transforms into lifting steps //J. Fourier Anal. Appl. 1998. Vol. 4. No. 3. P. 247�269.



ÔÀÊÒÎ�ÈÇÀÖÈß ÏÎËÈÔÀÇÍÛÕÌÀÒ�ÈÖÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ Í. À. Ñîëîâü¼âà31 îêòÿáðÿ 2009 ã.Â äîêëàäå èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû èç îáçîðíîé ñòàòüè [1℄.1°. Âîçüì¼ì ïîëèíîì Ëîðàíàh(z) = nXk=m ak z�k:Èìååì h(z) + h(�z)2 = 12 nXk=m ak�1 + (�1)k�z�k:Ïîëîæèì m0 = bm�12 + 1, n0 = bn2 ,h0(z) = n0Xk=m0 a2k z�k:Òîãäà h(z) + h(�z)2 = h0(z2): (1)Äàëåå h(z)� h(�z)2 = 12 nXk=m ak�1� (�1)k�z�k:Ïîëîæèì m1 = bm2 , n1 = bn�12 ,h1(z) = n1Xk=m1 a2k+1 z�k:Òîãäà h(z)� h(�z)2 = z�1 h1(z2): (2)142



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, Í. À. Ñîëîâü¼âà 143Èç (1) è (2) ñëåäóåò ïîëè�àçíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëèíîìà Ëîðàíàh(z) = h0(z2) + z�1 h1(z2):Âîçüì¼ì åù¼ îäèí ïîëèíîì Ëîðàíà g(z) è çàïèøåì äëÿ íåãî ïîëè�àçíîåïðåäñòàâëåíèå g(z) = g0(z2) + z�1 g1(z2):Ñîïîñòàâèì ïàðå ïîëèíîìîâ Ëîðàíà (h; g) ïîëè�àçíóþ ìàòðèöóP (z) = �h0(z) g0(z)h1(z) g1(z)� :Åñëè îïðåäåëèòåëü ïîëè�àçíîé ìàòðèöû òîæäåñòâåííî ðàâåí åäèíèöå, òîñîîòâåòñòâóþùèå ïîëèíîìû Ëîðàíà h, g íàçûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè.Â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî äîïîëíèòåëüíûå ïàðû ïîëè-íîìîâ Ëîðàíà.2°. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ïóñòü (h; g) è (h; g0) � äîïîëíèòåëüíûå ïàðû ïî-ëèíîìîâ Ëîðàíà è P (z), P 0(z) � ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëè�àçíûå ìàòðèöû.Òîãäà P (z) = P 0(z) �1 s(z)0 1 � ; (3)ãäå s(z) = g0(z) g01(z)� g1(z) g00(z).Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðàâóþ ÷àñòü (3) îáîçíà÷èì ÷åðåç R(z). ÈìååìR = �h0 g00h1 g00� �1 g0 g01 � g1 g000 1 � = �h0 h0(g0 g01 � g1 g00) + g00h1 h1(g0 g01 � g1 g00) + g01� == �h0 g00(1� h0 g1) + g0 h0 g01h1 g01(1 + h1 g0)� g1 h1 g00� :Ïî óñëîâèþ detP (z) � 1, detP 0(z) � 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òîh0 g1 � h1 g0 � 1;h0 g01 � h1 g00 � 1: (4)Ñëåäîâàòåëüíî,R = �h0 �g00 h1 g0 + g0(1 + h1 g00)h1 g01 h0 g1 + g1(1� h0 g01) � = �h0 g0h1 g1� = P:Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.



144 ÔÀÊÒÎ�ÈÇÀÖÈß ÏÎËÈÔÀÇÍÛÕ ÌÀÒ�ÈÖ3°. Îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å �àêòîðèçàöèè ïîëè�àçíîé ìàòðèöû P (z) äîïîë-íèòåëüíîé ïàðû (h; g) ïîëèíîìîâ Ëîðàíà. Êàê èçâåñòíî [2℄, ñïðàâåäëèâà �îð-ìóëà �h0(z)h1(z)� = nYk=1 �qk(z) 11 0� �d(z)0 � ;ãäå n � ÷èñëî øàãîâ â àëãîðèòìå Åâêëèäà íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãîäåëèòåëÿ ïîëèíîìîâ h0(z) è h1(z), d(z) = ÍÎÄ(h0(z); h1(z)) è q1(z); : : : ; qn(z) �ïîñëåäîâàòåëüíûå íåïîëíûå ÷àñòíûå â àëãîðèòìå Åâêëèäà (qn(z) � ïîëíîå÷àñòíîå). Â äàííîì ñëó÷àå ñîãëàñíî (4) åäèíèöà äåëèòñÿ íà d(z). Ýòî âîçìîæíîòîëüêî òîãäà, êîãäà ñòåïåíü d(z) ðàâíà íóëþ, òî åñòü êîãäà d(z) = Cz�p, ãäåC 6= 0.Ââåä¼ì ïîëèíîìû g00(z), g01(z) ñ ïîìîùüþ �îðìóëû�g00(z)g01(z)� = nYk=1 �qk(z) 11 0� " 0(�1)nd(z) # : (5)Ïîëè�àçíàÿ ìàòðèöà ïàðû ïîëèíîìîâ Ëîðàíà (h; g0), ãäåg0(z) = g00(z2) + z�1g01(z2);èìååò âèä P 0(z) = nYk=1 �qk(z) 11 0�"d(z) 00 (�1)nd(z) # :Î÷åâèäíî, ÷òî detP 0(z) � 1, ïîýòîìó ïàðà (h; g0) ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé.Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 P (z) = P 0(z) �1 s(z)0 1 � ;ãäå s(z) = g0(z) g01(z)� g1(z) g00(z). Çíà÷èò,P (z) = nYk=1 �qk(z) 11 0�"d(z) 00 (�1)nd(z) # �1 s(z)0 1 � :Ó÷èòûâàÿ, ÷òî"d(z) 00 (�1)nd(z) #�1 s(z)0 1 � = �1 (�1)n d2(z) s(z)0 1 �"d(z) 00 (�1)nd(z) # ;ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó ðåçóëüòàòó.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèåP (z) = nYk=1 �qk(z) 11 0� �1 (�1)n d2(z) s(z)0 1 �"d(z) 00 (�1)nd(z) # : (6)



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, Í. À. Ñîëîâü¼âà 1454°. �àññìîòðèì äâà ïðèìåðà.Ï�ÈÌÅ� 1. Ïóñòü h(z) = z2+z+3+z�1+z�2, g(z) = �z2�z�2. Ïîëè�àçíàÿìàòðèöà ïàðû (h; g) èìååò âèäP (z) = �z + 3 + z�1 �z � 2z + 1 �z � :Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðà (h; g) � äîïîëíèòåëüíàÿ.Íàéä¼ì íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ïîëèíîìîâ z + 3 + z�1 è z + 1. Äëÿýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì Åâêëèäà (ñì. [2℄):z + 3 + z�1 = (z + 1)(1 + 2z�1)� z�1;z + 1 = �z�1(�z2 � z):Èìååì n = 2, q1(z) = 1 + 2z�1, q2(z) = �z2 � z, d(z) = �z�1. Âû÷èñëèìïîëèíîìû g00(z) è g01(z). Ñîãëàñíî (5)�g00(z)g01(z)� = �1 + 2z�1 11 0� ��z2 � z 11 0� � 0�z� = ��z � 2�z � :ßñíî, ÷òî s(z) � 0. Íà îñíîâàíèè (6) ïîëó÷àåìP (z) = �1 + 2z�1 11 0� ��z2 � z 11 0� ��z�1 00 �z� :Â [2℄ îòìå÷àëîñü, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ ïîëèíîìîâ Ëîðàíàîïðåäåëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì, ïîýòîìó è ðàçëîæå-íèå (6) ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì. Â äàííîì ïðèìåðå âîçìîæåí äðóãîéâàðèàíò ðàçâèòèÿ ñîáûòèé:z + 3 + z�1 = (z + 1)(1 + z�1) + 1;z + 1 = 1 � (z + 1);n = 2; q1(z) = 1 + z�1; q2(z) = z + 1; d(z) � 1;�g00(z)g01(z)� = �1 + z�1 11 0� �z + 1 11 0� �01� = �1 + z�11 � ;s(z) = �z � 2 + z(1 + z�1) = �1;P (z) = �1 + z�1 11 0� �z + 1 11 0� �1 �10 1 � : (7)



146 ÔÀÊÒÎ�ÈÇÀÖÈß ÏÎËÈÔÀÇÍÛÕ ÌÀÒ�ÈÖÅù¼ îäèí âàðèàíò:z + 3 + z�1 = (z + 1)(2 + z�1)� z;z + 1 = �z(�1 � z�1);n = 2; q1(z) = 2 + z�1; q2(z) = �1� z�1; d(z) = �z;�g00(z)g01(z)� = �2 + z�1 11 0� ��1� z�1 11 0� � 0�z�1� = ��2z�1 � z�2�z�1 � ;s(z) = (z + 2)z�1 � z(2z�1 + z�2) = �1 + z�1;P (z) = �2 + z�1 11 0� ��1� z�1 11 0� �1 �z2 + z0 1 � ��z 00 �z�1� :Ïîñëåäíåå ðàçëîæåíèå ïîëó÷èëîñü î÷åíü ãðîìîçäêèì. Îäíàêî åãî ìîæíîóïðîñòèòü, åñëè â àëãîðèòìå Åâêëèäà �îðìàëüíî ñäåëàòü åù¼ îäèí øàã:z + 3 + z�1 = (z + 1)(2 + z�1)� z;z + 1 = �z(�1) + 1;�z = 1 � (�z);�g00(z)g01(z)� = �2 + z�1 11 0� ��1 11 0� ��z 11 0� � 0�1� = �1 + z�11 � ;s(z) = �(z + 2) + z(1 + z�1) = �1;P (z) = �2 + z�1 11 0� ��1 11 0� ��z 11 0� �1 10 1� �1 00 �1� : (8)Ï�ÈÌÅ� 2. Ïóñòü h(z) = os� + sin� z�1, g(z) = � sin� + os� z�1, ãäåsin� 6= 0. Çàïèøåì ïîëè�àçíóþ ìàòðèöóP = �os� � sin�sin� os�� :Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðà (h; g) � äîïîëíèòåëüíàÿ.Âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì Åâêëèäà:os� = sin�(tg�):Çäåñü n = 1, q1 = tg�, d = sin�. Äàëåå èìååì�g00g01� = �tg� 11 0� " 0� 1sin�# = "� 1sin�0 # ;



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, Í. À. Ñîëîâü¼âà 147s = tg�:Ïðèõîäèì ê ðàçëîæåíèþP = �tg� 11 0� �1 � sin� os�0 1 � �sin� 00 � 1sin�� :Äðóãîé âàðèàíò �àêòîðèçàöèè îñíîâàí íà áîëåå �îðìàëüíîì ïîäõîäå êàëãîðèòìó Åâêëèäà: os� = sin� os�� 1sin� + 1;sin� = 1 � (sin�);�g00g01� = �(os�� 1)= sin� 11 0� �sin� 11 0� �01� = �(os�� 1)= sin�1 � ;s = � sin�� os� os�� 1sin� = os�� 1sin� ;P = �(os�� 1)= sin� 11 0� �sin� 11 0� �1 (os�� 1)= sin�0 1 � :Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà íå èçìåíèòñÿ,åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñòîëáöû â ïåðâîì ñîìíîæèòåëå è ñòðîêè � âî âòîðîì.Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ìåæäó ñîìíîæèòåëÿìè ìîæíî âñòàâèòü ìàòðèöó�0 11 0� �0 11 0� :Ó÷èòûâàÿ äàííûé �àêò, ïîëó÷àåìP = �1 (os�� 1)= sin�0 1 � � 1 0sin� 1� �1 (os�� 1)= sin�0 1 � : (9)Ôîðìóëà (9) óêàçàíà â [1℄.5°. Íååäèíñòâåííîñòü äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì ïîëèíîìîâ Ëîðàíà ïðèâîäèò êðàçëè÷íûì âàðèàíòàì �àêòîðèçàöèè ïîëè�àçíûõ ìàòðèö. Íàõîæäåíèå íàè-áîëåå ïðîñòûõ �àêòîðèçàöèé ñòàíîâèòñÿ èñêóññòâîì.×àñòî âû÷èñëåíèÿ ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà îðãàíèçóþò òàê, ÷òîáû ïîñëåä-íèé íåíóëåâîé îñòàòîê áûë êîíñòàíòîé. Â ïðèìåðå 1 òàêîé ïðè¼ì ïîçâîëèëïîëó÷èòü ý��åêòíûå ðàçëîæåíèÿ (7) è (8). �àçëîæåíèå (7) ìîæíî íåìíîãîóñîâåðøåíñòâîâàòü, åñëè ïðèâåñòè åãî ê âèäóP (z) = �1 1 + z�10 1 � � 1 0z + 1 1� �1 �10 1� :



148 ÔÀÊÒÎ�ÈÇÀÖÈß ÏÎËÈÔÀÇÍÛÕ ÌÀÒ�ÈÖËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Daubehies I., Sweldens W. Fatoring wavelets transforms into lifting steps //J. Fourier Anal. Appl. 1998. Vol. 4. No. 3. P. 247�269.2. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ñîëîâü¼âà Í. À. Ïîëèíîìû Ëîðàíà //Ñåìèíàð ¾DHA&CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 24 îêòÿáðÿ 2009 ã.(http://dha.spb.ru/reps09.shtml#1024).



ÏÎËÈÍÎÌÛ ÁÅ�ÍÓËËÈÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ14 íîÿáðÿ 2009 ã.Â êíèãå Â. È. Êðûëîâà [1, ãëàâà 1℄ òåîðèÿ ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè ñòðîèò-ñÿ íà îñíîâå ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè. Â äîêëàäå ìû äîñòèãàåì òîé æå öåëèñ ïîìîùüþ ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïðè ýòîì âûâîäÿòñÿ âñå �îðìóëû, ñâÿ-çàííûå ñ ïîëèíîìàìè Áåðíóëëè, êîòîðûå óêàçàíû â áîëüøîé Ìàòåìàòè÷åñêîéýíöèêëîïåäèè [2, ñ. 423℄.1°. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ðåêóððåíòíîå îïðåäåëåíèå ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè:B0(x) � 1è ïðè n = 1; 2; : : : B0n(x) = nBn�1(x); (1)Z 10 Bn(x) dx = 0: (2)Â ÷àñòíîñòè, B1(x) = x� 12 ;B2(x) = x2 � x + 16 :Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè òîæäåñòâà (1) ïî îòðåçêó [0; x℄. Ïîëó÷èìBn(x) = Bn(0) + n Z x0 Bn�1(t) dt; n = 1; 2; : : : :Îòñþäà è èç (2) ñëåäóåò, ÷òîBn(1) = Bn(0); n = 2; 3; : : : : (3)Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ è ïðè n = 0. Ïðè n = 1 èìååìB1(1) = 12 ; B1(0) = �12 : (4)149



150 ÏÎËÈÍÎÌÛ ÁÅ�ÍÓËËÈ2°. Îòìåòèì ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî ñëå-äóþò èç îïðåäåëåíèÿ.ÒÅÎ�ÅÌÀ ÑËÎÆÅÍÈß À��ÓÌÅÍÒÎÂ. Ñïðàâåäëèâà �îðìóëàBn(x+ y) = nXk=0 Ckn Bk(y) xn�k; n = 0; 1; : : : : (5)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè n = 0 è n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ñäåëàåìèíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò n� 1 ê n, n > 2.Ñîãëàñíî (1) ïðè �èêñèðîâàííîì y èìååìddx Bn(x + y) = nBn�1(x + y):Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî òîæäåñòâà ïî îòðåçêó [0; x℄. Ïîëó÷èìBn(x+ y) = Bn(y) + n Z x0 Bn�1(t+ y) dt:Â ñèëó èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿZ x0 Bn�1(t+ y) dt = n�1Xk=0 Ckn�1Bk(y) xn�kn� k ;ïîýòîìó Bn(x+ y) = Bn(y) + n�1Xk=0 nn� k Ckn�1Bk(y) xn�k:Ó÷èòûâàÿ, ÷òî nn�k Ckn�1 = Ckn, ïðèõîäèì ê (5).Ïîäñòàâèì â (5) y = 0. Ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå ïîëèíîìà Áåðíóëëè ïî ñòåïå-íÿì x: Bn(x) = nXk=0 Ckn Bk(0) xn�k; n = 0; 1; : : : :Â ÷àñòíîñòè, Bn(1) = nXk=0 Ckn Bk(0):Íà îñíîâàíèè (3) ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâón�1Xk=0 Ckn Bk(0) = 0; n = 2; 3; : : : :



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 151Îíî ïîçâîëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèòü çíà÷åíèÿ B1(0); B2(0); : : :.Äàëåå, ñîãëàñíî (5)Bn(x+ 1)� Bn(x) = nXk=0 Ckn�Bk(1)�Bk(0)�xn�k:Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (3) è (4), ïîëó÷àåìBn(x+ 1)� Bn(x) = n xn�1; n = 1; 2; : : : : (6)Âìåñòå ñ òåì, ñîãëàñíî òîé æå �îðìóëå (5)Bn(x + 1) = nXk=0 Ckn Bk(x);÷òî âìåñòå ñ (6) ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþn xn�1 = n�1Xk=0 Ckn Bk(x); n = 2; 3; : : : :Ýòî ñîîòíîøåíèå, íàðÿäó ñ (1), (2), ïîçâîëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü ïî-ëèíîìû Áåðíóëëè B1(x); B2(x); : : :. Êðîìå òîãî, îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàç-ëîæåíèå ñòåïåíè x ïî ïîëèíîìàì Áåðíóëëè.3°. Íàéä¼ì ðàçëîæåíèå �óíêöèé Áåðíóëëè Bn(x) ïðè n > 2 â ðÿä Ôóðüåíà îòðåçêå [0; 1℄.ÒÅÎ�ÅÌÀ. Ïðè n > 2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîBn(x) = � 2n! 1Xs=1 os�2�sx� n�2 �(2�s)n ; x 2 [0; 1℄: (7)Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâàíî íà äâóõ ëåììàõ.ËÅÌÌÀ 1. Ïðè k = 0; 1; : : : è íàòóðàëüíûõ s ñïðàâåäëèâû �îðìóëûZ 10 B2k+1(x) sin 2�sx dx = (�1)k+1 (2k + 1)!(2�s)2k+1 ; (8)Z 10 B2k+1(x) os 2�sx dx = 0: (9)



152 ÏÎËÈÍÎÌÛ ÁÅ�ÍÓËËÈÄîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àçáåð¼ìñÿ ñíà÷àëà ñ ïîëèíîìîì B1(x) (ñëó÷àé k = 0).Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ (1) è (4), ïðè s = 1; 2; : : : ïîëó÷àåìZ 10 B1(x) sin 2�sx dx = � 12�s B1(x) os 2�sx ���10 = � 12�s ;B1(x) = usin 2�sx dx = dv ������ du = dxv = � 12�s os 2�sxZ 10 B1(x) os 2�sx dx = � 12�s Z 10 sin 2�sx dx = 0:B1(x) = uos 2�sx dx = dv ������ du = dxv = 12�s sin 2�sxÁàçà èíäóêöèè ïîñòðîåíà. Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò k � 1 ê k,k > 1. Ñîãëàñíî (3) èìååìZ 10 B2k+1(x) sin 2�sx dx = 2k + 12�s Z 10 B2k(x) os 2�sx dx; (10)B2k+1(x) = usin 2�sx dx = dv ������ du = (2k + 1)B2k(x) dxv = � 12�s os 2�sxZ 10 B2k(x) os 2�sx dx = � 2k2�s Z 10 B2k�1(x) sin 2�sx dx: (11)B2k(x) = uos 2�sx dx = dv ������ du = 2k B2k�1(x) dxv = 12�s sin 2�sxÍà îñíîâàíèè (10), (11) è èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïîëó÷àåìZ 10 B2k+1(x) sin 2�sx dx = �2k(2k + 1)(2�s)2 (�1)k (2k � 1)!(2�s)2k�1 = (�1)k+1 (2k + 1)!(2�s)2k+1 :Àíàëîãè÷íîZ 10 B2k+1(x) os 2�sx dx = �2k + 12�s Z 10 B2k(x) sin 2�sx dx;



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 153Z 10 B2k(x) sin 2�sx dx = 2k2�s Z 10 B2k�1(x) os 2�sx dx:Ñîãëàñíî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ.Çíà÷èò, Z 10 B2k+1(x) os 2�sx dx = 0:Ëåììà äîêàçàíà.ËÅÌÌÀ 2. Ïðè íàòóðàëüíûõ k è s ñïðàâåäëèâû �îðìóëûZ 10 B2k(x) os 2�sx dx = (�1)k+1 (2k)!(2�s)2k ;Z 10 B2k(x) sin 2�sx dx = 0:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (8) è (9) èìååìZ 10 B2k(x) os 2�sx dx = � 2k2�s Z 10 B2k�1(x) sin 2�sx dx == � 2k2�s (�1)k (2k � 1)!(2�s)2k�1 = (�1)k+1 (2k)!(2�s)2k ;Z 10 B2k(x) sin 2�sx dx = 2k2�s Z 10 B2k�1(x) os 2�sx dx = 0:Ëåììà äîêàçàíà.Ä îê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû ïðè n = 2k, k > 1. Çàïèøåì ðÿä Ôóðüå ïî-ëèíîìà B2k(x) íà îòðåçêå [0; 1℄:a02 + 1Xs=1(as os 2�sx+ bs sin 2�sx);ãäå as = 2 Z 10 B2k(x) os 2�sx dx; bs = 2 Z 10 B2k(x) sin 2�sx dx:Â ñèëó (2) è ëåììû 2 ðÿä Ôóðüå ïðèíèìàåò âèä(�1)k+1 (2k)!22k�1 �2k 1Xs=1 os 2�sxs2k :



154 ÏÎËÈÍÎÌÛ ÁÅ�ÍÓËËÈÝòîò ðÿä ïðè k > 1 ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì óòâåð-æäåíèåì (ñì., íàïðèìåð, [3, ñ. 68℄):åñëè ðÿä Ôóðüå íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [0; 1℄ �óíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ ðàâ�íîìåðíî, òî ñóììà ýòîãî ðÿäà ñîâïàäàåò íà [0; 1℄ ñ f(x).Ïîëó÷èì B2k(x) = (�1)k+1 (2k)!22k�1 �2k 1Xs=1 os 2�sxs2k ; x 2 [0; 1℄: (12)Ýòî ñîîòâåòñòâóåò (7) ïðè n = 2k, k > 1.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû ïðè n = 2k+1, k > 1. Ñîãëàñíî (2) è ëåììå 1ðÿä Ôóðüå ïîëèíîìà B2k+1(x) íà îòðåçêå [0; 1℄ èìååò âèä(�1)k+1 (2k + 1)!22k �2k+1 1Xs=1 sin 2�sxs2k+1 :Ïðè k > 1 îí ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Çíà÷èò,B2k+1(x) = (�1)k+1 (2k + 1)!22k �2k+1 1Xk=1 sin 2�sxs2k+1 ; x 2 [0; 1℄: (13)Ýòî ñîîòâåòñòâóåò (7) ïðè n = 2k + 1, k > 1.Òåîðåìà äîêàçàíà.Ïîëîæèì â (12) k = 1 è x = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî B2(0) = 16 , ïðèõîäèìê çíàìåíèòîé �îðìóëå �26 = 1Xs=1 1s2 :Èç (13) ïðè x = 0, x = 12 è x = 1 ñëåäóåò, ÷òîB2k+1(0) = B2k+1�12� = B2k+1(1) = 0; k > 1:4°. Ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ñâîéñòâ ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè.ÒÅÎ�ÅÌÀ ÄÎÏÎËÍÅÍÈß. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâîBn(1� x) = (�1)nBn(x); n = 0; 1; : : : : (14)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè n = 0 è n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü n > 2.Âîçüì¼ì x 2 [0; 1℄. Òîãäà è (1� x) 2 [0; 1℄. Ñîãëàñíî (7)Bn(1� x) = � 2n! 1Xs=1 os�2�sx+ n�2 �(2�s)n :



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 155Ó÷èòûâàÿ, ÷òîos�2�sx+ n�2 � = osh�2�sx� n�2 �+ n �i = (�1)n os�2�sx� n�2 �;ïðèõîäèì ê (14).�àâåíñòâî (14) óñòàíîâëåíî ïðè x 2 [0; 1℄. Íî â îáåèõ åãî ÷àñòÿõ ñòîÿòïîëèíîìû ñòåïåíè n, ïîýòîìó äàííîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ x 2 R .Òåîðåìà äîêàçàíà.ÒÅÎ�ÅÌÀ ÓÌÍÎÆÅÍÈß À��ÓÌÅÍÒÀ. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâîBn(mx) = mn�1 m�1Xk=0 Bn�x + km�; n = 0; 1; : : : : (15)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè n = 0 è n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü n > 2.Âîçüì¼ì x 2 �0; 1m�. Òîãäà �x+ km� 2 [0; 1℄ ïðè âñåõ k 2 0 : m� 1. Ñîãëàñíî (7)m�1Xk=0 Bn�x + km� = � 2n! 1Xs=1 1(2�s)k m�1Xk=0 osh2�s�x + km�� n�2 i: (16)Îòìåòèì, ÷òîm�1Xk=0 exp ih2�s�x+ km�� n�2 i = �exp i�2�sx� n�2 ��m�1Xk=0 !skm == mÆm(s)�exp i�2�sx� n�2 ��;ïîýòîìó m�1Xk=0 osh2�s�x + km�� n�2 i = mÆm(s) os�2�sx� n�2 �:Ïîäñòàâèâ ýòî â (16), ïîëó÷èìm�1Xk=0 Bn�x + km� = � 2n! 1Xl=1 m(2�lm)n os�2�l(mx)� n�2 � == 1mn�1 Bn(mx);÷òî ðàâíîñèëüíî (15).�àâåíñòâî (15) óñòàíîâëåíî ïðè x 2 �0; 1m�. Íî â îáåèõ åãî ÷àñòÿõ ñòîÿòïîëèíîìû ñòåïåíè n, ïîýòîìó äàííîå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ x 2 R .Òåîðåìà äîêàçàíà.



156 ÏÎËÈÍÎÌÛ ÁÅ�ÍÓËËÈ5°. Êàê îòìå÷åíî â [2℄, ïîëèíîìû Áåðíóëëè ïðè íàòóðàëüíûõ x âïåðâûåðàññìàòðèâàë ß. Áåðíóëëè (1713) â ñâÿçè ñ âû÷èñëåíèåì ñóììûmXk=1 kn:Ïðè ïðîèçâîëüíîì x ïîëèíîìû Áåðíóëëè èçó÷àë Ë. Ýéëåð.Íà ðèñ. èçîáðàæåíû ïîëèíîìû Áåðíóëëè Bn(x) ïðè n = 1; 2; 3; 4.

B2(x)B3(x) B1(x)
B4(x) 10 x
y

�12

12

�èñ. �ðà�èêè ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè íà îòðåçêå [0; 1℄ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Êðûëîâ Â. È. Ïðèáëèæ¼ííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ. Èçä. 2-å. Ì.: Íàóêà,1967. 500 ñ.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ. Ò. 1. Ì.: Èçä. �Ñîâåòñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ�,1977. 1151 ñ.3. Áàðè Í. Ê. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû. Ì.: Íàóêà, 1961. 936 ñ.



ÑÂÎÉÑÒÂÎ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÉ ÍÎ�ÌÛÄËß Ï�ÅÄÅËÜÍÛÕ ÑÏËÀÉÍÎÂÍ. Â. ×àøíèêîâ21 íîÿáðÿ 2009 ã.Ïóñòü m è r � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò åäèíèöû. Îáîçíà÷èì ÷å-ðåçfW r2 ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èçm-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé, ó êî-òîðûõ (r � 1)-ÿ ïðîèçâîäíàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, à r-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ñóì-ìèðóåìà ñ êâàäðàòîì íà îñíîâíîì ïåðèîäå [0; m℄. ×åðåç fWr2 îáîçíà÷èì ïðî-ñòðàíñòâî d-ìåðíûõ âåêòîð-�óíêöèé, êîîðäèíàòíûå �óíêöèè êîòîðûõ ïðè-íàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó fW r2 .Äëÿ çàäàííûõ íàáîðîâ âåêòîðîâ x(0);x(1); : : : ;x(m � 1) è y(0);y(1); : : :: : : ;y(m� 1) èç Rd ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷óF(f) := Z m0 f (r)(t)2 dt! min;f(l) = x(l); l 2 0 : m� 1;f 0(l) = y(l); l 2 0 : m� 1;f 2 fWr2: (1)Â äàííîì äîêëàäå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýòîé çà-äà÷è ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé ñïëàéí äèñêðåòíîãî àíàëîãà ýðìèòîâîé ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè (ñì. [1℄).1°. Ïðèâåä¼ì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç [1℄.Ôóíöèÿ �1(t) çàäà¼òñÿ íà îòðåçêå [0; 1℄ �îðìóëîé�1(t) = (�12 ; ïðè t = 0;12 � t; ïðè t 2 (0; 1℄;è ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü ñ ïåðèîäîì 1. Ôóíêöèè ��(t) äëÿ � == 2; 3; : : : îïðåäåëÿþòñÿ íà îòðåçêå [0; 1℄ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì��(t) = Z t0 ���1(�) d� + Z 10 � ���1(�) d�; t 2 [0; 1℄;157



158 ÑÂÎÉÑÒÂÎ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÉ ÍÎ�ÌÛ ÄËß Ï�ÅÄÅËÜÍÛÕ ÑÏËÀÉÍÎÂè òàêæå ïðîäîëæàþòñÿ íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü ñ ïåðèîäîì 1. ßñíî, ÷òîðàâåíñòâî � 0�+1(t) = ��(t) (2)ïðè � > 2 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ t, à ïðè � = 1 � äëÿ âñåõ íåöåëûõ t. Êðîìåòîãî, �óíêöèè �� óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïðè � > 2.2°. Â [1℄ áûëè ðàññìîòðåíû ñïëàéíû Sr(t) âèäàSr(t) = 0 + m�1Xp=0 1(p) �2r�1� t�pm �+ m�1Xp=0 2(p) �2r� t�pm �; (3)ãäå 0; 1(p); 2(p) 2 Rd � íåêîòîðûå êîý��èöèåíòû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíå-íî ñîîòíîøåíèå Pm�1p=0 2(p) = 0. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî íàéä¼òñÿ ñïëàéí Sr(t),óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿìSr(l) = x(l); l 2 0 : m� 1;S0r(l) = y(l); l 2 0 : m� 1: (4)ßñíî, ÷òî Sr èìååò ïåðèîä m. Ïîêàæåì, ÷òî Sr 2 fW2r�22 . Ïðèìåíÿÿ ñîîòíî-øåíèå (2), ïîëó÷èìS(2r�3)r (t) = 1m2r�3 m�1Xp=0 1(p) �2� t�pm �+ 1m2r�3 m�1Xp=0 2(p) �3� t�pm �:Òàê êàê �2 è �3 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî âåêòîð-�óíêöèÿ S(2r�3)r (t)àáñîëþòíî íåïðåðûâíà. Äàëåå,S(2r�2)r (t) = 1m2r�2 m�1Xp=0 1(p) �1� t�pm �+ 1m2r�2 m�1Xp=0 2(p) �2� t�pm �;Â ñèëó òîãî, ÷òî �óíêöèÿ �1 êóñî÷íî-ëèíåéíà, à �2 � íåïðåðûâíà, ïîëó÷èì,÷òî S(2r�2)r 2 L2�[0; m℄�. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð-�óíêöèÿ Sr äåéñòâèòåëüíîïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó fW2r�22 . Òàê êàê r > 2, òî fW2r�22 � fWr2, ïîýòî-ìó Sr 2 fWr2.3°. Äîêàæåì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ.ËÅÌÌÀ 1. Ïóñòü f; g 2 fW 12 . Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðàâèëî èíòåãðèðîâàíèÿïî ÷àñòÿì Z m0 f 0(t) g(t) dt = � Z m0 f(t) g0(t) dt: (5)



Í. Â. ×àøíèêîâ 159Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ �óíêöèè f è g èìåþò ïðîèçâîäíûåâ ïî÷òè âñåõ òî÷êàõ è f 0; g0 2 L2�[0; m℄�. Êðîìå òîãî, �óíêöèè f è g àá-ñîëþòíî íåïðåðûâíû, ïîýòîìó òàêæå ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó L2. Òàêèìîáðàçîì, ïðîèçâåäåíèÿ f 0g è f g0 ñóììèðóåìû íà [0; m℄, ïîýòîìó èíòåãðàëû âîáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (5) îïðåäåëåíû. Ñëåäîâàòåëüíî,Z m0 f 0(t) g(t) dt+ Z m0 f(t) g0(t) dt = Z m0 �f(t) g(t)�0 dt:Ôóíêöèÿ fg àáñîëþòíî íåïðåðûâíà êàê ïðîèçâåäåíèå àáñîëþòíî íåïðå-ðûâíûõ �óíêöèé (ñì. [2, ñ. 264℄). À òàê êàê àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåë¼ííûì èíòåãðàëîì ñâîåé ïðîèçâîäíîé (ñì. [2, ñ. 274℄), òîâ ñèëó m-ïåðèîäè÷íîñòè âûïîëíåíî ðàâåíñòâîZ m0 �f(t) g(t)�0 dt = f(t) g(t)���m0 = 0:ËÅÌÌÀ 2. Ïóñòü p 2 0 : m � 1 è çàäàíà �óíêöèÿ h 2 fW 12 òàêàÿ, ÷òîh(0) = h(p) = 0. ÒîãäàZ m0 �1� t�pm �h0(t) dt = 1m Z m0 h(t) dt:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì �óíêöèè �1 è �îðìóëîéèíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (ëåììà 1):Z m0 �1� t�pm �h0(t) dt = Z p0 �12 � � t�pm + 1��h0(t) dt+ Z mp �12 � t�pm �h0(t) dt == �12�h(p)� h(0)�+ 12�h(m)� h(p)�� Z m0 t�pm h0(t) dt = 1m Z m0 h(t) dt:ÒÅÎ�ÅÌÀ. Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿñïëàéí Sr(t) âèäà (3), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (4).Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f(t) � ïðîèçâîëüíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, óäîâëåòâî-ðÿþùàÿ îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (1). Ïîëîæèì h = f � Sr. ßñíî, ÷òî h 2 fWr2 èh(l) = h0(l) = 0; l 2 0 : m� 1:Ïóñòü h(t) = �h1(t); : : : ; hd(t)�, Sr(t) = ��1(t); : : : ; �d(t)�. ÈìååìF(f) = F(h+ Sr) = Z m0 �h(r)(t)2 + 2 
h(r)(t);S(r)r (t)� + S(r)r (t)2�dt =



160 ÑÂÎÉÑÒÂÎ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÉ ÍÎ�ÌÛ ÄËß Ï�ÅÄÅËÜÍÛÕ ÑÏËÀÉÍÎÂ= F(h) + F(Sr) + 2 dX�=1 Z m0 h(r)� (t) �(r)� (t) dt:Çà�èêñèðóåì � 2 1 : d. Òàê êàê �� 2 fW 2r�22 , òî ïðè r > 3 èìååì �(r)� 2 fW r�22 .Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 1 ïîëó÷èìG(h�; ��) := Z m0 h(r)� (t) �(r)� (t) dt = � Z m0 h(r�1)� (t) �(r+1)� (t) dt:Ïðîâåäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì åù¼ r � 3 ðàçà, ïðèä¼ì ê ðàâåíñòâóG(h�; ��) = (�1)r�2 Z m0 h00�(t) �(2r�2)� (t) dt;êîòîðîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ r = 2.Ôóíêöèÿ ��(t) êàê êîîðäèíàòíàÿ �óíêöèÿ ñïëàéíà Sr(t) èìååò âèä��(t) = 0 + m�1Xp=0 1(p) �2r�1� t�pm �+ m�1Xp=0 2(p) �2r� t�pm �;ãäå 0, 1(p), 2(p) � âåùåñòâåííûå êîý��èöèåíòû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå Pm�1p=0 2(p) = 0. Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (2), ïîëó÷èì�(2r�2)� (t) = 1m2r�2 m�1Xp=0 1(p) �1� t�pm �+ 1m2r�2 m�1Xp=0 2(p) �2� t�pm �:Òàêèì îáðàçîì,G(h�; ��) = (�1)rm2r�2 m�1Xp=0 1(p) Z m0 h00�(t) �1� t�pm � dt++ (�1)rm2r�2 m�1Xp=0 2(p) Z m0 h00�(t) �2� t�pm � dt:�àññìîòðèì ñëàãàåìûå ýòèõ ñóìì ïî îòäåëüíîñòè. Ñîãëàñíî ëåììå 2,Z m0 h00�(t) �1� t�pm � dt = 1m Z m0 h0�(t) dt = 1m�h�(m)� h�(0)� = 0;òî åñòü ïåðâàÿ ñóììà ðàâíà íóëþ. Äëÿ ñëàãàåìûõ âòîðîé ñóììû ïðèìåíèì�îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (ëåììà 1) è ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ëåì-ìîé 2:Z m0 h00�(t) �2� t�pm � dt = � 1m Z m0 h0�(t) �1� t�pm � dt = � 1m2 Z m0 h�(t) dt:



Í. Â. ×àøíèêîâ 161Ñëåäîâàòåëüíî, G(h�; ��) = (�1)r+1m2r m�1Xp=0 2(p) Z m0 h�(t) dt = 0:Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî Pm�1p=0 2(p) = 0.Èòàê, F(f) = F(h) + F(Sr). Çíà÷èò, F(f) > F(Sr), ïîýòîìó ñïëàéí Sr(t)ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1).Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Åñëè F(f) = F(Sr), òî F(h) = 0. Çíà-÷èò, h(r)(t) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ t 2 [0; m℄. Òîãäà âåêòîð-�óíêöèÿ h(r�1) ïîñòîÿí-íà íà [0; m℄ (ñì. [2, ñ. 266℄), à â ñèëó m-ïåðèîäè÷íîñòè � è íà âñåé âåùåñòâåí-íîé îñè. Ñëåäîâàòåëüíî, h(t) � ìíîãî÷ëåí ñ âåêòîðíûìè êîý��èöèåíòàìè. Íîåäèíñòâåííûé ïåðèîäè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí � ïîñòîÿííàÿ �óíêöèÿ, ÷òî âìåñòåñ óñëîâèåì h(0) = 0 ïðèâîäèò ê òîæäåñòâó h(t) � 0. Òàêèì îáðàçîì, èìååìf = Sr, ÷òî äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ (1).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. ×àøíèêîâ Í. Â. Ïðåäåëüíûå êðèâûå äëÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà ýðìèòîâîéèíòåðïîëÿöèè // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 19 ñåí-òÿáðÿ 2009 ã. (http://dha.spb.ru/reps09.shtml#0919)2. Íàòàíñîí È. Ï. Òåîðèÿ �óíêöèé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. 3-å èçä. ÑÏá.:Ëàíü, 1999. 560 ñ.



ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅÔÓÍÊÖÈÈ ÁÅ�ÍÓËËÈÎÒ�ÈÖÀÒÅËÜÍÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀÀ. Í. Ñàáàåâ28 íîÿáðÿ 2009 ã.1°. Ïóñòü ÆN (j) � åäèíè÷íûé N -ïåðèîäè÷åñêèé èìïóëüñ è��rÆN�(j) = rXs=0(�1)r�sCsr ÆN (j + s); j 2 Z; (1)� åãî êîíå÷íàÿ ðàçíîñòü r-ãî ïîðÿäêà, r 2 f1; 2; : : :g.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ñïðàâåäëèâà �îðìóëà��rÆN�(j) = 1N N�1Xk=1 �!kN � 1�r!kjN ; j 2 Z; (2)ãäå !N = exp(2�i=N).Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàïîìíèì [1, ñ. 28℄, ÷òîÆN(j) = 1N N�1Xk=0 !kjN :Ñîãëàñíî (1) èìååì��rÆN�(j) = 1N rXs=0(�1)r�sCsr N�1Xk=0 !k(j+s)N == 1N N�1Xk=0 !kjN rXs=0(�1)r�sCsr�!kN�s = 1N N�1Xk=0 !kjN �!kN � 1�r:Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ñëàãàåìîå ñ k = 0 ðàâíî íóëþ.162



À. Í. Ñàáàåâ 1632°. Äèñêðåòíàÿ N -ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ Áåðíóëëè ïîðÿäêà r 2 f0; 1; : : :gîïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [2℄:br(j) = 1N N�1Xk=1 �!kN � 1��r!kjN ; j 2 Z: (3)Â ÷àñòíîñòè, b0(j) = ÆN(j)� 1N :Ñðàâíåíèå �îðìóë (2) è (3) ïîçâîëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíèòü ïîíÿòèå �óíêöèéÁåðíóëëè íà ñëó÷àé îòðèöàòåëüíûõ ïîðÿäêîâb�r = �rÆN ; r 2 f1; 2; : : :g: (4)Òåïåðü �óíêöèè Áåðíóëëè îïðåäåëåíû ïðè âñåõ r 2 Z. Ïðè âñåõ öåëûõ rìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé (3).Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèåbr = � 1N N�1Xs=1 Cs+1N br�s ; r 2 Z: (5)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòìåòèì, ÷òîN�1Xs=0 Cs+1N �!kN � 1�s = 0; k 2 1 : N � 1: (6)Äåéñòâèòåëüíî, N�1Xs=0 Cs+1N �!kN � 1�s = 1!kN�1 NXs=1 CsN�!kN � 1�s == 1!kN�1h� C0N + NXs=0 CsN�!kN � 1�si = 1!kN�1�� 1 + !kNN � = 0:Óìíîæèì (6) íà (!kN � 1)�r!kjN è ïðîñóììèðóåì ïî k 2 1 : N � 1. Ïîëó÷èì0 = N�1Xk=1 N�1Xs=0 Cs+1N �!kN � 1�s�r!kjN :�àçäåëèì ýòî ðàâåíñòâî íà N è ïîìåíÿåì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ:0 = N�1Xs=0 Cs+1N n 1N N�1Xk=1 �!kN � 1��(r�s)!kjN o = N�1Xs=0 Cs+1N br�s(j):Îñòà¼òñÿ ïåðåíåñòè ñëàãàåìîå ñ s = 0 â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà è ïîäåëèòüíà �N .



164 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÁÅ�ÍÓËËÈ ÎÒ�ÈÖÀÒÅËÜÍÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀÂ ñèëó (4) �îðìóëó (5) ïðè íàòóðàëüíûõ r ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:br = � 1N 8>>><>>>: rPs=1Cs+1N br�s + N�1Ps=r+1Cs+1N �s�rÆN ; r < N � 1;N�1Ps=1 Cs+1N br�s; r > N � 1:3°. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû ñëîæåíèÿ àðãó-ìåíòîâ äëÿ ïîëèíîìîâ Áåðíóëëè [3℄.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Ïðè r 2 Z ñïðàâåäëèâà �îðìóëàbr(j + l) = lXs=0 Csl br�s(j); j 2 Z; l 2 Z+: (7)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ÈìååìlXs=0 Csl br�s(j) = lXs=0 Csl n 1N N�1Xk=1 �!kN � 1��r+s!kjN o == 1N N�1Xk=1 �!kN � 1��r!kjN lXs=0 Csl �!kN � 1�s == 1N N�1Xk=1 �!kN � 1��r!k(j+l)N = br(j + l);÷òî ñîîòâåòñòâóåò (7).Â ÷àñòíîñòè, ïðè íàòóðàëüíûõ rbr(j + r) = rXs=0 Csr br�s(j); j 2 Z:ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îñíîâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà. ×àñòü 1. ÑÏá.: ÍÈÈÌÌ ÑÏá�Ó, 2003. 100 ñ.2. Áåð Ì. �., Ìàëîç¼ìîâ Â. Í. Íàèëó÷øèå �îðìóëû äëÿ ïðèáëèæ¼ííîãî âû�÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå // Æóðíàë âû÷èñë. ìàò. èìàòåì. �èç. 1992. Ò. 32. �11. Ñ. 1709�1719.3. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í. Ïîëèíîìû Áåðíóëëè // Ñåìèíàð ¾DHA&CAGD¿. Èç-áðàííûå äîêëàäû. 14 íîÿáðÿ 2009 ã. (http://dha.spb.ru/reps09.shtml\#1114).



ÑÏËÀÉÍ-Ñ�ËÀÆÈÂÀÍÈÅÍÅ�Å�ÓËß�ÍÛÕ ÄÀÍÍÛÕÀ. Í. Ñàáàåâ28 íîÿáðÿ 2009 ã.1°. Ïóñòü m, n, r � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì m è n îòëè÷íû îò åäèíèöû.Ïîëîæèì N = mn è ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñãëàæèâàíèÿ äèñêðåòíûõ ïåðèîäè÷å-ñêèõ äàííûõ â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå:F (x) := � N�1Xj=0 ���rx(j)��2 + m�1Xl=0 ��x(ln)� z(l)��2 ! minx2CN : (1)Çäåñü � > 0��èêñèðîâàííûé ïàðàìåòð. Èçâåñòíî ([1℄, ñì. òàêæå [2, . 26�30℄),÷òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûé ïåðèîäè÷åñêèéñïëàéí ïîðÿäêà r S(j) = d+ m�1Xl=0 d(l) b2r(j + r � ln); (2)m�1Xl=0 d(l) = 0; (3)êîý��èöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ(�1)r� d(l) + S(ln) = z(l); l 2 0 : m� 1: (4)�åøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4), (3) ïîðÿäêà m+1 ìîæíî çàïèñàòüÿâíî: d = 1m m�1Xl=0 z(l);d(l) = (�1)rm m�1Xk=1 Z(k)!klm� + �r(k) ; l 2 0 : m� 1; (5)
165



166 ÑÏËÀÉÍ-Ñ�ËÀÆÈÂÀÍÈÅ ÍÅ�Å�ÓËß�ÍÛÕ ÄÀÍÍÛÕãäå Z = Fm(z) è �r(k) = 1n n�1Xq=0 �2 sin �(qm+k)N ��2r:Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (3) âõîäèò â îïðåäåëåíèå ñïëàéíà.2°. Âîçüì¼ì èíäåêñíîå ìíîæåñòâî J , ñîäåðæàùååñÿ â 0 : m� 1, è îáîáùèìçàäà÷ó (1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:F (x) := � N�1Xj=0 ���rx(j)��2 +Xl2J ��x(ln)� z(l)��2 ! minx2CN : (6)Â ÷àñòíîñòè, ïðè J = f0; 1; : : : ; m � 2g ïîëó÷àåì çàäà÷ó ñãëàæèâàþùåé ýêñ-òðàïîëÿöèè íà îäèí îòñ÷¼ò. Åñëè x� 2 C N � ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è, òî ìîæíîïðèáëèæ¼ííî ïîëîæèòü z(m� 1) = x�((m� 1)n).Îáîçíà÷èì J 0 = (0 : m� 1) n J .Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ. Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (6) ÿâëÿåòñÿ äèñ-êðåòíûé ïåðèîäè÷åñêèé ñïëàéí S(j) ïîðÿäêà r, èìåþùèé âèä (2), (3), êîý�-�èöèåíòû êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì(�1)r� d(l) + S(ln) = z(l); l 2 J ; (7)d(l) = 0; l 2 J 0: (8)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è â ñëó÷àå ðåãóëÿð-íûõ äàííûõ. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî ó ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (7), (8),(3) îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ ñïëàéíà d; d(0); d(1); : : : ; d(m � 1) ðåøåíèåñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî îäíîðîäíàÿñèñòåìà (�1)r� d(l) + S(ln) = 0; l 2 J ;d(l) = 0; l 2 J 0;Xl2J d(l) = 0 (9)èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.Âîçüì¼ì ëþáîå ðåøåíèå d0; d0(0); d0(1); : : : ; d0(m � 1) ýòîé ñèñòåìû. Ñîîò-âåòñòâóþùèé ñïëàéí îáîçíà÷èì S0(j). Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ñâîéñòâîìäèñêðåòíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ñïëàéíà [2, . 20℄N�1Xj=0 ���rS0(j)��2 = (�1)r m�1Xl=0 d0(l)S0(ln):



À. Í. Ñàáàåâ 167Ïîëó÷èì 0 6 N�1Xj=0 ���rS0(j)��2 = (�1)rXl2J d0(l)S0(ln) == ��Xl2J ��d0(l)��2 6 0:Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî d0(l) = 0 ïðè âñåõ l 2 J , òàê ÷òî S0(j) � d0. Êîý��èöè-åíò d0 òàêæå ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó S0(ln) = 0 ïðè l 2 J .Óñòàíîâëåíî, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (9) èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.Ýòî ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7), (8),(3). Ñîîòâåòñòâóþùèé ñïëàéí îáîçíà÷èì S�(j). Ïîêàæåì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿåäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (6).Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿf(x) = N�1Xj=0 ���rx(j)��2; g(x) =Xl2J ��x(ln)� z(l)��2:Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé ñèãíàë H(j) èç C N è çàïèøåìF (S� +H) = � f(S� +H) + g(S� +H) = ��f(S�) + f(H)++2ReN�1Xj=0 �rS�(j)�rH(j)�+ g(S�) +Xl2J ��H(ln)��2++2ReXl2J �S�(ln)� z(l)�H(ln):Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òîN�1Xj=0 �rS�(j)�rH(j) = (�1)r m�1Xl=0 d�(l)H(ln):Ïîëó÷èì F (S� +H) = F (S�) + � f(H) +Xl2J ��H(ln)��2++2RenXl2J �(�1)r� d�(l) + S�(ln)� z(l)℄H(ln) + (�1)r�Xl2J 0 d�(l)H(ln)o:Â ñèëó (7) è (8) F (S� +H) = F (S�) + � f(H) +Xl2J ��H(ln)��2: (10)



168 ÑÏËÀÉÍ-Ñ�ËÀÆÈÂÀÍÈÅ ÍÅ�Å�ÓËß�ÍÛÕ ÄÀÍÍÛÕÎòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òîF (S� +H) > F (S�) 8 H 2 C N :Îïòèìàëüíîñòü S� óñòàíîâëåíà. Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ.Äîïóñòèì, ÷òî F (S� + H) = F (S�) ïðè íåêîòîðîì H 2 C N . Òîãäà ñîãëàñ-íî (10) N�1Xj=0 ���rH(j)��2 = 0 è Xl2J ��H(ln)��2 = 0:Ïåðâîå ðàâåíñòâî ãàðàíòèðóåò, ÷òî H(j) � onst (ñì. [2, ñ. 7℄), âòîðîå ïðèâîäèòê òîæäåñòâó H(j) � 0.Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (6) ñãëàæèâàíèÿ íåðåãóëÿðíûõ äàííûõ fz(l)gl2Jñâåäåíà ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé(�1)r� d(l) + S(ln) = z(l); l 2 J ;d(l) = 0; l 2 J 0;Xl2J d(l) = 0; (11)ïðè÷¼ì èçâåñòíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå è îíî åäèíñòâåííî.3°. Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (11) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç z0(l) == S�(ln), l 2 J 0. Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì äâà m-ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëàz0(l) = (z(l) ïðè l 2 J ;0 ïðè l 2 J 0; z00(l) = (0 ïðè l 2 J ;z0(l) ïðè l 2 J 0.Êîý��èöèåíòû d�; d�(0); d�(1); : : : ; d�(m � 1) ñïëàéíà S�(j) óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèÿì (�1)r� d�(l) + S�(ln) = z0(l) + z00(l); l 2 0 : m� 1;m�1Xl=0 d�(l) = 0:Êàê îòìå÷àëîñü â ï. 1°, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîd� = 1m�Xl2J z(l) +Xl2J 0 z0(l)�; (12)d�(l) = (�1)rm m�1Xk=1 Z0(k) + Z 00(k)� + �r(k) !klm ; l 2 0 : m� 1; (13)



À. Í. Ñàáàåâ 169ãäå Z0 = Fm(z0), Z 00 = Fm(z00). Òðåáóåìûå �îðìóëû ïîëó÷åíû.Âûâåäåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ z0(l), l 2 J 0. Óñëîâèå d�(l) = 0ïðè l 2 J 0 â ñèëó (13) ïðèíèìàåò âèäm�1Xk=1 Z 00(k)!klm� + �r(k) = �m�1Xk=1 Z0(k)!klm� + �r(k) ; l 2 J 0: (14)Èìååì Z 00(k) = m�1Xs=0 z00(s)!�ksm =Xs2J 0 z0(s)!�ksm ;ïîýòîìó m�1Xk=1 Z 00(k)!klm� + �r(k) =Xs2J 0 z0(s)m�1Xk=1 !k(l�s)m� + �r(k) :Îáîçíà÷èì �(l) = m�1Xk=1 !klm� + �r(k) ; w(l) = �m�1Xk=1 Z0(k)!klm� + �r(k) :Òîãäà (14) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:Xs2J 0 z0(s) �(l� s) = w(l) ; l 2 J 0: (15)Ýòî è åñòü òðåáóåìàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî z0(s), s 2 J 0.Ïîñëå å¼ ðåøåíèÿ êîý��èöèåíòû ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà S�(j) âû÷èñëÿþòñÿïî �îðìóëàì (12), (13).Îòìåòèì, ÷òî ïðè jJ 0j < jJ j ïîðÿäîê ñèñòåìû (15) ìåíüøå, ÷åì ïîðÿäîêñèñòåìû (11).4°. Îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å ñãëàæèâàþùåé ýêñòðàïîëÿöèè íà îäèí îòñ÷¼ò, êî-ãäà J = 0 : m� 2, J 0 = fm� 1g. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (15) ïðèìåò âèäz0(m� 1) �(0) = w(m� 1);ãäå �(0) = m�1Xk=1 1� + �r(k) ; w(m� 1) = �m�1Xk=1 Z0(k)!�km� + �r(k) ;Z0 = Fm(z0) è z0(l) = (z(l) ïðè l 2 0 : m� 2;0 ïðè l = m� 1.



170 ÑÏËÀÉÍ-Ñ�ËÀÆÈÂÀÍÈÅ ÍÅ�Å�ÓËß�ÍÛÕ ÄÀÍÍÛÕÂåëè÷èíà z0(m� 1) = w(m� 1)�(0)åñòü ïðåäñêàçûâàåìîå çíà÷åíèå èñõîäíûõ äàííûõ fzlgm�2l=0 íà èíäåêñå l = m�1.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á. Äèñêðåòíûå ïåðèîäè÷åñêèå ñïëàéíû è èõâû÷èñëèòåëüíûå ïðèìåíåíèÿ // Æóðí. âû÷èñë. ìàò. è ìàòåì. �èç. 1998.Ò. 38. �8. Ñ. 1235�1246.2. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îñíîâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà. ×àñòü òðåòüÿ. ÑÏá.: ÍÈÈÌÌ ÑÏá�Ó, 2003. 88 ñ.



Ï�ÅÄÅË ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉÊÓÍÑÀÍ. Â. ×àøíèêîâ5 äåêàáðÿ 2009 ã.Â [1℄ áûëî ïîêàçàíî, êàê ñòðîèòü äèñêðåòíóþ ïîâåðõíîñòü Êóíñà, íàòÿ-íóòóþ íà ñåòü èç îñòîâíûõ êðèâûõ. Îñòîâíûå êðèâûå ïðè ýòîì çàäàâàëèñüâåêòîð-�óíêöèÿìè öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé,êîãäà ñåòü êðèâûõ çàäà¼òñÿ âåêòîð-�óíêöèÿìè íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà, àîñòîâíûå êðèâûå äëÿ ïîâåðõíîñòè Êóíñà îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè äèñêðå-òèçàöèè. Öåëüþ äàííîãî äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïðåäåëà äèñêðåòíûõïîâåðõíîñòåé Êóíñà ïðè øàãå äèñêðåòèçàöèè, ñòðåìÿùåìñÿ ê íóëþ, è óñòà-íîâëåíèå ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîé íîðìû äëÿ ïðåäåëüíîé ïîâåðõíîñòè.1°. Ïóñòü m1, m2 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò åäèíèöû, è çàäàí íà-áîð íåïðåðûâíûõ m2-ïåðèîäè÷åñêèõ d-ìåðíûõ âåêòîð-�óíêöèé f0; f1; : : : ; fm1�1è íàáîð íåïðåðûâíûõ m1-ïåðèîäè÷åñêèõ d-ìåðíûõ âåêòîð-�óíêöèé g0; g1; : : :: : : ; gm2�1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâàfi(j) = gj(i); i 2 0 : m1 � 1; j 2 0 : m2 � 1: (1)Äëÿ íàòóðàëüíûõ n1 è n2, îòëè÷íûõ îò åäèíèöû, ïðîâåä¼ì äèñêðåòèçàöèþâåêòîð-�óíêöèé fi, gj:fi;n2(v) := fi� vn2 �; i 2 0 : m1 � 1; v 2 Z;gj;n1(u) :=gj� un1 �; j 2 0 : m2 � 1; u 2 Z:Èç (1) ñëåäóåò, ÷òîfi;n2(jn2) = gj;n1(in1); i 2 0 : m1 � 1; j 2 0 : m2 � 1: (2)Ïîëîæèì N1 = m1n1, N2 = m2n2. ßñíî, ÷òî âåêòîð-�óíêöèè fi;n2 ïåðèîäè-÷åñêèå ñ ïåðèîäîì N2, à âåêòîð-�óíêöèè gj;n1 ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì N2.Íàïîìíèì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíîé ïîâåðõíîñòè Êóíñà ïî ýòèì �óíêöè-ÿì, ïðèâåä¼ííûé â [1℄. 171



172 Ï�ÅÄÅË ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ ÊÓÍÑÀÏóñòü r1, r2 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îïðåäåëèì Hu0;n1 êàê äèñêðåòíûé N1-ïå-ðèîäè÷åñêèé ñïëàéí ïîðÿäêà r1, óäîâëåòâîðÿþùèé èíòåðïîëÿöèîííûì óñëî-âèÿì Hu0;n1(kn1) = Æm1(k); k 2 0 : m1 � 1;à Hv0;n2 � êàê äèñêðåòíûé N2-ïåðèîäè÷åñêèé ñïëàéí ïîðÿäêà r2, óäîâëåòâîðÿ-þùèé èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿìHv0;n2(kn2) = Æm2(k); k 2 0 : m2 � 1:Ñìåøèâàþùèå �óíêöèè îïðåäåëèì �îðìóëàìèHui;n1(u) = Hu0;n1(u� in1); i 2 0 : m1 � 1; u 2 Z;Hvj;n2(v) = Hv0;n2(v � jn2); j 2 0 : m2 � 1; v 2 Z:Âñå �óíêöèè Hui;n1 ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûìè ïåðèîäè÷åñêèìè ñïëàéíàìè ïîðÿä-êà r1, à âñå �óíêöèè Hvj;n2 � äèñêðåòíûìè ïåðèîäè÷åñêèìè ñïëàéíàìè ïîðÿä-êà r2.Äèñêðåòíàÿ ïîâåðõíîñòü Êóíñà îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîén1;n2(u; v) = m1�1Xi=0 Hui;n1(u) fi;n2(v) + m2�1Xj=0 Hvj;n2(v) gj;n1(u)�� m1�1Xi=0 m2�1Xj=0 Hui;n1(u)Hvj;n2(v) gj;n1(in1): (3)Òàê êàê äëÿ îñòîâíûõ �óíêöèé âûïîëíåíî óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ (2), òîâåêòîð-�óíêöèÿ n1;n2(u; v) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿìn1;n2(u; jn2) = gj(u); j 2 0 : m2 � 1; u 2 Z;n1;n2(in1; v) = fi(v); i 2 0 : m1 � 1; v 2 Z: (4)Ïóñòü �èêñèðîâàíû ÷èñëà m1, m2, r1, r2 è îñòîâíûå âåêòîð-�óíêöèè fi,gj. Äëÿ êàæäîé ïàðû íàòóðàëüíûõ n1 è n2, îòëè÷íûõ îò åäèíèöû, çíà÷åíèÿâåêòîð-�óíêöèè n1;n2(u; v) îáðàçóþò ìíîæåñòâî èç N1N2 òî÷åê â ïðîñòðàí-ñòâå Rd . Ïîêàæåì, êàê íàéòè ïðåäåë ýòîãî ìíîæåñòâà ïðè íåîãðàíè÷åííîìâîçðàñòàíèè n1 è n2.2°. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäåëüíûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ äèñêðåòíûõ ïåðèîäè-÷åñêèõ ñïëàéíîâ, ïîëó÷åííûì â [2℄. Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îòëè÷-íîå îò åäèíèöû. Îïðåäåëèì ïåðèîäè÷åñêèé B-ñïëàéí ïåðâîãî ïîðÿäêà êàê



Í. Â. ×àøíèêîâ 173m-ïåðèîäè÷åñêóþ âåùåñòâåííóþ �óíêöèþ, êîòîðàÿ íà îñíîâíîì ïåðèîäå çà-äà¼òñÿ �îðìóëîé Pm;1(t) = 8><>:1� t; ïðè t 2 [0; 1);0; ïðè t 2 [1; m� 1℄;t�m + 1; ïðè t 2 (m� 1; m℄: (5)Ïåðèîäè÷åñêèå B-ñïëàéíû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ îïðåäåëèì ïðè ïîìîùèñâ¼ðòêè Pm;�(t) = Z m0 Pm;��1(s)Pm;1(t� s) ds; � = 2; 3; : : : : (6)Â [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äèñêðåòíûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ ïîðÿäêà rñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé ñïëàéí, ïðåäñòàâèìûé â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèèñäâèãîâ B-ñïëàéíîâ Pm;r . Çíà÷èò, íàéä¼òñÿ ñïëàéíS1(t) = m1�1Xl=0 1;l Pm1;r1(t� l);òàêîé, ÷òî ���Hu0;n1(u)� S1� un1 ���� ����!n1!1 0 ðàâíîìåðíî ïî u: (7)Àíàëîãè÷íî, íàéä¼òñÿ ñïëàéíS2(t) = m2�1Xl=0 2;l Pm2;r2(t� l);òàêîé, ÷òî ���Hv0;n2(v)� S2� vn2 ���� ����!n2!1 0 ðàâíîìåðíî ïî v:Â [2℄ äîêàçàíî, ÷òî Pm;r 2 C2r�2. Ïîýòîìó S1 2 C2r1�2, S2 2 C2r2�2.ËÅÌÌÀ. Ñïðàâåäëèâû ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿHu0;n1�bxn1� ����!n1!1 S1(x) ðàâíîìåðíî ïî x 2 R;Hv0;n2�byn2� ����!n2!1 S2(y) ðàâíîìåðíî ïî y 2 R:



174 Ï�ÅÄÅË ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ ÊÓÍÑÀÄîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ïåðâîå ñîîòíîøåíèå. Òàê êàê �óíêöèÿ S1íåïðåðûâíà, òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ëþáîì îòðåçêå. Èç ïåðèîäè÷-íîñòè ñëåäóåò, ÷òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè.Äëÿ x 2 R ïîëîæèì u = bxn1. ÈìååìHu0;n1�bxn1�� S1(x) 6 Hu0;n1(u)� S1� un1 � + S1� un1 �� S1(x):Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî ïî u â ñèëó (7).Âòîðîå ñëàãàåìîå òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî ïî x â ñèëó òîãî, ÷òî S1ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî��� un1 � x��� = ����bxn1 � xn1n1 ���� 6 1n1 :Âòîðîå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.Îïðåäåëèì âåêòîð-�óíêöèþ  : R2 ! Rd �îðìóëîé(x; y) :=m1�1Xi=0 S1(x� i) fi(y) + m2�1Xj=0 S2(y � j) gj(x)��m1�1Xi=0 m2�1Xj=0 S1(x� i)S2(y � j) gj(i): (8)ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèån1;n2�bxn1; byn2� �����!n1;n2!1 (x; y) ðàâíîìåðíî ïî x; y 2 R:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî �îðìóëå (3) èìååìn1;n2�bxn1; byn2� = m1�1Xi=0 Hui;n1�bxn1� fi;n2�byn2�++ m2�1Xj=0 Hvj;n2�byn2�gj;n1�bxn1��� m1�1Xi=0 m2�1Xj=0 Hui;n1�bxn1�Hvj;n2�byn2� gj;n1(in1): (9)
�àññìîòðèì ñëàãàåìûå âûðàæåíèÿ (9) ïî îòäåëüíîñòè. Èñïîëüçóÿ ëåììó, ïî-ëó÷àåì Hui;n1�bxn1� = Hu0;n1�b(x� i)n1� ����!n1!1 S1(x� i);



Í. Â. ×àøíèêîâ 175Hvj;n2�byn2� = Hv0;n2�b(y � j)n2� ����!n2!1 S2(y � j):Âåêòîð-�óíêöèè fi íåïðåðûâíû è ïåðèîäè÷íû, ïîýòîìó îíè ðàâíîìåðíîíåïðåðûâíû íà R. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî����byn2n2 � y���� < 1n2 :Ñëåäîâàòåëüíî,fi� byn2n2 �� fi(y) ����!n2!1 0 ðàâíîìåðíî ïî y:Çíà÷èò, èìååò ìåñòî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèåfi;n2�byn2� = fi� byn2n2 � ����!n2!1 fi(y) ðàâíîìåðíî ïî y:Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òîgj;n1�bxn1� ����!n1!1 gj(x) ðàâíîìåðíî ïî x:Çàìåòèì, ÷òî gj;n1(in1) = gj(i). Òàêèì îáðàçîì, âñå ñëàãàåìûå âûðàæå-íèÿ (9) ñõîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñëàãàåìûì ïðàâîé ÷àñòè (8).Òåîðåìà äîêàçàíà.Ï�ÈÌÅ�. Ïóñòü m1 = 2, m2 = 3, r1 = r2 = 2. Â êà÷åñòâå îñòîâíûõ êðèâûõâîçüì¼ì êðèâûå, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü â [4℄ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòèâ âèäå çàâÿçàííîé â óçåë òðóáêè. Íà ðèñ. 1 ñèíèì öâåòîì èçîáðàæåíû êðè-âûå f0 è f1, çåë¼íûì öâåòîì � êðèâûå g0, g1 è g2, à êðóæêàìè âûäåëåíûòî÷êè ïåðåñå÷åíèé. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà äèñêðåòíàÿ ïîâåðõíîñòü Êóíñà äëÿçíà÷åíèé n1 = 4 è n2 = 25, à íà ðèñ. 3 � äëÿ çíà÷åíèé n1 = 6, n2 = 50, ïðèýòîì ñèíèì öâåòîì âûäåëåíû îñòîâíûå êðèâûå fi;n2, à çåë¼íûì � êðèâûå gj;n1.Ïðåäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4.3°. Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ïîâåðíîñòü (8) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåìîáîáù¼ííîé ïîâåðõíîñòè Êóíñà. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îáîáù¼ííîé ïîâåðõ-íîñòè Êóíñà, ïðèâåä¼ííîå â [3℄.Ïóñòü Du � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, Tu � íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî,ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå �óíêöèè íàä Du. Êðîìå òîãî,ïóñòü çàäàí íàáîð ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ Lu1 ; : : : ; Lum : Tu ! R è íàáîð �óíê-öèé Hu1 ; : : : ; Hum 2 Tu, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿìLui (Huj ) = Æij; i; j 2 1 : m: (10)
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�èñ. 1. Îñòîâíûå êðèâûå �èñ. 2. Äèñêðåòíàÿ ïîâåðõíîñòü ïðèn1 = 4 è n2 = 25

�èñ. 3. Äèñêðåòíàÿ ïîâåðõíîñòü ïðèn1 = 6 è n2 = 50 �èñ. 4. Ïðåäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòüÀíàëîãè÷íî, ïóñòü çàäàíî íåïóñòîå ìíîæåñòâî Dv, ëèíåéíîå ïðîñòðàí-ñòâî Tv, ñîñòîÿùåå èç âåùåñòâåííûõ �óíêöèé íàä Dv, íàáîð ëèíåéíûõ �óíê-öèîíàëîâ Lv1; : : : ; Lvn : Tv ! R è íàáîð �óíêöèé Hv1 ; : : : ; Hvn 2 Tv, óäîâëåòâîðÿ-þùèõ ñîîòíîøåíèÿì Lvi (Hvj ) = Æij; i; j 2 1 : n: (11)Ôóíêöèè Hui , Hvj íàçûâàþòñÿ ñìåøèâàþùèìè �óíêöèÿìè.Îïðåäåëèì ìíîæåñòâà âåêòîð-�óíêöèé, êîîðäèíàòíûå �óíêöèè êîòîðûõ



Í. Â. ×àøíèêîâ 177ïðèíàäëåæàò Tu è Tv :Tu = ng : Du ! Rd ��g(u) = �g1(u); : : : ; gd(u)�; gk 2 Tuo;Tv = nf : Dv ! Rd �� f(v) = �f 1(v); : : : ; f d(v)�; fk 2 Tvo:Ââåä¼ì ëèíåéíûå îïåðàòîðûLui (g) = �Lui (g1); : : : ; Lui (gd)� äëÿ g(u) = �g1(u); : : : ; gd(u)� 2 Tu; i 2 1 : m;Lvj (f) = �Lvj (f 1); : : : ; Lvj (f d)� äëÿ f(u) = �f 1(u); : : : ; f d(u)� 2 Tv; j 2 1 : n:Ïóñòü çàäàíû íàáîðû îñòîâíûõ âåêòîð-�óíêöèéf1; : : : ; fm 2 Tv; g1; : : : ; gn 2 Tu;óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿLui (gj) = Lvj (fi); i 2 1 : m; j 2 1 : n: (12)Îïðåäåëèì âåêòîð-�óíêöèþ a : Du �Dv ! Rd :a(u; v) = mXi=1 Hui (u) fi(v) + nXj=1 Hvj (v) gj(u)� mXi=1 nXj=1 Hui (u)Hvj (v)Lui (gj): (13)Ïîâåðõíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ âåêòîð-�óíêöèåé a(u; v), íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííîéïîâåðõíîñòüþ Êóíñà. Â [3℄ äîêàçàíî, ÷òî âåêòîð-�óíêöèÿ a(u; v) óäîâëåòâî-ðÿåò óñëîâèÿì Lui (a(�; v)) = fi(v); i 2 1 : m; v 2 Dv;Lvj (a(u; �)) = gj(u); j 2 1 : n; u 2 Du: (14)Ïóñòü Du = Dv = R, Tu � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ m1-ïåðèîäè÷åñêèõ�óíêöèé, Tv � ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ m2-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé. Ïîëî-æèì Lui (g) = g(i); i 2 0 : m1 � 1;Lvj (f) = f(j); j 2 0 : m2 � 1:Â êà÷åñòâå ñìåøèâàþùèõ �óíêöèé âîçüì¼ì ñäâèãè ñïëàéíîâ S1 è S2:Hui (u) = S1(u� i); i 2 0 : m1 � 1; u 2 R;



178 Ï�ÅÄÅË ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ ÊÓÍÑÀHvj (v) = S2(v � j); j 2 0 : m2 � 1; v 2 R:Óñëîâèÿ (10) è (11) â ýòîì ñëó÷àå ñâîäÿòñÿ ê ðàâåíñòâàìS1(i� j) = Æij; i; j 2 0 : m1 � 1;S2(i� j) = Æij; i; j 2 0 : m2 � 1;êîòîðûå, î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ. Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (12) ñîâïàäàþò ñðàâåíñòâàìè (1), à �îðìóëà îáîáù¼ííîé ïîâåðõíîñòè Êóíñà (13) ïðèíèìà-åò âèä (8). Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáù¼ííîé ïîâåðõíîñòè Êóíñà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëè-âû ðàâåíñòâà (14), êîòîðûå â äàííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå èìåþò âèä(i; v) = fi(v); i 2 0 : m1 � 1; v 2 R;(u; j) = gj(u); j 2 0 : m2 � 1; u 2 R:Çíà÷èò, ïðåäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Êóíñà ïðîõîäèò ÷åðåç âñå êðèâûå fi, gj.4°. Ïîêàæåì, ÷òî òåîðåìà îá ýêñòðåìàëüíîì ñâîéñòâå îáîù¼ííîé ïîâåðõ-íîñòè Êóíñà, äîêàçàííàÿ â [5℄, ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ ïðåäåëüíîé ïîâåðõ-íîñòè.Ïóñòü ïîðÿäêè r1 è r2 îòëè÷íû îò åäèíèöû è îñòîâíûå âåêòîð-�óíêöèèäîñòàòî÷íî ãëàäêèå: fi 2 Cr2; i 2 0 : m1 � 1;gj 2 Cr1; j 2 0 : m2 � 1:�àññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷óZ m10 Z m20  �r1+r2�xr1 �yr2 a(x; y)2dy dx! inf;a(i; y) = fi(y); i 2 0 : m1 � 1; y 2 R;a(x; j) = gj(x); j 2 0 : m2 � 1; x 2 R;�r1+r2�xr1 �yr2 a = �r1+r2�yr2 �xr1 a 2 C(R2);a(x +m1; y) � a(x; y +m2) � a(x; y): (15)
ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïðåäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Êóíñà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðå�øåíèåì çàäà÷è (15).



Í. Â. ×àøíèêîâ 179Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàííîé â [5℄ òåîðåìîé îá ýêñòðå-ìàëüíîì ñâîéñòâå ïîâåðõíîñòè Êóíñà. ÏîëîæèìIu(g) = Z m10 g(x) dx; Iv(f) = Z m20 f(y) dy:Ïóñòü Eu � ìíîæåñòâî m1-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé êëàññà Cr1, Ev � ìíîæå-ñòâî m2-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé êëàññà Cr2 . Îïðåäåëèì îïåðàòîðû Au è Av�îðìóëàìè Au(g) = �r1g�xr1 ; Av(f) = �r2f�yr2 :Îñíîâíîå óñëîâèå â òåîðåìå ñâÿçàíî ñ ýêñòðåìàëüíûìè çàäà÷àìè äëÿ �óíê-öèé îäíîé ïåðåìåííîé, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâàõ Du è Dv. Â äàííîì ñëó÷àå,ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ �óíêöèè, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå Du, âûãëÿäèòñëåäóþùèì îáðàçîì: Z m10 �g(r1)(x)�2dx! inf;g(i) = xi; i 2 0 : m1 � 1;g 2 Cr1(R): (16)Ñîãëàñíî ñâîéñòâó ìèíèìàëüíîé íîðìû äëÿ ïðåäåëüíûõ ñïëàéíîâ (ñì. [2℄),åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (16) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé ñïëàéí, êîòîðûéìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäåg�(u) = mXi=1 Hui (u) xi:Ýòî â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò òðåáóåìîìó óñëîâèþ òåîðåìû. Àíàëîãè÷íûì îá-ðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå, ñâÿçàííîå ñ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷åé äëÿ �óíêöèè,çàäàííîé íà ìíîæåñòâå Dv.Ïóñòü Tuv � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, èìåþùèõ ïåðèîä m1 ïîïåðâîìó àðãóìåíòó è ïåðèîä m2 � ïî âòîðîìó. ÏîëîæèìEuv = ne 2 Tuv �� �r1+r2�xr1 �yr2 a = �r1+r2�yr2 �xr1 a 2 C(R2)o:Òàê æå, êàê â [5℄, îáîçíà÷èì ÷åðåç Euv ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-�óíêöèé, êîîðäè-íàòíûå �óíêöèè êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Euv. ßñíî, ÷òî ïðåäåëü-íàÿ ïîâåðõíîñòü Êóíñà, ïîñòðîåííàÿ ïî �îðìóëå (8), ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-ñòâó Euv. Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå Au;� = �r1�xr1 , A�;v = �r2�yr2 , òî ïî ïîñòðîåíèþïðîñòðàíñòâà Euv âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîAu;�A�;v e = A�;v Au;� e; e 2 Euv:



180 Ï�ÅÄÅË ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ ÊÓÍÑÀÂñå îñòàâøèåñÿ óñëîâèÿ, òðåáóåìûå â òåîðåìå îá ýêñòðåìàëüíîì ñâîéñòâå îáîá-ù¼ííîé ïîâåðõíîñòè Êóíñà, ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñâîéñòâàìè èíòåãðàëîâè ïðîèçâîäíûõ �óíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó, çàêëþ÷àåì,÷òî ïîâåðõíîñòü Êóíñà, ïîñòðîåííàÿ ïî �îðìóëå (8), ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûìðåøåíèåì çàäà÷è (15).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. ×àøíèêîâ Í. Â. Ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî äèñêðåòíûõ ïîâåðõíîñòåé Êóí�ñà // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 14 ìàðòà 2009 ã.(http://dha.spb.ru/reps09.shtml#0314).2. ×àøíèêîâ Í. Â. Ïðåäåëüíûå êðèâûå äëÿ äèñêðåòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñïëàé�íîâ // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 27 èþíÿ 2009 ã.(http://dha.spb.ru/reps09.shtml#0627).3. ×àøíèêîâ Í. Â. Îáîáù¼ííûå è ñîñòàâíûå ïîâåðõíîñòè Êóíñà // Ñåìèíàð¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 15 ìàðòà 2008 ã.(http://dha.spb.ru/reps08.shtml#0315).4. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Õîðîõîíîâ Ä. À., ×àøíèêîâ Í. Â. Äèñêðåòíûå ïåðèîäè�÷åñêèå ñïëàéíû ñ âåêòîðíûìè êîý��èöèåíòàìè è ãåîìåòðè÷åñêîå ìîäå�ëèðîâàíèå // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 4 ñåíòÿáðÿ2007 ã. (http://dha.spb.ru/reps07.shtml#0904).5. ×àøíèêîâ Í. Â. Ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé Êóíñà // Ñåìèíàð¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 14 ìàðòà 2009 ã.(http://dha.spb.ru/reps09.shtml#0314).



ÑÈÑÒÅÌÛ ÌÅ�ÑÅÄÅÑ-ÁÅÍÖÊÀÊ Î�ÁÈÒÛ ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÕ ��ÓÏÏÌ. Í. Èñòîìèíà À. Á. Ïåâíûé12 äåêàáðÿ 2009 ã.Äàííûé äîêëàä íåïîñðåäñòâåííî ïðèìûêàåò ê äîêëàäó [1℄.1°. Íàïîìíèì [2, 3℄, ÷òî íàáîð åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ f'1; : : : ; 'n+1g èç Rníàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Ìåðñåäåñ-Áåíö, åñëèh'i; 'ji = � 1n ïðè i 6= j. (1)Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî n+1Xi=1 'i = O : (2)Äåéñòâèòåëüíî, n+1Xi=1 'i2 = D n+1Xi=1 'i; n+1Xj=1 'jE = n+1Xi=1 'i2 +Xi 6=j h'i; 'ji == n+ 1 + n�n+ 1��� 1n� = 0:Ñèñòåìà Ìåðñåäåñ-Áåíö ÿâëÿåòñÿ æ¼ñòêèì �ðåéìîì, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãîâåêòîðà x 2 Rn ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèåx = nn+1 n+1Xi=1 hx; 'ii'i : (3)Êàæäàÿ ñèñòåìà Ìåðñåäåñ-Áåíö ïîëó÷àåòñÿ èç êàíîíè÷åñêîãî �ðåéìàÌåðñåäåñ-Áåíö fbn1 ; : : : ; bnn+1g ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Äëÿêàíîíè÷åñêîãî �ðåéìà â [1℄ óñòàíîâëåíî öèêëè÷åñêîå ñâîéñòâî. Ìû ïîêàæåì,÷òî àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò âñå ñèñòåìû Ìåðñåäåñ-Áåíö.ÒÅÎ�ÅÌÀ. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû Ìåðñåäåñ-Áåíö f'1; : : : ; 'n+1g â Rn íàé-ä¼òñÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà P ïîðÿäêà n, òàêàÿ, ÷òî181



182 ÑÈÑÒÅÌÛ ÌÅ�ÑÅÄÅÑ-ÁÅÍÖ ÊÀÊ Î�ÁÈÒÛ ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÕ ��ÓÏÏ1) P'i = 'i+1, i 2 1 : n; P'n+1 = '1;2) P n+1 = I, ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà n-ãî ïîðÿäêà;3) åäèíèöà íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ìàòðèöû P .Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñâîéñòâà 1) è 2) âûâîäÿòñÿ òàê æå, êàê â [1℄.1) Â ñèëó (1) ñèñòåìû åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ f'1; : : : ; 'ng è f 1; : : : ;  ng, ãäå i = 'i+1, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþh'i; 'ji = h i;  ji ïðè âñåõ i; j 2 1 : n.Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî â [3, Ïðèëîæåíèå℄, ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿìàòðèöà P , òàêàÿ, ÷òî  i = P'i; i 2 1 : n:Ýòî çíà÷èò, ÷òî 'i+1 = P'i; i 2 1 : n: (4)Äàëåå, ñîãëàñíî (2), 'n+1 = �('1 + � � � + 'n). Ó÷èòûâàÿ (4), ïðèõîäèì êðàâåíñòâó P'n+1 = ��'2 + � � �+ 'n+1� = '1 :2) Èìååì 'k = P k�1'1 ïðè k 2 1 : n+ 1. Ïðè òåõ æå kP n+1'k = P k�P n+1�k'k� = P k�P n'1� = P k'n+1 == P k�1'1 = 'k:Íà îñíîâàíèè (3) ïîëó÷àåìP n+1x = x 8 x 2 Rn :Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P n+1 = I.3) Äîïóñòèì, âîïðåêè óòâåðæäåíèþ, ÷òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð x0,òàêîé, ÷òî Px0 = x0. Ââåä¼ì ìàòðèöóQ = I + P + P 2 + � � �+ P n:Èìååì Qx0 = (n+ 1) x0 6= O : (5)Âìåñòå ñ òåì, ñîãëàñíî 2), QP = Q. Çíà÷èò, è QP k�1 = Q ïðè k 2 1 : n+1.Â ñèëó 1) è (2) ïðè òåõ æå kQ'k = QP k�1'1 = Q'1 = '1 + '2 + � � �+ 'n+1 = O :



Ì. Í. Èñòîìèíà, À. Á. Ïåâíûé 183Íà îñíîâàíèè (3) ïîëó÷àåì Qx = O 8 x 2 Rn :Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Q � íóëåâàÿ ìàòðèöà. Â ÷àñòíîñòè, Qx0 = O , ÷òî ïðîòè-âîðå÷èò (5).Òåîðåìà äîêàçàíà.2°. Ìíîæåñòâî ìàòðèö G = fI; P; P 2; : : : ; P ng îáðàçóåò ãðóïïó ïî óìíîæå-íèþ. Äåéñòâèòåëüíî, P kP s = P l, ãäå l = hk+ sin+1. Óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî,òî åñòü (P kP s)P r = P k(P sP r). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òîhhk + sin+1 + rin+1 = hk + s+ rin+1 = hk + hs+ rin+1in+1:Åäèíèöåé â ãðóïïå G ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà I. Îáðàòíûå ýëåìåíòûîïðåäåëÿþòñÿ òàê:I�1 = I; (P k)�1 = P n+1�k; k 2 1 : n:Ñâîéñòâî 2) õàðàêòåðèçóåò ãðóïïó G êàê öèêëè÷åñêóþ.Äëÿ ëþáîãî x 2 Rn ìíîæåñòâî âåêòîðîâ fTxgT2G íàçûâàåòñÿ îðáèòîéãðóïïû G. Ïðè x = '1 îðáèòà ñîñòîèò èç âåêòîðîâ�'1; P'1; : : : ; P n'1	 = �'1; '2; : : : ; 'n+1	;òî åñòü ïðè x = '1 îðáèòîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà Ìåðñåäåñ-Áåíö.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ñîëîâü¼âà Í. À. Öèêëè÷åñêîå ñâîéñòâî �ðåéìà Ìåðñåäåñ�Áåíö // Ñåìèíàð ¾DHA&CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 12 ñåíòÿáðÿ 2009 ã.(http://dha.spb.ru/reps09.shtml\#0912).2. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á. Ôðåéì Ìåðñåäåñ-Áåíö â n-ìåðíîì ïðî�ñòðàíñòâå // Ñåìèíàð ¾DHA&CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 16 ÿíâàðÿ2007 ã. (http://dha.spb.ru/reps07.shtml\#0116).3. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á. �àâíîóãîëüíûå æ¼ñòêèå �ðåéìû // Ïðî-áëåìû ìàòåì. àíàëèçà. Âûï. 39. 2009. Ñ. 3�25.



ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀÁÀÇÈÑÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉËÈÔÒÈÍ�ÎÂÛÕ �ÀÇËÎÆÅÍÈÉÍ. À. Ñîëîâü¼âà19 äåêàáðÿ 2009 ã.Â [1, 2℄ áûëî ââåäåíî ëè�òèíãîâîå ïðåîáðàçîâàíèå äèñêðåòíîãî ïåðèîäè-÷åñêîãî ñèãíàëà. Ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü ëè�òèíãîâîå ðàç-ëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî ñèãíàëà ïî ñäâèãàì áàçèñíûõ ñèãíàëîâ. Â äàííîìäîêëàäå óñòàíàâëèâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà áàçèñíûõ ñèãíàëîâ. Âñåäîêàçàòåëüñòâà áóäóò îñíîâûâàòüñÿ òîëüêî íà îïðåäåëåíèÿõ, áåç ññûëîê íàïðèðîäó ïîÿâëåíèÿ ýòèõ ñèãíàëîâ.1°. Ïóñòü N = 2s, N� = N=2� ïðè � 2 0 : s (N0 = N), r � íàòóðàëüíîå÷èñëî. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå ñèãíàëû:h�(k) = 2 �os �kN��1 �2r�os �kN��1 �2r + �sin �kN��1 �2r ;g�(k) = !�kN��1 �1� ��(k) h�(k)�;k 2 0 : N��1 � 1; � = 1; : : : ; s:Çäåñü ��(k) � ïðîèçâîëüíàÿ N��1-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî��(k +N�) = ���(k);��(0) = 12 : (1)Ñèãíàëû h� è g� èìåþò ïåðèîä N��1.Çàìåòèì, ÷òîhs(k) = 2 �os �k2 �2r�os �k2 �2r + �sin �k2 �2r = (2 ïðè k = 0;0 ïðè k = 1. (2)184



Í. À. Ñîëîâü¼âà 185Ïîëîæèì ïðè � 2 1 : sH� = h1 � � �h��1 h� ; G� = h1 � � �h��1 g� :Ïåðèîä ñèãíàëîâH�,G� ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì h1 è ðàâåíN . Çàäàäèì áàçèñíûåñèãíàëû '� = F�1N (H�);  � = F�1N (G�):2°. Â äîêëàäå [1℄ ñèãíàë 's áûë âû÷èñëåí â ÿâíîì âèäå: 's(j) � 1. Ýòîýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî Hs(k) � N ÆN (k): (3)Îòíîñèòåëüíî ñèãíàëà  s âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ïðè âñåõ j 2 0 : N � 1 s(j) = �'s�1(j) + 12 :Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþGs(k) = Hs�1(k) gs(k): (4)Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ Gs. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì Gs(0). Èç (1) è (2) ïîëó÷àåìgs(0) = !02 �1� �s(0) hs(0)� = 0:Èç (4) ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî Gs(0) = 0.Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ Gs(2q), q 2 1 : N2 � 1. Ïî îïðåäåëåíèþ �óíêöèé H�èìååì Hs(2q) = Hs�1(2q) hs(2q):Çàìåòèì, ÷òî hs(2q) = 2 ïðè q 2 1 : N2�1 . Êðîìå òîãî, èçâåñòíî ðàâåíñòâî (3).Çíà÷èò, Hs�1(2q) = N ÆN (2q)2 ;îòêóäà Hs�1(2q) = 0; q 2 1 : N2 � 1: (5)Ñîãëàñíî (4), Gs(2q) = 0 ïðè q 2 1 : N2 � 1. Ñëåäîâàòåëüíî,Gs(2q) = 0; q 2 0 : N2 � 1: (6)Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ñèãíàëà Gs íà íå÷¼òíûõ èíäåêñàõ. Ñ ó÷¼òîì (2) çàïè-øåì Gs(2q + 1) = Hs�1(2q + 1)!�(2q+1)2 �1� �s(2q + 1) hs(2q + 1)� == �Hs�1(2q + 1); q 2 0 : N2 � 1: (7)



186 ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÁÀÇÈÑÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ËÈÔÒÈÍ�ÎÂÛÕ �ÀÇËÎÆÅÍÈÉÍà îñíîâàíèè (6) è (7) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè j 2 0 : N � 1 s(j) = �F�1N (Gs)�(j) = � 1N N=2�1Xq=0 Hs�1(2q + 1)!(2q+1)jN : (8)Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ's�1(j) = �F�1N (Hs�1)�(j) = 1N N=2�1Xq=0 Hs�1(2q + 1)!(2q+1)jN ++ 1N N=2�1Xq=0 Hs�1(2q)!(2q)jN ;òî ñîîòíîøåíèå (8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå s(j) = �'s�1(j) + 1N N=2�1Xq=0 Hs�1(2q)!2qjN : (9)Òåïåðü âû÷èñëèì Hs�1(2q) ïðè q 2 0 : N2 � 1. Èìååì Hs�1(0) = h1(0) � � �� � � hs�1(0) = 2s�1. Êðîìå òîãî, ïî �îðìóëå (5) Hs�1(2q) = 0 ïðè q 2 1 : N2 � 1.�àâåíñòâî (9) ïðèíèìàåò âèä s(j) = �'s�1(j) + 2s�1N = �'s�1(j) + 12 ;à ýòî ñîâïàäàåò ñ óòâåðæäåíèåì ïðåäëîæåíèÿ.3°. Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà,äîêàçàííûå â [2℄: ïðè âñåõ j 2 Z'�(2j) = '��1(j) + '��1�j + N2 �; (10)'�(j) = N�1Xl=0 '1(j � 2l)'��1(l); (11)� = 2; : : : ; s:Êðîìå òîãî, ïðè âñåõ � 2 1 : s N�1Xj=0  �(j) = 0: (12)Óñòàíîâèì àíàëîã ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñèãíàëîâ '� .



Í. À. Ñîëîâü¼âà 187Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ïðè âñåõ � 2 1 : s âåðíî ðàâåíñòâîN�1Xj=0 '�(j) = 2�:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê 's(j) � 1, òîN�1Xj=0 's(j) = 2s:Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1 ñ ó÷¼òîì (12) èìååì0 = N�1Xj=0  s(j) = � N�1Xj=0 's�1(j) + 2s�1:Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî N�1Xj=0 's�1(j) = 2s�1:Òàêèì îáðàçîì, äëÿ � = s� 1 è � = s óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì (11) ïðè � = s:N�1Xl=0 '1(j � 2l)'s�1(l) = 's(j):Ïðîñóììèðîâàâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî âñåì j 2 0 : N � 1, ïîëó÷èìL := N�1Xj=0 N�1Xl=0 '1(j � 2l)'s�1(l) = 2s:Ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ïåðåïèøåì â âèäåL = N�1Xl=0 's�1(l) N�1Xj=0 '1(j � 2l) == N�1Xl=0 's�1(l) N�1Xj=0 '1(j) = 2s�1 N�1Xj=0 '1(j):Òàê êàê L = 2s, òî N�1Xj=0 '1(j) = 2:



188 ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÁÀÇÈÑÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ËÈÔÒÈÍ�ÎÂÛÕ �ÀÇËÎÆÅÍÈÉÂîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî �. Áàçà èíäóêöèè åñòü. Ïðîâåä¼ì èíäóêöèîí-íûé ïåðåõîä îò � � 1 ê �, � = 2; : : : ; s� 2. Ïðîñóììèðóåì ðàâåíñòâà (11) ïðèâñåõ j 2 0 : N�1 è ïîìåíÿåì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè. Ïîëó÷èìN�1Xj=0 '�(j) = N�1Xl=0 '��1(l) N�1Xj=0 '1(j � 2l) == N�1Xl=0 '��1(l) N�1Xj=0 '1(j) = 2��1 � 2 = 2�:Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Ïðè � 2 1 : s âåðíû ðàâåíñòâàN=2�1Xq=0 '�(2q) = 2��1; N=2�1Xq=0 '�(2q + 1) = 2��1:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ñ ó÷¼òîì ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ äîñ-òàòî÷íî äîêàçàòü òîëüêî îäíî èç ðàâåíñòâ. Äîêàæåì ïåðâîå.Ôîðìóëà (10) âëå÷¼ò'�(2q) = '��1(q) + '��1�q + N2 �; q 2 0 : N2 � 1:Ñóììèðóÿ ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ïî q, ïîëó÷àåìN=2�1Xq=0 '�(2q) = N=2�1Xq=0 '��1(q) + N=2�1Xq=0 '��1�q + N2 �:Ñ ó÷¼òîì ïðåäëîæåíèÿ 2 îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òîN=2�1Xq=0 '�(2q) = N�1Xq=0 '��1(q) = 2��1:Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.4°. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèãíàëû �2; : : : ; �s ïîëó÷àþòñÿ èç �1 ñ ïîìîùüþïðîðåæèâàíèÿ:��+1(k) = ��(2k); k 2 0 : N� � 1; � = 2; : : : ; s:Îïèðàÿñü íà �îðìóëó (12) è ñîîòíîøåíèå (ñì. [2℄) �(2j) =  ��1(j) +  ��1�j + N2 �;



Í. À. Ñîëîâü¼âà 189ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: ïðè âñåõ � 2 1 : sN=2�1Xq=0  �(2q) = 0; N=2�1Xq=0  �(2q + 1) = 0:Îáîñíîâàíèå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 3.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ñåëÿíèíîâà Í. À. Ïðÿìàÿ ëè�òèíãîâàÿ ñõåìà // Ñåìè-íàð ¾DHA&CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 26 àïðåëÿ 2005 ã.(http://dha.spb.ru/reps05.shtml\#0426).2. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ñîëîâü¼âà Í. À. Ïàðàìåòðè÷åñêèå ëè�òèíãîâûå ñõå�ìû âåéâëåòíûõ ðàçëîæåíèé // Ïðîáëåìû ìàòåì. àíàëèçà. Âûï. 42. 2009.Ñ. 15�41.



Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÎ�ÅÌÛÒÅÎ�ÈÈ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏËÀÉÍÎÂÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ30 ÿíâàðÿ 2010 ã.1°. Ïóñòü m, n, r � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì m è n îòëè÷íû îò åäèíèöû,N = mn è z(0); z(1); : : : ; z(m� 1) � �èêñèðîâàííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Îáî-çíà÷èì ÷åðåç Qr(j) äèñêðåòíûé N -ïåðèîäè÷åñêèé B-ñïëàéí ïîðÿäêà r [1; 2,ñ. 9�15℄.�àññìîòðèì äèñêðåòíûé N -ïåðèîäè÷åñêèé ñïëàéí âèäàSr;n(j) = m�1Xp=0 (p)Qr(j � pn); j 2 Z; (1)óäîâëåòâîðÿþùèé èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿìSr;n(ln) = z(l); l 2 0 : m� 1:Â [3℄ èçó÷àëîñü ïîâåäåíèå ñïëàéíà Sr;n(j) ïðè n!1. Íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäå-íèå Sr;n(j) ïðè r !1.2°. Íàéä¼ì äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò Sr;n.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Äëÿ ñïåêòðà Xr = FN(Sr;n) ñïðàâåäëèâà �îðìóëàXr = Vr Z; (2)ãäå Z = Fm(z) è ïðè q 2 0 : n� 1Vr(qm+ l) = 8>><>>:n Æn(q); åñëè l = 0;n�n�1Xs=0�sin(�(qm + l)=N)sin(�(sm+ l)=N)�2r ��1; åñëè l 2 1 : m� 1:190



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 191Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (1) èìååìXr(k) = N�1Xj=0�m�1Xp=0 (p)Qr(j � pn)�!�k(j�pn)�kpnN == m�1Xp=0 (p)!�kpm N�1Xj=0 Qr(j)!�kjN = �Fm()�(k) �FN(Qr)�(k):Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé �îðìóëîé [2, ñ. 22℄�Fm()�(k) = Z(k)Tr(k) ; k 2 0 : m� 1;ãäå Tr(k) = 8>><>>:n2r�1 ïðè k = 0;1n n�1Xs=0� sin(�k=m)sin��(sm+ k)=N��2r ïðè k 2 1 : m� 1: (3)Ïîëó÷èì Xr(k) = Vr(k)Z(k); k 2 0 : N � 1;ãäå Vr(k) = �FN(Qr)�(k)Tr(k) :Äàëåå, êàê èçâåñòíî [2, ñ. 11℄,�FN(Qr)�(k) = 8><>:n2r ïðè k = 0;�sin(�k=m)sin(�k=N)�2r ïðè k 2 1 : N � 1:Îòñþäà è èç (3) â ñèëó m-ïåðèîäè÷íîñòè �óíêöèè Tr(k) ñëåäóåò, ÷òîVr(0) = n; Vr(m) = Vr(2m) = � � � = Vr�(n� 1)m� = 0;òî åñòü Vr(qm) = n Æn(q), q 2 0 : n� 1. Ïðè k = qm + l, l 2 1 : m� 1, �îðìóëàäëÿ Vr(k), óêàçàííàÿ â �îðìóëèðîâêå ïðåäëîæåíèÿ, ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåä-ñòâåííî.3°. Îáîçíà÷èì �k = sin2 �kN ; �l = 1n n�1Xs=0 ��rsm+l :



192 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ ÒÅÎ�ÈÈ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏËÀÉÍÎÂÒîãäà ïðè l 2 1 : m� 1Vr(qm+ l) = ��rqm+l �l��1; q 2 0 : n� 1: (4)Î÷åâèäíî, ÷òî n�1Xq=0 Vr(qm+ l) = n; l 2 1 : m� 1: (5)Ýòî ðàâåíñòâî âåðíî è ïðè l = 0.Ïîêàæåì, ÷òî Vr(N � k) = Vr(k); k 2 1 : N � 1: (6)Ïóñòü k = qm + l, q 2 0 : n � 1, l 2 0 : m � 1. Ïðè l = 0 èìååì k = qm,q 2 1 : n� 1, òàê ÷òîVr(N � k) = Vr�(n� q)m� = n Æn(n� q) = 0 = n Æn(q) = Vr(qm) = Vr(k):Âîçüì¼ì l 2 1 : m � 1. Â ýòîì ñëó÷àå N � k = (n � q � 1)m + (m � l).Â ñèëó (4) ïîëó÷èì Vr(N � k) = ��rN�k �m�l��1:ßñíî, ÷òî �N�k = �k. Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî �m�l = �l. Ýòî ñäåëàòü ïðîñòî:�l = 1n n�1Xs=0 ��rsm+l = 1n n�1Xs=0 ��rN�(sm+l) = 1n n�1Xs=0 ��r(n�s�1)m+(m�l) == 1n n�1Xs0=0��rs0m+(m�l) = �m�l:Îòìåòèì åù¼ îäíî ñâîéñòâî ñïåêòðà Vr . Ïðè ÷¼òíîì mVr�m2 � = n�n�1Xs=0� �m=2�sm+m=2�r ��1 = n�2 + n�2Xs=1� �m=2�sm+m=2�r ��1: (7)Â ÷àñòíîñòè, ïðè ÷¼òíîì m è n = 2Vr�m2 � = n2 = 1:



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 1934°. Ââåä¼ì N -ïåðèîäè÷åñêèé ñïåêòð V� ñëåäóþùèì îáðàçîì:V�(k) = (n ïðè k = 0; 1; : : : ; �(m� 1)=2�;0 ïðè k = bm=2 + 1; : : : ; bN=2:Ïðè ÷¼òíîì m äîïîëíèòåëüíî ïîëîæèì V�(m=2) = n=2. Ñ ïîìîùüþ ðàâåí-ñòâà V�(N � k) = V�(k) ðàñïðîñòðàíèì V� íà âåñü îñíîâíîé ïåðèîä 0 : N � 1.Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè V�(k) ïðè m = 3, n = 3 è m = 4, n = 3.
b b

b b b b b b

b

0 1 4 5 8m = 3, n = 3
b b

b

b b b b b b b

b

b

0 1 2 3 6 9 10 11m = 4, n = 3�èñ. 1. �ðà�èêè ñïåêòðà V�(k) íà îñíîâíîì ïåðèîäåÎ÷åâèäíî, ÷òî V�(qm) = n Æn(q), q 2 0 : n� 1, ïîñêîëüêóbm=2+ 1 6 m è (n� 1)m 6 N � bm=2 � 1:Çíà÷èò, ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ rVr(qm) = V�(qm); q 2 0 : n� 1: (8)Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèålimr!1Vr(k) = V�(k); k 2 Z: (9)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü k = qm + l, q 2 0 : n� 1, l 2 0 : m � 1. Ïðè l = 0ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâà (8). Â äàëüíåéøåìñ÷èòàåì, ÷òî l 2 1 : m� 1.Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ÷èñåë �k = sin2(k�=N), k 2 0 : N�1.1) Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå �k ðàâíî �bN=2. Ïðè íå÷¼òíîì N îíî äîñòèãàåòñÿíà äâóõ èíäåêñàõ k = (N � 1)=2 è k = (N + 1)=2; ïðè ÷¼òíîì N � íàîäíîì k = N=2.2) �sm+l > �l ïðè s 2 1 : n � 1 è l 2 1 : �(m � 1)=2�. Ýòî ñëåäóåò èçíåðàâåíñòâ 2l < m,l < sm + l 6 (n� 1)m+ l < nm� lè ðàâåíñòâà �l = �N�l (ñì. ðèñ. 2).
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0 � xy

�èñ. 2. �ðà�èê �óíêöèè y = sin2 x íà ïåðèîäå3) Åñëè m ÷¼òíî, òî �sm+m=2 > �m=2 ïðè s 2 1 : n� 2. Äåéñòâèòåëüíî,m=2 < sm+m=2 6 (n� 2)m+m=2 < nm�m=2:Âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àéq = 0, l 2 1 : �(m� 1)=2�. ÈìååìVr(l) = n�1 + n�1Xs=1� �l�sm+l�r��1:Â ñèëó ñâîéñòâà 2) ÷èñåë �k ïîëó÷àåìlimr!1Vr(l) = n = V�(l); l 2 1 : �(m� 1)=2�: (10)Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (5), ñîãëàñíî êîòîðîìón�1Xq=0 Vr(qm+ l) = n; l 2 1 : �(m� 1)=2�:Âñå âåëè÷èíû Vr(qm + l) íåîòðèöàòåëüíû è Vr(l) ! n ïðè r ! 1, ïîýòîìóïðè q 2 1 : n� 1limr!1Vr(qm+ l) = 0 = V�(qm+ l); l 2 1 : �(m� 1)=2�:Ìû ïðèíÿëè âî âíèìàíèå, ÷òî �(m� 1)=2�+ bm=2 = m� 1 è(n� 1)m+ �(m� 1)=2� = N � bm=2 � 1:Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ q 2 0 : n� 1 âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèålimr!1Vr(qm+ l) = V�(qm+ l); l 2 1 : �(m� 1)=2�:Ïðè ÷¼òíîì m äîïîëíèòåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé l = m=2, êîãäà V�(l) == n=2. Íà îñíîâàíèè (7) è ñâîéñòâà 3) ÷èñåë �k èìååìlimr!1Vr(m=2) = n2 = V�(m=2):



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 195ßñíî òàêæå, ÷òî â ñèëó (6) è àíàëîãè÷íîãî ñâîéñòâà ñïåêòðà V�limr!1Vr�(n� 1)m+m=2� = limr!1Vr(m=2) = n2 == V�(m=2) = V��(n� 1)m+m=2�:Ñîãëàñíî (5) n�1Xq=0 Vr(qm+m=2) = n:Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Vr(m=2) ! n=2 è Vr�(n � 1)m + m=2� ! n=2 ïðè r ! 1,çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè q 2 1 : n� 2limr!1Vr(qm+m=2) = 0 = V�(qm+m=2):Çíà÷èò, ïðè âñåõ q 2 0 : n� 1limr!1Vr(qm+m=2) = V�(qm+m=2): (11)Ïðè m = 2 ìíîæåñòâî 1 : m� 1 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî èíäåêñà l = 1 == m=2. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (11) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæå-íèÿ. Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî m > 3. Ýòî ãàðàíòèðóåò íåïóñòîòó ìíîæå-ñòâà bm=2 + 1 : m� 1.Ñîãëàñíî (5) n�1Xq=0 Vr(qm+ l) = n; l 2 bm=2 + 1 : m� 1; (12)ïðè ýòîì â ñèëó (6) è (10)limr!1Vr�(n� 1)m+ l� = limr!1Vr(m� l) == n = V�(m� l) = V��(n� 1)m + l�:Ìû ïðèíÿëè âî âíèìàíèå, ÷òî ïðè óêàçàííûõ l1 6 m� l 6 �(m� 1)=2�:Òåïåðü èç (12) ñëåäóåò, ÷òî ïðè q 2 0 : n� 2limr!1Vr(qm+ l) = 0 = V�(qm + l); l 2 bm=2+ 1 : m� 1:Çíà÷èò, ïðè âñåõ q 2 0 : n� 1limr!1Vr(qm+ l) = V�(qm + l); l 2 bm=2+ 1 : m� 1:Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.



196 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ ÒÅÎ�ÈÈ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏËÀÉÍÎÂ5°. Îáîçíà÷èì � = �(m� 1)=2� è ââåä¼ì äèñêðåòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèåïîëèíîìûhm;n(j) = 1m �Xk=��!kjN ïðè íå÷¼òíîì m (m = 2�+ 1);hm;n(j) = 1m �os �jn + �Xk=��!kjN � ïðè ÷¼òíîì m (m = 2�+ 2):Îòìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ mhm;n(ln) = Æm(l); l 2 Z: (13)Äåéñòâèòåëüíî, ïðè m = 2�+ 1hm;n(ln) = 1m � �1Xk=��!(k+m)lm + �Xk=0 !klm� == 1m m�1Xk=0 !klm = Æm(l):Ïðè m = 2�+ 2hm;n(ln) = 1m �(�1)l + �1Xk=��!(k+m)lm + �Xk=0 !klm� == 1m �(�1)l + m�1Xk=�+2!klm + �Xk=0 !klm�:Ó÷èòûâàÿ, ÷òî !(�+1)lm = !(m=2) lm = !l2 = (�1)l, ïðèõîäèì ê (13).Â ñèëó (13) òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîìtm;n(j) = m�1Xp=0 z(p) hm;n(j � pn)óäîâëåòâîðÿåò èíòåðïîëÿöèîííîìó óñëîâèþtm;n(ln) = z(l); l 2 0 : m� 1:Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèålimr!1Sr;n(j) = tm;n(j); j 2 Z:



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 197Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèíöèïèàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:FN(hm;n) = V� : (14)Ïðîâåðèì åãî. Ïðè íå÷¼òíîì m èìååì�FN(hm;n)�(k) = N�1Xj=0 hm;n(j)!�kjN = 1m �Xs=�� N�1Xj=0 !(s�k)jN = n �Xs=�� ÆN (s� k) == n� �Xs=0 ÆN(s� k) + N�1Xs=N�� ÆN(s� k)� = V�(k):Àíàëîãè÷íî ïðè ÷¼òíîì m�FN(hm;n)�(k) = 12m N�1Xj=0�!(m=2)jN + !�(m=2)jN �!�kjN + n �Xs=�� ÆN(s� k) == n2hÆN�k � m2 �+ ÆN�k � (N � m2 )�i+ n �Xs=�� ÆN(s� k) = V�(k):Äàëåå, ñîãëàñíî (14)�FN(tm;n)�(k) = N�1Xj=0�m�1Xp=0 z(p) hm;n(j � pn)�!�k(j�pn)�kpnN == m�1Xp=0 z(p)!�kpm N�1Xj=0 hm;n(j)!�kjN == �Fm(z)�(k) �FN(hm;n)�(k) = Z(k)V�(k): (15)Ó÷èòûâàÿ �îðìóëó îáðàùåíèÿ äëÿ ÄÏÔ, (2) è (15), ïîëó÷àåì��Sr;n(j)� tm;n(j)�� = 1N ���N�1Xk=0�Vr(k)� V�(k)�Z(k)!kjN ��� 66 1N N�1Xk=0 ��Vr(k)� V�(k)�� ��Z(k)��:Îñòà¼òñÿ ñîñëàòüñÿ íà (9). Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.



198 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ ÒÅÎ�ÈÈ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏËÀÉÍÎÂ6°. Èòàê, óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðåäåëîì äèñêðåòíîãî èíòåðïîëÿöèîííîãîñïëàéíà Sr;n(j) ïðè r !1 ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûé èíòåðïîëÿöèîííûé òðèãîíî-ìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì tm;n(j). Íàéä¼ì ïðåäåë tm;n(j) ïðè n!1.Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òî ïðè m = 2�+ 1hm;n(j) = 8<:1; åñëè j = 0;sin(�j=n)m sin(�j=N) ; åñëè j 2 1 : N � 1; (16)è ïðè m = 2�+ 2hm;n(j) = (1; åñëè j = 0;1m sin(�j=n) tg(�j=N); åñëè j 2 1 : N � 1: (17)Ïðè j = 0 �îðìóëû (16) è (17) î÷åâèäíû. Ïóñòü j 2 1 : N �1 è m = 2�+1.Èìååì �Xk=��!kjN = !��jN � !(�+1)jN1� !jN = !��jN 1� !jn1� !jN :Äàëåå 1� !jn = �1� os(2�j=n)�� i sin(2�j=n) == �2i sin(�j=n)�os(�j=n) + i sin(�j=n)� == �2i sin(�j=n)!j2n:Àíàëîãè÷íî 1� !jN = �2i sin(�j=N)!j2N :Çíà÷èò, 1� !jn1� !jN = sin(�j=n)sin(�j=N) !(m�1)j2N : (18)Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà �îðìóëû (16) îñòàëîñü ó÷åñòü, ÷òî!��jN !(m�1)j2N = !(�m+1)j2N !(m�1)j2N = 1:Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé j 2 1 : N � 1 è m = 2�+ 2. Èìååì�Xk=��!kjN = !�(�+1)jN !jN � !jn1� !jN = �!�j2n + !�j2n 1� !jn1� !jN :Â ñèëó (18) �Xk=��!kjN = �!�j2n + !�j2N sin(�j=n)sin(�j=N) =



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 199= � os �jn + i sin �jn + �os �jN � i sin �jN � sin(�j=n)sin(�j=N) == � os �jn + os �jN sin(�j=n)sin(�j=N) :Ìíèìàÿ ÷àñòü îêàçàëàñü ðàâíîé íóëþ. Ïîñëåäíþþ �îðìóëó ïåðåïèøåì â âèäåos �jn + �Xk=��!kjN = sin �jn tg �jN :Ïîäåëèâ íà m, ïðèä¼ì ê (17).7°. Ââåä¼ì íåïðåðûâíûå m-ïåðèîäè÷åñêèå íà R ÿäðà Äèðèõëå:dm(x) = sin(�x)m sin(�x=m) ïðè íå÷¼òíîì m;dm(x) = 1m sin(�x) tg(�x=m) ïðè ÷¼òíîì m:Î÷åâèäíî, ÷òî dm(j=n) = hm;n(j); j 2 Z; (19)è ñîãëàñíî (13) dm(l) = Æm(l); l 2 Z:Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ãàðàíòèðóåò, ÷òî íåïðåðûâíàÿ m-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíê-öèÿ um(x) = m�1Xp=0 z(p) dm(x� p)óäîâëåòâîðÿåò èíòåðïîëÿöèîííîìó óñëîâèþum(l) = z(l); l 2 0 : m� 1:Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 4. �àâíîìåðíî ïî x 2 [0; m℄ âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîåñîîòíîøåíèå limn!1 tm;n�bnx� = um(x): (20)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååìtm;n�bnx�� um(x) = htm;n�bnx�� um� bnxn �i+ hum� bnxn �� um(x)i:Ñîãëàñíî (19)um� bnxn � = m�1Xp=0 z(p) dm� bnx�pnn � =



200 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ ÒÅÎ�ÈÈ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏËÀÉÍÎÂ= m�1Xp=0 z(p) hm;n�bnx � pn� = tm;n�bnx�;ïîýòîìó tm;n�bnx�� um(x) = um� bnxn �� um(x) == m�1Xp=0 z(p)hdm� bnxn � p�� dm(x� p)i: (21)Îòìåòèì, ÷òî bnx=n 2 [0; m℄ ïðè x 2 [0; m℄ è� 1n = nx� 1n � x 6 bnxn � x 6 nxn � x = 0:Òåïåðü (20) ñëåäóåò èç (21) è ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ÿäðà Äèðèõëå dm(x)íà îòðåçêå [�m + 1; m℄.8°. Òåõíè÷åñêè ñëîæíîå ïðåäëîæåíèå 2 áûëî, ïî ñóùåñòâó, óñòàíîâëåíîâ [4℄. Ìû ïðèâåëè óñîâåðøåíñòâîâàííîå åãî äîêàçàòåëüñòâî.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á. Äèñêðåòíûå ïåðèîäè÷åñêèå B-ñïëàéíû //Âåñòíèê ÑÏá�Ó. Ñåð. 1. 1997. Âûï. 4 (� 22). Ñ. 14�19.2. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îñíîâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà. ×àñòü òðåòüÿ. ÑÏá.: ÍÈÈÌÌ, 2003. 88 ñ.3. ×àøíèêîâ Í. Â. Ïðåäåëüíûå êðèâûå äëÿ äèñêðåòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñïëàé�íîâ // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 27 èþíÿ 2009 ã.(http://dha.spb.ru/reps09.shtml#0627).4. Áåð Ì. �., Ìàëîç¼ìîâ Â. Í. Îá èíòåðïîëÿöèè äèñêðåòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõäàííûõ // Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè. 1992. Ò. 28. � 4. Ñ. 60�68.



ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÎÅ ÑÂÎÉÑÒÂÎÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÛÕ �À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕÔ�ÅÉÌÎÂÀ. Ì. Äóðÿãèí Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ À. Á. Ïåâíûé13 �åâðàëÿ 2010 ã.1°. Íàïîìíèì, ÷òî íîðìèðîâàííûé æ¼ñòêèé �ðåéì f'0; '1; : : : ; 'm�1g â C nïðè m > n íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëèh'k+1; 's+1i = h'k; 'si; k; s 2 0 : m� 1; (1)ãäå 'm = '0. Òàêèì îáðàçîì, öèêëè÷åñêèé �ðåéì ýòî, âî-ïåðâûõ, íîðìèðîâàí-íûé æ¼ñòêèé �ðåéì è, âî-âòîðûõ, äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (1).Èç ðåçóëüòàòîâ äîêëàäà [1℄, â êîòîðîì ðàññìîòðåíû áîëåå îáùèå öèêëè÷åñ-êèå �ðåéìû, ñëåäóåò òàêîå óòâåðæäåíèå.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà f'0; '1; : : : ; 'm�1g âåêòî-ðîâ èç C n ïðè m > n áûëà öèêëè÷åñêèì �ðåéìîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,÷òîáû íàøëàñü óíèòàðíàÿ ìàòðèöà U ïîðÿäêà n, òàêàÿ, ÷òî'k = Uk'0 ; k 2 0 : m� 1; (2)ïðè ýòîì ìàòðèöà U äîëæíà îáëàäàòü äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâà-ìè:(i) å¼ ñîáñòâåííûå ÷èñëà �1; : : : ; �n ñóòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè ñòåïå-íè m èç åäèíèöû;(ii) ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû p1; : : : ; pnñâÿçàíû ñ âåêòîðîì '0 óñëîâèåì��h'0; pji�� = 1pn ; j 2 1 : n: (3)Â äàííîì äîêëàäå ìû ïðèâåä¼ì ïðèìåðû âåùåñòâåííûõ öèêëè÷åñêèõ�ðåéìîâ. 201



202 ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÎÅ ÑÂÎÉÑÒÂÎ ÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÛÕ �À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ Ô�ÅÉÌÎÂ2°. �àññìîòðèì âåùåñòâåííûé ãàðìîíè÷åñêèé �ðåéì [2℄. Ïðè n = 2� + 1ïîëîæèì'k(1) = 1pn ; 'k(2j) =q 2n os 2�kjm ; 'k(2j + 1) =q 2n sin 2�kjm ; (4)j = 1; : : : ; �; k 2 0 : m� 1:Â ÷àñòíîñòè, '0 = � 1pn ;q 2n ; 0;q 2n ; 0; : : : ;q 2n ; 0�T : (5)Ôîðìóëà (4) îïðåäåëÿåò è 'm, ïðè÷¼ì 'm = '0.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ãàðìîíè÷åñêèé �ðåéì (4) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì.Äåéñòâèòåëüíî,h'k; 'si = nXi=1 'k(i)'s(i) = 1n + 2n �Xj=1 os 2�(k�s)jm :Âèäèì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè k � s. Ýòîãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèÿ (1).Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ìàòðèöû U èç �îðìóëû (2) ìîæíî óêàçàòü ÿâíîåïðåäñòàâëåíèå. Ââåä¼ì ìàòðèöó âðàùåíèÿB(�) = �os� � sin�sin� os�� :Äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîB(�)B(�) = B(� + �): (6)Îáîçíà÷èì Bj = B�2�jm �. Ñîãëàñíî (6)Bj Bs = Bj+s : (7)Îïðåäåëèì U êàê áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n = 2� + 1:U = diag�1; B1; B2; : : : ; B��: (8)Íàïðèìåð, ïðè n = 5 (� = 2)U = 266664 1 0 0 0 000 B1 0 00 000 0 00 0 B2
377775 :Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî �ðåéìà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà (2)ñ ìàòðèöåé U âèäà (8). Ñîãëàñíî (7) èìååìUk = diag�1; Bk1 ; Bk2 ; : : : ; Bk�� = diag�1; Bk; B2k; : : : ; B�k�:Òåïåðü ðàâåíñòâî Uk'0 = 'k, k 2 0 : m� 1, ñëåäóåò èç (5) è (4).



À. Ì. Äóðÿãèí, Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, À. Á. Ïåâíûé 2033°. Íàéä¼ì ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå ñîá-ñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû U âèäà (8).Ñíà÷àëà ðàçáåð¼ìñÿ ñ ìàòðèöåé B(�) ïðè � 2 (0; �). Å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñ-êèé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä �2 � 2� os� + 1 = 0. Êîðíÿìè ýòîãî ìíîãî÷ëåíàÿâëÿþòñÿ ÷èñëà �1 = ei� è �2 = e�i�. Íàéä¼ì íîðìèðîâàííûé ñîáñòâåííûéâåêòîð p1, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó �1. �àñïèøåì ïîäðîáíî óðàâ-íåíèå B(�)x = �1x, ãäå x = (x1; x2)T :x1 os�� x2 sin� = x1�os� + i sin��;x1 sin� + x2 os� = x2�os�+ i sin��:Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � 2 (0; �), ïîëó÷àåì x2 = �ix1. Çíà÷èò, p1 = � 1p2 ;� ip2�T .Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííîìó ÷èñëó �2 ñîîòâåòñòâóåò íîð-ìèðîâàííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð p2 = � 1p2 ; ip2�T . Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðû p1 èp2 íå çàâèñÿò îò �.Îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû Bj, j 2 1 : �, ìîæíî óòâåðæäàòü ñëåäóþùåå: å¼ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ÿâëÿþòñÿ�1 = !jm ; �2 = !�jm = !m�jm ;ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû èìåþò âèäp1 = � 1p2 ;� ip2�T ; p2 = � 1p2 ; ip2�T :Îáðàòèìñÿ ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå U âèäà (8). Íåòðóäíî ïðîâå-ðèòü, îïèðàÿñü òîëüêî íà îïðåäåëåíèÿ, ÷òî å¼ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ÿâëÿþò-ñÿ �1 = 1; �2j = !jm ; �2j+1 = !m�jm ; j = 1; : : : ; �; (9)ñîîòâåñòâóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû èìåþò âèäp1 = e1; p2j = �0; : : : ; 0; 1p2 ;� ip2 ; 0; : : : ; 0�T ;p2j+1 = �0; : : : ; 0; 1p2 ; ip2 ; 0; : : : ; 0�T ; j = 1; : : : ; �; (10)ãäå èíäåêñû íåíóëåâûõ êîìïîíåíò ðàâíû 2j è 2j + 1.Ñîáñòâåííûå ÷èñëà (9) ñóòü êîðíè ñòåïåíè m èç åäèíèöû. Îíè ïîïàðíîðàçëè÷íû. Ýòî ñëåäóåò èç óñëîâèé n = 2� + 1 è n 6 m, ñîãëàñíî êîòîðûì ïðèj 2 1 : � âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâàj 6 � = n�12 6 m�12 < m2 è m� j > m2 :Òàêèì îáðàçîì, ïîäòâåðæäåíà ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (i) ïðåäëîæåíèÿ 1.Ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (ii) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.



204 ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÎÅ ÑÂÎÉÑÒÂÎ ÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÛÕ �À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ Ô�ÅÉÌÎÂ4°. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äà¼ò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äðóãèõ öèêëè÷åñêèõ�ðåéìîâ.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ïóñòü n = 2�+1, ìàòðèöà U èìååò âèä (8) è '0 �âåêòîð èç Rn , ó êîòîðîãî�'0(1)�2 = 1n ; �'0(2j)�2 + �'0(2j + 1)�2 = 2n ; j = 1; : : : ; �: (11)Òîãäà âåêòîðû 'k = Uk'0, k 2 0 : m� 1, îáðàçóþò öèêëè÷åñêèé �ðåéì.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäëîæåíèåì 1. Â äàííîì ñëó÷àå äîñòà-òî÷íî ïðîâåðèòü òîëüêî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (ii). Ýòî ñäåëàòü ïðîñòî. Äåéñòâè-òåëüíî, ñîãëàñíî (10) è (11)��h'0; p1i�� = ��'0(1)�� = 1pn ;��h'0; p2ji��2 = ��'0(2j) 1p2 + i '0(2j + 1) 1p2 ��2 == 12�['0(2j)℄2 + ['0(2j + 1)℄2� = 1n ;��h'0; p2j+1i��2 = ��'0(2j) 1p2 � i '0(2j + 1) 1p2 ��2 = 1n ;÷òî ðàâíîñèëüíî òðåáóåìîìó.5°. Óêàæåì íåêîòîðîå îáîáùåíèå êîíñòðóêöèè ìàòðèöû U .Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Ïóñòü n = 2� + 1 èU = diag�1; Br(1); Br(2); : : : ; Br(�)�; (12)ãäå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà r(j) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâór(j) < m2 ; j 2 1 : �: (13)Åñëè äëÿ íà÷àëüíîãî âåêòîðà '0 2 Rn âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (11), òî âåê-òîðû 'k = Uk'0, k 2 0 : m� 1, îáðàçóþò öèêëè÷åñêèé �ðåéì.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû U âèäà (12) ÿâëÿþòñÿ�1 = 1; �2j = !r(j)m ; �2j+1 = !m�r(j)m ; j = 1; : : : ; �: (14)Èì ñîîòâåòñòâóþò îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû (10).Ñîáñòâåííûå ÷èñëà (14) ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ïîñêîëüêó íàðÿäó ñ (13) ñïðà-âåäëèâî ýêâèâàëåíòíîå íåðàâåíñòâî m� r(j) > m2 , j 2 1 : �. Çíà÷èò, âûïîëíÿ-åòñÿ óñëîâèå (i) ïðåäëîæåíèÿ 1. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (ii) ïðîâåðÿåòñÿ òàê æå,êàê â ïðåäëîæåíèè 2.



À. Ì. Äóðÿãèí, Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, À. Á. Ïåâíûé 2056°. �àññìîòðèì ñëó÷àé ÷¼òíîãî n.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 4. Ïóñòü n = 2� èU = diag�Br(1); : : : ; Br(�)�;ãäå, êàê è ðàíüøå, íàòóðàëüíûå ÷èñëà r(j) ïîïàðíî ðàçëè÷íû è óäîâëåòâîðÿ-þò íåðàâåíñòâó (13). Åñëè äëÿ êîìïîíåíò íà÷àëüíîãî âåêòîðà '0 2 Rn âû-ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå�'0(2j � 1)�2 + �'0(2j)�2 = 2n ; j = 1; : : : ; �;òî âåêòîðû 'k = Uk'0, k 2 0 : m� 1, îáðàçóþò öèêëè÷åñêèé �ðåéì.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í. Öèêëè÷åñêèå �ðåéìû // Ñåìèíàð ¾DHA&CAGD¿. Èç-áðàííûå äîêëàäû. 21 ÿíâàðÿ 2009 ã.(http://dha.spb.ru/reps09.shtml\#0121).2. Äóðÿãèí À. Ì., Ñîëîâü¼âà Í. À. Âåùåñòâåííûå ãàðìîíè÷åñêèå �ðåéìû //Ñåìèíàð ¾DHA&CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 9 îêòÿáðÿ 2007 ã.(http://dha.spb.ru/reps07.shtml\#1009).



Ï�ÅÄÅË ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÎÍÍÛÕÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏËÀÉÍÎÂÂÅÙÅÑÒÂÅÍÍÎÉ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÎÉÍ. Â. ×àøíèêîâ13 ìàðòà 2010 ã.Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò åäèíèöû. Îïðåäåëèì ïåðèîäè-÷åñêèé B-ñïëàéí ïåðâîãî ïîðÿäêà êàê m-ïåðèîäè÷åñêóþ âåùåñòâåííóþ �óíê-öèþ, êîòîðàÿ íà îñíîâíîì ïåðèîäå çàäà¼òñÿ �îðìóëîéP1(x) = 8><>:1� x; ïðè x 2 [0; 1);0; ïðè x 2 [1; m� 1℄;x�m+ 1; ïðè x 2 (m� 1; m℄:Ïåðèîäè÷åñêèå B-ñïëàéíû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ îïðåäåëèì ïðè ïîìîùèñâ¼ðòêè Pr(x) = Z m0 Pr�1(x� t)P1(t) dt; r = 2; 3; : : : :Ïóñòü z(0); z(1); : : : ; z(m � 1) � �èêñèðîâàííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, à r �ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Â [1℄ ïîêàçàíî, ÷òî íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííûéñïëàéí âèäà Sr(x) = m�1Xq=0 (q)Pr(x� q); (1)ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷èSr(l) = z(l); l 2 0 : m� 1: (2)Ïîêàæåì, êàê íàéòè ïðåäåë ñïëàéíîâ Sr ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè r.Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà âçÿòà èç [2℄, ãäå óñòàíîâëåí áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò.
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Í. Â. ×àøíèêîâ 2071°. �àçëîæèì B-ñïëàéí Pr â ðÿä Ôóðüå.ËÅÌÌÀ 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîPr(x) = 1m + 2m 1Xs=1�m�s sin �sm �2ros 2�sxm : (3)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåðèì ïî èíäóêöèè, ÷òî �óíêöèè Pr(x) � ÷¼òíûå.Áàçà èíäóêöèè ïðè r = 1 ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè P1(x). Ñäåëàåìèíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Äëÿ r > 1, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ÷¼òíîñòü P1(x), èí-äóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå î ÷¼òíîñòè Pr�1(x) è m-ïåðèîäè÷íîñòü ýòèõ �óíê-öèé, ïîëó÷àåìPr(�x) = Z m0 Pr�1(�x� t)P1(t) dt = Z m0 Pr�1(x + t)P1(t) dt == Z m0 Pr�1�x� (m� t)�P1(m� t) dt = Z m0 Pr�1(x� t)P1(t) dt = Pr(x):×¼òíîñòü �óíêöèé Pr(x) äîêàçàíà.�ÿä Ôóðüå äëÿ Pr(x) èìååò âèäbr;0m + 2m 1Xs=1 br;s os 2�sxm ;ãäå br;s = Z m0 Pr(x) os 2�sxm dx:Ïîêàæåì, èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òîbr;s = 8<:1 ïðè s = 0;�m�s sin �sm �2r ïðè s > 0: (4)Ïðîâåðèì áàçó èíäóêöèè. Äëÿ s = 0 èìååìb1;0 = Z m0 P1(x) dx = 1:Ïóñòü s > 0. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ÷¼òíîñòü P1 è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåìb1;s = Z m0 P1(x) os 2�sxm dx = 2 Z 10 (1� x) os 2�sxm dx =



208 Ï�ÅÄÅË ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÎÍÍÛÕ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏËÀÉÍÎÂ= m�s Z 10 (1� x) d sin 2�sxm = m�s Z 10 sin 2�sxm dx == � m22�2 s2 os 2�sxm ���10 = m22�2 s2 �1� os 2�sm � = �m�s sin �sm �2:Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïðè s > 0 èìååìbr;s = Z m0 Pr(x) os 2�sxm dx = Z m0 �Z m0 Pr�1(x� t)P1(t) dt� os 2�sxm dx == Z m0 P1(t)�Z m0 Pr�1(x) os 2�s(x+ t)m dx� dt == Z m0 P1(t)�os 2�stm Z m0 Pr�1(x) os 2�sxm dx�� sin 2�stm Z m0 Pr�1(x) sin 2�sxm dx� dt:Âû÷èòàåìûé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ â ñèëó ÷¼òíîñòè �óíêöèè Pr�1(x). Ïîýòîìóbr;s = br�1;s Z m0 P1(t) os 2�stm dx = br�1;s b1;s :Îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü èíäóêöèîííûì ïðåäïîëîæåíèåì, ïîëó÷èì ïðès = 0 br;0 = 1;à ïðè s > 0 br;s = �m�s sin �sm �2r:Ôîðìóëà (4) äîêàçàíà. Çíà÷èò, ïðàâàÿ ÷àñòü (3) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿðÿäîì Ôóðüå äëÿ �óíêöèè Pr(x). Ýòîò ðÿä ïðè r > 1 ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìóòâåðæäåíèåì (ñì., íàïðèìåð, [3, ñ. 68℄) :åñëè ðÿä Ôóðüå íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [0; m℄ �óíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ ðàâ�íîìåðíî, òî ñóììà ýòîãî ðÿäà ñîâïàäàåò íà [0; m℄ ñ f(x).2°. Ïîëîæèì � = bm=2. Â [4℄ áûëè ââåäåíû òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíî-ìû ïîðÿäêà �:dm(x) = 1m + 2m �Xk=1 os 2�kxm ïðè íå÷¼òíîì m (m = 2�+ 1);



Í. Â. ×àøíèêîâ 209dm(x) = 1m + 2m ��1Xk=1 os 2�kxm + os(�x)m ïðè ÷¼òíîì m (m = 2�):Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî dm(l) = Æm(l); l 2 0 : m� 1:Îïðåäåëèì �m êàê ïðîñòðàíñòâî ÷¼òíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîââèäà T (x) = a02 + �Xk=1 ak os 2�kxm :Ïîëèíîì dm(x), î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó �m.ËÅÌÌÀ 2. Äëÿ ëþáîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà T (x) èç ïðîñòðàí�ñòâà �m ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâîT (x) = m�1Xq=0 T (q) dm(x� q); x 2 R: (5)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü (5) ÷åðåç �(x). ßñíî, ÷òî �(x)ÿâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñòåïåíè íå âûøå �. Â ñèëó ÷¼òíîñòèè m-ïåðèîäè÷íîñòè dm(x) è T (x) èìååì�(�x) = m�1Xq=0 T (q) dm(�x� q) = m�1Xq=0 T (q) dm(x + q) == m�1Xq=0 T (�q) dm(x� q) = m�1Xq=0 T (q) dm(x� q) = �(x):Çíà÷èò, �(x) ÷¼òíàÿ �óíöèÿ, ïîýòîìó �(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó �m.Äëÿ ëþáîãî l 2 0 : m� 1 èìååì�(l) = m�1Xq=0 T (q) dm(l � q) = T (l):Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà l ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ÷¼òíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïî-ëèíîìà T (x) � �(x) ïîðÿäêà �. Êàê èçâåñòíî, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k�óíêöèþ os(kx) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå àëãåáðàè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñòåïåíè kîò os x. Ïîýòîìó íàéä¼òñÿ ïîëèíîì f(t) ñòåïåíè íå âûøå �, òàêîé, ÷òîT (x)� �(x) � f�os 2�xm �:



210 Ï�ÅÄÅË ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÎÍÍÛÕ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏËÀÉÍÎÂÑëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèÿ1; os 2�m ; os 4�m ; : : : ; os 2��mÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ïîëèíîìà f(t). Âñå ýòè çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû è èõ êîëè÷åñòâîðàâíî � + 1. Çíà÷èò, ïîëèíîì f(t) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, òî åñòü T (x) �� �(x).Ëåììà äîêàçàíà.3°. Ïóñòü hr(x) � �óíäàìåíòàëüíûé ñïëàéí âèäàhr(x) = m�1Xq=0 (q)Pr(x� q);ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷èhr(l) = Æm(l); l 2 0 : m� 1: (6)Íàïîìíèì ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ êîý��èöèåíòîâ (q) (ñì. [1, òåîðåìà 1℄).Ïîëîæèì Z = Fm(Æm) = 1;H(k) = m�1Xq=0 Pr(q)!�kqm ; k 2 0 : m� 1;C(k) = Z(k)H(k) = 1H(k) ; k 2 0 : m� 1:Ñèãíàë (q) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ñèã-íàëà C. Çíà÷åíèÿ H(k) âåùåñòâåííû â ñèëó ÷¼òíîñòè ñïëàéíà Pr. Òàêèì îá-ðàçîì, ñèãíàë C(k) òàêæå âåùåñòâåííûé, ÷òî âëå÷¼ò ÷¼òíîñòü ñèãíàëà (q).Ôóíäàìåíòàëüíûé ñïëàéí hr(x) ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé �óíêöèåé. Ýòî ïðîâåðÿåòñÿòàê æå, êàê ÷¼òíîñòü ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (5).�ÿä Ôóðüå hr(x) èìååò âèäar;02 + 1Xs=1 ar;s os 2�sxm ; (7)ãäå ar;s = 2m Z m0 hr(x) os 2�sxm dx:



Í. Â. ×àøíèêîâ 211Âû÷èñëèì ýòè êîý��èöèåíòû:ar;s = 2m m�1Xq=0 (q) Z m0 Pr(x� q) os 2�sxm dx == 2m m�1Xq=0 (q) Z m0 Pr(x) os 2�s (x+ q)m dx == 2m m�1Xq=0 (q)�os 2�sqm Z m0 Pr(x) os 2�sxm dx�� sin 2�sqm Z m0 Pr(x) sin 2�sxm dx�:Âû÷èòàåìûé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ â ñèëó ÷¼òíîñòè �óíêöèè Pr. Ïðèìåíÿÿëåììó 1, ïîëó÷àåì ïðè s = 0 ar;0 = m�1Xq=0 (q);à ïðè s > 0 ar;s = m�1Xq=0 (q) os 2�sqm �m�s sin �sm �2r:Çíà÷èò, ðÿä (7) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, ïîýòîìó åãî ñóììà ñîâïàäàåò ñ hr(x).Êðîìå òîãî, äëÿ êîý��èöèåíòîâ ðÿäà ïðè s > 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêàjar;sj 6 Crs2r ; (8)ãäå Cr = �m� �2r m�1Xq=0 ��(q)��:Âûäåëèì íà÷àëî è êîíåö ðÿäà (7):Ur(x) = ar;02 + �Xs=1 ar;s os 2�sxm ;Wr(x) = 1Xs=�+1 ar;s os 2�sxm :



212 Ï�ÅÄÅË ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÎÍÍÛÕ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏËÀÉÍÎÂËÅÌÌÀ 3. Äëÿ íàòóðàëüíûõ r, îòëè÷íûõ îò åäèíèöû, ñïðàâåäëèâî íåðà�âåíñòâî ��Wr(x)�� 6 C � ��+ 1�r; x 2 [0; m℄; (9)ãäå C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èçâåñòíî (ñì. [1, òåîðåìà 2℄), ÷òî �óíäàìåíòàëüíûéñïëàéí hr(x) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷èZ m0 ��f (r)(x)��2 dx! min;f(l) = Æm(l); l 2 0 : m� 1;f 2 fW r2 ; (10)ãäåfW r2 � ïðîñòðàíñòâîm-ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé, èìåþùèõ ïðîèçâîäíóþ ïî-ðÿäêà r, ñóììèðóåìóþ ñ êâàäðàòîì íà îñíîâíîì ïåðèîäå [0; m℄. Î÷åâèäíî, ÷òîèíòåðïîëÿöèîííûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì dm(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-âèÿì çàäà÷è (10) ïðè ëþáîì r. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîZ m0 ��h(r)r (x)��2 dx 6 Z m0 ��d(r)m (x)��2 dx: (11)Íàéä¼ì ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà.Ïðîäè��åðåíöèðóåì ðÿä (7) ïî÷ëåííî r ðàç:1Xs=1 ar;s �2�sm �ros�2�sxm + �r2 �:Ýòîò ðÿä â ñèëó îöåíêè (8) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Ïîýòîìó åãî ñóììà ðàâ-íà h(r)r (x). Äàëåå, â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå (ñì. [3, ñ. 75℄)Z m0 ��h(r)r (x)��2 dx = m2 1Xs=1 a2r;s �2�sm �2r = m2 �2�m �2r 1Xs=1 s2r a2r;s :Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì dm(x) èìååò âèädm(x) = �02 + �Xs=1 �s os 2�sxm :Ïî ðàâåíñòâó ÏàðñåâàëÿZ m0 ��d(r)m (x)��2 dx = m2 �2�m �2r �Xs=1 s2r �2s :



Í. Â. ×àøíèêîâ 213Íà îñíîâàíèè (11) ïîëó÷àåì1Xs=1 s2r a2r;s 6 �Xs=1 s2r �2s 6 �2r �Xs=1 �2s : (12)Îöåíèì ñóììó ðÿäà Wr(x):��Wr(x)�� 6 1Xs=�+1 jar;sj = 1Xs=�+1�srjar;sj� s�r:Â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî��Wr(x)��2 6 1Xs=�+1 s2r a2r;s 1Xs=�+1 s�2r:Äëÿ ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ ïðàâîé ÷àñòè ñîãëàñíî (12) ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-ñòâî 1Xs=�+1 s2r a2r;s 6 �2r �Xs=1 �2s :Äëÿ âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ èìååì1Xs=�+1 s�2r = 1(�+ 1)2r 1Xs=�+1��+ 1s �2r 66 1(�+ 1)2r 1Xs=�+1��+ 1s �2 6 1(�+ 1)2r�2 �26 :Çíà÷èò, ��Wr(x)��2 6 � ��+ 1�2r �2 (�+ 1)26 �Xs=1 �2s :Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü èçâëå÷ü êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåé ïî-ñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è ïîëîæèòüC = �(�+ 1)p6 � �Xs=1 �2s�1=2:ËÅÌÌÀ 4. Ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèålimr!1hr(x) = dm(x); x 2 R:



214 Ï�ÅÄÅË ÈÍÒÅ�ÏÎËßÖÈÎÍÍÛÕ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÏËÀÉÍÎÂÄîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ hr(x) = Ur(x) +Wr(x), ïðè÷¼ì èç ëåì-ìû 3 ñëåäóåò, ÷òî limr!1Wr(x) = 0: (13)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (6), äëÿ l 2 0 : m� 1 ïîëó÷àåìlimr!1Ur(l) = Æm(l):Ïî îïðåäåëåíèþ Ur(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëè-íîìîâ �m, ïîýòîìó, ñîãëàñíî ëåììå 2,Ur(x) = m�1Xq=0 Ur(q) dm(x� q):Äàëåå, limr!1Ur(x) = m�1Xq=0 Æm(q) dm(x� q) = dm(x):Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäåëüíûì ñîîòíîøåíèåì (13), ïîëó÷èìlimr!1hr(x) = limr!1Ur(x) = dm(x):Ëåììà äîêàçàíà.4°. Ïóñòü z(0); z(1); : : : ; z(m � 1) � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà,Sr(x) � ñïëàéí âèäà (1), óäîâëåòâîðÿþùèé èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì (2).ÒÅÎ�ÅÌÀ. Äëÿ ëþáîãî x 2 R âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèålimr!1Sr(x) = m�1Xq=0 z(q) dm(x� q):Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñïëàéí Sr(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîì-áèíàöèè ñäâèãîâ �óíäàìåíòàëüíûõ ñïëàéíîâ:Sr(x) = m�1Xq=0 z(q) hr(x� q):Â ñèëó ëåììû 4 limr!1m�1Xq=0 z(q) hr(x� q) = m�1Xq=0 z(q) dm(x� q):



Í. Â. ×àøíèêîâ 215Òàêèì îáðàçîì, limr!1Sr(x) = m�1Xq=0 z(q) dm(x� q);÷òî è òðåáîâàëîñü.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. ×àøíèêîâ Í. Â. Ïðåäåëüíûå êðèâûå äëÿ äèñêðåòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñïëàé�íîâ // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 27 èþíÿ 2009 ã.(http://dha.spb.ru/reps09.shtml#0627).2. M. von Golitshek. On the Convergene of Interpolating Periodi SplineFuntions of High Degree // Numer. Math. 1972. V. 19. � 2. P. 146�154.3. Áàðè Í. Ê. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû. Ì.: Íàóêà, 1961. 936 ñ.4. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû òåîðèè äèñêðåòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõñïëàéíîâ // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 30 ÿíâàðÿ2010 ã. (http://dha.spb.ru/reps10.shtml#0130).



ÎÖÅÍÊÈ ÄÅËÜÑÀ�ÒÀÄËß ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÀ ÝËÅÌÅÍÒÎÂÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÄÈÇÀÉÍÀ�. Å. À�îíèí Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ À. Á. Ïåâíûé20 ìàðòà 2010 ã.ÀííîòàöèÿÏðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Äåëüñàðòà äëÿ îöåíêè ñíèçó êî�ëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ñ�åðè÷åñêîãî äèçàéíà. Äàí âûâîä îöåíîê Äåëüñàðòàäëÿ êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ñ�åðè÷åñêîãî äèçàéíà.1°. Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèåhx; yi âåêòîðîâ x; y 2 Rn è íîðìó kxk =phx; xi. ÏóñòüSn�1 = fx 2 Rn : kxk = 1g� åäèíè÷íàÿ ñ�åðà â Rn . Ñ÷èòàåì, ÷òî n > 3.Â ðàáîòàõ [1, 2℄ ââåäåíî ïîíÿòèå ñ�åðè÷åñêîãî äèçàéíà.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ. Ïóñòü t � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ñèñòåìà åäèíè÷íûõ âåê-òîðîâ � = f'1; '2; : : : ; 'mg íàçûâàåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì t-äèçàéíîì, åñëè âûïîë-íÿåòñÿ ðàâåíñòâî 1�n ZSn�1 P (x) dS = 1m mXi=1 P ('i)äëÿ âñåõ ïîëèíîìîâ P (x) ñòåïåíè íå âûøå t. Çäåñü �n � ïëîùàäü ñ�åðû Sn�1.Ïî ìíåíèþ àâòîðîâ [3℄ íàèáîëåå èíòåðåñíàÿ çàäà÷à òåîðèè äèçàéíîâ òà-êîâà: äëÿ äàííûõ n, t íàéòè ñ�åðè÷åñêèé t-äèçàéí ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîìýëåìåíòîâ. Âàæíàÿ îöåíêà ñíèçó äëÿ m = j�j ïîëó÷åíà Ô. Äåëüñàðòîì [1, 2℄.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïóñòü � = f'1; '2; : : : ; 'mg � ñ�åðè÷åñêèé t-äèçàéí. Òîãäàm > Cn�1n+s�1 + Cn�1n+s�2 ïðè t = 2s, (1)m > 2Cn�1n+s�1 ïðè t = 2s+ 1. (2)216



�. Å. À�îíèí, Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, À. Á. Ïåâíûé 2172°. Ïîëèíîìû �åãåíáàóýðà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 íàì ïîòðå-áóþòñÿ ïîëèíîìû �åãåíáàóýðà P (�;�)k (x) ñòåïåíè k, îðòîãîíàëüíûå ñ âåñîìw(x) = (1 � x2)� íà îòðåçêå [�1; 1℄, ïðè � = (n � 3)=2. Îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿñëåäóþùàÿ íîðìèðîâêà [4℄:P (�;�)k (1) = �(k + � + 1)�(� + 1) �(k + 1) :Èçâåñòíà �îðìóëà äëÿ êâàäðàòà íîðìû ïîëèíîìîâ �åãåíáàóýðàP (�;�)k 2 := 1Z�1 w(x) �P (�;�)k (x)�2 dx == 22�+1 �2(k + � + 1)(2k + 2� + 1) �(k + 1) �(k + 2�+ 1) :Åù¼ ðàç ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò ñïåöèàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåò-ðà �: � = n� 32 :Èçìåíèì íîðìèðîâêó ïîëèíîìîâ �åãåíáàóýðà. ÏîëîæèìQk(x) = k P (�;�)k (x);ãäå êîíñòàíòà k âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáûQk(1) = Qk2: (3)Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (3) â âèäå P (�;�)k (1) = k P (�;�)k 2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîk = P (�;�)k (1) = P (�;�)k 2 è Qk(1) = �P (�;�)k (1)�2P (�;�)k 2 :Ñ ó÷¼òîì âûïèñàííûõ �îðìóë ïðèä¼ì ê ðàâåíñòâókQkk2 = (2k + n� 2) �(k + n� 2)�2�n�12 � k! 2n�2 ; k = 0; 1; : : : (4)Ïîëèíîì Q0(x) ðàâåí ïîñòîÿííîé Q0. Ïðè k = 0 èç (3) è (4) ïîëó÷àåìQ0 = kQ0k2 = (n� 2)!�2�n�12 � 2n�2 : (5)



218 ÎÖÅÍÊÈ ÄÅËÜÑÀ�ÒÀ ÄËß ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÀ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÄÈÇÀÉÍÀ3°. Çîíàëüíûå ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè. Âîçüì¼ì âåêòîð v 2 Sn�1.Ôóíêöèÿ f(x) = Qk�hv; xi�, ðàññìàòðèâàåìàÿ íà ñ�åðå Sn�1, íàçûâàåòñÿ çî-íàëüíîé ñ�åðè÷åñêîé �óíêöèåé.ËÅÌÌÀ 1. Ïóñòü k > 1. Äëÿ ëþáîãî v 2 Sn�1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîZSn�1 Qk�hv; xi�dSx = 0:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èíòåãðàë îáîçíà÷èì Ik. Ïðè k íå÷¼òíîì �óíêöèÿf(x) = Qk�hv; xi� ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíîé íà Rn , ïîýòîìó Ik = 0.Ïóñòü k ÷¼òíîå, k > 2. Òîãäà Qk ñîäåðæèò òîëüêî ÷¼òíûå ñòåïåíè:Qk(u) = Xi=0;2;:::;k a(i) ui:Îòñþäà Ik = Xi=0;2;:::;k a(i) ZSn�1 �hv; xi�i dSx = �n Xi=0;2;:::;k a(i) (i): (6)Èíòåãðàë èç (6) âû÷èñëåí â äîêëàäå [5℄. Îí ðàâåí �n (i), ãäå(0) = 1; (i) = (i� 1)!!n(n+ 2) � � � (n+ i� 2) ; i > 2:Çàïèøåì óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè:1Z�1 Qk(u)(1� u2)� du = Xi=0;2;:::;k a(i) d(i) = 0; (7)ãäå d(i) = 1Z�1 ui(1� u2)� du = 2 1Z0 ui(1� u2)� du:Âû÷èñëèì ïîñëåäíèé èíòåãðàë. Ïîñëå çàìåíû x = u2, du = dx2px ïîëó÷èìd(i) = 1Z0 x(i�1)=2(1� x)� dx = �� i+12 ��(� + 1)�� i+12 + � + 1� :



�. Å. À�îíèí, Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, À. Á. Ïåâíûé 219Ïîëîæèì òåïåðü � = (n�3)=2. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �d(i)	 ÷óäåñíûìîáðàçîì ñòàíåò ïðîïîðöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �(i)	. Äåéñòâèòåëüíî,ïðè � = (n� 3)=2 d(i) = �� i+12 ���n�12 ��� i+n2 � :Ó íàñ i � ÷¼òíîå, i = 2�. Ïðèìåíèâ � ðàç �îðìóëó �(x+1) = x�(x), ïîëó÷èì�� i + 12 � = ��� + 12� = (2� � 1)!! ��12�2� ;�� i+ n2 � = ��� + n2� = n (n+ 2) � � � (n + i� 2) ��n2 �2� ;d(i) = (i� 1)!!n (n+ 2) � � � (n + i� 2) � ��12���n�12 ���n2� :Â ðåçóëüòàòå d(i) = (i)K(n); i = 0; 2; : : : ; k; (8)ãäå K(n) çàâèñèò òîëüêî îò n. (Ïðè i = 0 ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.)Îêîí÷àòåëüíî â ñèëó (6), (7), (8) èíòåãðàë Ik ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,Ik = �n Xi=0;2;:::;k a(i) (i) = �nK(n) Xi=0;2;:::;k a(i) d(i) = 0:Ëåììà äîêàçàíà.4°. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñ�åðè÷åñêîãî äèçàéíà.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ. Ïóñòü � = f'1; '2; : : : ; 'mg � ñ�åðè÷åñêèé t-äèçàéí.Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâàmXi;j=1Qk�h'i; 'ji� = 0; k = 1; 2; : : : ; t: (9)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ÔóíêöèÿP (x) = mXi=1 Qk�h'i; xi�; x 2 Rn ;ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñòåïåíè íå âûøå k. Ïî îïðåäåëåíèþ ñ�å-ðè÷åñêîãî t-äèçàéíà è ëåììå 11m mXj=1 P ('j) = 1�n ZSn�1 P (x) dS = 1�n mXi=1 ZSn�1 Qk�h'i; xi� dS = 0;÷òî ðàâíîñèëüíî (9).



220 ÎÖÅÍÊÈ ÄÅËÜÑÀ�ÒÀ ÄËß ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÀ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÄÈÇÀÉÍÀÇàì å ÷ à í è å. Óñëîâèå (9) ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñ�åðè÷åñêîãît-äèçàéíà � ñì. ñòàòüþ Â. À. Þäèíà [6℄.5°. Îöåíêà êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ñ�åðè÷åñêîãî äèçàéíà ïî òåîðå�ìå Äåëüñàðòà. Ô. Äåëüñàðò [1, 2℄ ïðåäëîæèë çàìå÷àòåëüíûé ìåòîä îöåíèâà-íèÿ êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ñ�åðè÷åñêîãî t-äèçàéíà.Îïðåäåëèì P+t êàê ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íå âûøå t, óäîâëåòâî-ðÿþùèõ óñëîâèÿì F (u) > 0 íà [�1; 1℄; F (1) = 1:Êàæäûé ïîëèíîì F 2P+t ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ïîëèíîìàì �åãåíáàóýðàF (u) = tXk=0 FkQk(u):Äëÿ êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå Fk ñïðàâåäëèâà �îðìóëàFk = (F;Qk)(Qk; Qk) ; k 2 0 : t;ãäå ( ; ) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2[�1; 1℄ ñ âåñîìwn(u) = (1� u2)(n�3)=2:Ïîñêîëüêó Q0 = kQ0k2, òîF0 = 1Z�1 F (u)wn(u) du > 0: (10)ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Åñëè � = f'1; '2; : : : ; 'mg � ñ�åðè÷åñêèé t-äèçàéí, òîm > supF2P+t 1F0Q0 : (11)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü F 2P+t . Ïîëîæèì S = mPi;j=1F �h'i; 'ji�. ÈìååìS > mXi=1 F �h'i; 'ii� = mF (1) = m: (12)Âìåñòå ñ òåì, â ñèëó (9)S = tXk=0 Fk mXi;j=1Qk�h'i; 'ji� = m2 F0Q0: (13)Èç (12) è (13) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî m > 1=(F0Q0).Òåîðåìà äîêàçàíà.



�. Å. À�îíèí, Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, À. Á. Ïåâíûé 2216°.Îöåíêà â ñëó÷àå ÷¼òíîãî t. Ïîëó÷èì äëÿ ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåí-ñòâà (11) îöåíêó ñíèçó. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé t = 2s. Îáîçíà÷èì ÷åðåçR2s ïîäìíîæåñòâîP+t , ñîñòîÿùåå èç ïîëèíîìîâ F (u) âèäà F (u) = [A(u)℄2, ãäåA(u) = sXk=0 akQk(u); A(1) = 1: (14)ËÅÌÌÀ 2. Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷àb2s(F ) := 1F0 ! supF2R2sèìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèåF �(u) = " 1Lt sXk=0 Qk(u)#2;ãäå Lt = sPk=0 kQkk2. Ïðè ýòîì b2s(F �) = Lt.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ïîëèíîìà F (u) = [A(u)℄2 â ñèëó (14), íîðìèðîâêèQk è íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî èìååì1 = F (1) = " sXk=0 akQk(1)#2 = " sXk=0 ak kQkk2#2 == " sXk=0�ak kQkk�kQkk#2 6 sXk=0 a2k kQkk2 sXk=0 kQkk2: (15)Íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî òîãäà, êîãäà ak kQkk = � kQkkïðè íåêîòîðîì � è âñåõ k 2 0 : s, ò.å. êîãäàa0 = a1 = : : : = as = �: (16)Äàëåå ïî �îðìóëå (10)F0 = 1Z�1 " sXk=0 akQk(u)#2wn(u) du:Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè F0 = sXk=0 a2k kQkk2: (17)



222 ÎÖÅÍÊÈ ÄÅËÜÑÀ�ÒÀ ÄËß ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÀ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÄÈÇÀÉÍÀÈç (17) è (15) ñëåäóåò, ÷òî 1F0 6 sXk=0 kQkk2 = Lt:�àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (16), ÷òî âìåñòå ñ ðà-âåíñòâîì A(1) = 1 ïðèâîäèò ê �îðìóëå � = 1=Lt. Îñòà¼òñÿ îòìåòèòü, ÷òî âñèëó (17) b2s(F �) = 1F �0 = Lt:Ëåììà äîêàçàíà.Íà îñíîâàíèè (11) è ëåììû 2 çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè t = 2s äëÿ êîëè÷åñòâàýëåìåíòîâ ñ�åðè÷åñêîãî t-äèçàéíà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîm > bD(n; 2s), ãäåbD(n; 2s) = 1Q0 sXk=0 kQkk2: (18)7°.Îöåíêà â ñëó÷àå íå÷¼òíîãî t. Îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ t = 2s + 1.Îáîçíà÷èì R2s+1 ïîäìíîæåñòâî P+t , ñîñòîÿùåå èç ïîëèíîìîâ F (u) âèäàF (u) = (1 + u)[A(u)℄2, ãäåA(u) = bs=2Xk=0 as�2kQs�2k(u); A(1) = 1p2 :Ïîëèíîìû Qs�2k èìåþò îäèíàêîâóþ ÷¼òíîñòü. Àíàëîãè÷íî (15) ïîëó÷àåì1 = F (1) = 2"bs=2Xk=0 as�2kQs�2k(1)#2 66 2 bs=2Xk=0 a2s�2k kQs�2kk2 bs=2Xk=0 kQs�2kk2: (19)�àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî, êîãäà âñå as�2k ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Èõ îáùååçíà÷åíèå îáîçíà÷èì �. Èç óñëîâèÿ A(1) = 1=p2 ñëåäóåò, ÷òî � = p2=Lt, ãäåLt = 2 bs=2Xk=0 kQs�2kk2:



�. Å. À�îíèí, Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, À. Á. Ïåâíûé 223Äàëåå ïî �îðìóëå (10)F0 = 1Z�1 (1 + u) [A(u)℄2wn(u) du == 1Z�1 [A(u)℄2wn(u) du = bs=2Xk=0 a2s�2k kQs�2kk2: (20)
Ñîãëàñíî (19) 1F0 6 Lt:�àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ íà ïîëèíîìåF �(u) = (1 + u) 2L2t "bs=2Xk=0 Qs�2k(u)#2:Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (20) b2s+1(F �) := 1F �0 = Lt:Äëÿ êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ñ�åðè÷åñêîãî t-äèçàéíà ïî òåîðåìå 2 ïîëó÷àåìíåðàâåíñòâî m > bD(n; 2s+ 1), ãäåbD(n; 2s+ 1) = 2Q0 bs=2Xk=0 kQs�2kk2: (21)Íèæíèå ãðàíèöû bD(n; 2s) è bD(n; 2s + 1) íàçûâàþòñÿ îöåíêàìè Äåëüñàðòà(Delsarte bounds).8°.Âû÷èñëåíèå ãðàíèöû Äåëüñàðòà bD(n; t). Ñ ó÷åòîì �îðìóëû (5)ïåðåïèøåì �îðìóëó (4) â âèäåkQkk2 = (2k + n� 2) �(k + n� 2)2n�2 �2�n�12 � k! == Q0 (2k + n� 2) �(k + n� 2)(n� 2)! k! == Q0 �k + (k + n� 2)� (k + n� 3)!(n� 2)! k! == Q0� (k + n� 3)!(n� 2)! (k � 1)! + (k + n� 2)!(n� 2)! k! � == Q0 �Ck�1k+n�3 + Ckk+n�2�:

(22)



224 ÎÖÅÍÊÈ ÄÅËÜÑÀ�ÒÀ ÄËß ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÀ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÄÈÇÀÉÍÀÏðè k = 0 ñ÷èòàåì, ÷òî C�1n�3 = 0.Âû÷èñëèì òåïåðü âåëè÷èíó (18). Ñîãëàñíî (22)bD(n; 2s) = 1Q0 sXk=0 kQkk2 = sXk=0�Ck�1k+n�3 + Ckk+n�2�: (23)Ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì ðàâåíñòâà Csm = Csm�1 + Cs�1m�1 ïîëó÷àåìCsm = Csm�1 + Cs�1m�2 + Cs�2m�3 + : : :+ C0m�s�1 = sXk=0 Ckm�s�1+k(ó÷ëè, ÷òî C0m�s = 1 = C0m�s�1). Â ÷àñòíîñòè,sXk=0 Ckk+n�2 = Csn+s�1 = Cn�1n+s�1 ; (24)sXk=0 Ck�1k+n�3 = sXk=1 Ck�1k+n�3 = s�1Xk=0 Ckk+n�2 = Cn�1n+s�2 :Îòñþäà è èç (23) ñëåäóåò ðàâåíñòâîbD(n; 2s) = Cn�1n+s�1 + Cn�1n+s�2 ;÷òî äîêàçûâàåò îöåíêó (1).Âû÷èñëèì òåïåðü âåëè÷èíó (21):bD(n; 2s+ 1) = 2Q0 bs=2Xj=0 kQs�2jk2 = 2 bs=2Xj=0 �Cs�2j�1s�2j+n�3 + Cs�2js�2j+n�2�: (25)�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. Ïóñòü s = 2l. Òîãäà bs=2 = l è â ñèëó (24)bD(n; 2s+ 1) = 2�Css+n�2 + Cs�1s+n�3 + Cs�2s+n�4 + : : :+ C0n�2� = 2Cn�1n+s�1:Åñëè æå s = 2l + 1, òî èç �îðìóëû (25) ïîëó÷èì ðîâíî òîò æå ðåçóëüòàò:bD(n; 2s+ 1) = 2Cn�1n+s�1 :Ýòî äîêàçûâàåò îöåíêó (2).Ï�ÈÌÅ�. Ïðè n = 3, s = 2, t = 2s+ 1 ïîëó÷èìbD(3; 5) = 2C24 = 12:Â òî æå âðåìÿ íàáîð èç 12 âåðøèí èêîñàýäðà, âïèñàííîãî â ñ�åðó S2, ÿâëÿåòñÿñ�åðè÷åñêèì äèçàéíîì 5-ãî ïîðÿäêà. Çíà÷èò, ýòî ìèíèìàëüíûé ñ�åðè÷åñêèéäèçàéí ïîðÿäêà 5 â R3 .



�. Å. À�îíèí, Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, À. Á. Ïåâíûé 225ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ph. Delsarte. An algebrai approah to the assoiation shemes of oding the-ory // Philips Res. Reports Suppl. 1973. N. 10. P. 1{97.2. Ph. Delsarte, J. M. Goethals, J. J. Seidel. Spherial odes and designs //Geometriae Dediata. 1977. V. 6. P. 363{388.3. E. Bannai, A. Munemasa, B. Venkov. The nonexistene of ertain tight spher-ial designes // Àëãåáðà è àíàëèç. 2004. Ò. 10. Âûï. 4. Ñ. 1�23.4. �. Ñåã¼. Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Ì.: �ÈÔÌË, 1962. 500 ñ.5. �. Å. À�îíèí, Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, À. Á. Ïåâíûé. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ñ�åðå ân-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëà-äû. 15 ìàÿ 2010 ã. (http://dha.spb.ru/reps10.shtml\#0515)6. Â. À. Þäèí. Âðàùåíèÿ ñ�åðè÷åñêèõ äèçàéíîâ // Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èí-�îðìàöèè. 2000. Ò. 36. Âûï. 3. Ñ. 39�45.



ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ Ê�ÈÂÛÅ ÁÅÇÜÅÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ ß. Â. Ïåòóõîâà28 àïðåëÿ 2010 ã.Äîêëàä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàöèè íà òåìû èç ñòàòüè [1℄.1°. Òåîðèÿ êðèâûõ Áåçüå îñíîâàíà íà ñâîéñòâàõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîââ �îðìå Áåðíøòåéíà [2℄. Â òåîðèè ïåðèîäè÷åñêèõ êðèâûõ Áåçüå àíàëîãè÷íóþðîëü èãðàþò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû â �îðìå Âàëëå-Ïóññåíà. Íàïîì-íèì îïðåäåëåíèå òàêèõ ïîëèíîìîâ.Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Âûðàæåíèåbn(t) = 12n+ 1 �Cn2n��1�2 os t2�2n (1)íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Âàëëå-Ïóññåíà ïîðÿäêà n [3, ñ. 26�35℄.Ïî �îðìóëå Ýéëåðà 2 os t2 = eit=2 + e�it=2;òàê ÷òî�2 os t2�2n = 2nX�=0C�2n e(it=2) (2n��) e�(it=2) � = 2nX�=0C�2n eit (n��) = nXk=�nCn�k2n eikt:Äëÿ ÿäðà bn(t) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèåbn(t) = 12n+ 1 nXk=�n fk;n eikt; fk;n = �Cn2n��1Cn�k2n : (2)Îòìåòèì, ÷òî f0;n = 1. Âåêòîð êîý��èöèåíòîâ fn = (fk;n)nk=�n íàçûâàåò-ñÿ ñïåêòðîì ÿäðà bn(t). Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí ñïåêòð ÿäðà Âàëëå-Ïóññåíàïðè n = 16.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f�k;n = fk;n , �îðìóëó (2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåbn(t) = 12n+ 1 �1 + 2 nXk=1 fk;n os(kt)�: (3)226
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b b b b b b b b b b b b b b b b k

fk;n

�15 �10 �5 0 5 10 15�èñ. 1. Ñïåêòð ÿäðà Âàëëå-Ïóññåíà ïðè n = 16Â ñâîþ î÷åðåäü ïðè k 2 1 : nfk;n = (n!)2(n� k)! (n+ k)! = (n� k + 1) � � �n(n + 1) � � � (n+ k) = kYs=1 n� s+ 1n+ s :Íà îñíîâàíèè (1)�(3) çàêëþ÷àåì, ÷òî ÿäðî Âàëëå-Ïóññåíà bn(t) ÿâëÿåòñÿíåîòðèöàòåëüíûì ÷¼òíûì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì ïîðÿäêà n ñ ïîëî-æèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè.2°. Ââåä¼ì óçëû tj = 2�j=N , ãäå N = 2n+ 1.ËÅÌÌÀ 1. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâîN�1Xj=0 bn(t� tj) � 1: (4)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì !N = exp(2�i=N). Ñîãëàñíî (2) èìååìbn(t� tj) = 1N nXk=�n fk;n eik(t�tj) = 1N nXk=�n fk;n !�kjN eikt: (5)Çíà÷èò,N�1Xj=0 bn(t� tj) = nXk=�n fk;n eikt n 1N N�1Xj=0 !�kjN o = nXk=�n fk;n eikt ÆN (k) = f0;n = 1;÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.



228 ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ Ê�ÈÂÛÅ ÁÅÇÜÅ3°. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ïîðÿäêà n â �îðìå Âàëëå-Ïóññåíà îïðå-äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:p(t) = N�1Xj=0 pj bn(t� tj): (6)Çäåñü pj � êîìïëåêñíûå êîý��èöèåíòû, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ òàêæå ïîëþñà�ìè. ×åðåç p = (pj)N�1j=0 îáîçíà÷èì âåêòîð êîý��èöèåíòîâ.Íàéäåì ñïåêòð ïîëèíîìà p(t).Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèåp(t) = 1N nXk=�n k eikt; (7)ãäå k = fk;n �FN(p)�(k): (8)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (6) è (5)p(t) = 1N N�1Xj=0 pj nXk=�n fk;n !�kjN eikt = 1N nXk=�n fk;n eikt N�1Xj=0 pj !�kjN :Ýòî ñîîòâåòñòâóåò �îðìóëàì (7) è (8).Ôîðìóëà (8) ïîçâîëÿåò ïåðåéòè îò ïðåäñòàâëåíèÿ (6) ïîëèíîìà p(t) ê ïðåä-ñòàâëåíèþ (7). Îáðàòíûé ïåðåõîä ñâÿçàí ñ �îðìóëîé îáðàùåíèÿ äëÿ äèñêðåò-íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:pj = 1N nXk=�n kfk;n !kjN ; j 2 0 : N � 1: (9)Çà�èêñèðóåì s 2 �n : n è ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé ñïåêòð: s = 1 è k = 0ïðè k 6= s. Ñîãëàñíî (9) òàêîé ñïåêòð ïîðîæäàåò ïîëþñûpj = 1N !sjNfs;n ; j 2 0 : N � 1:Íà îñíîâàíèè (7) è (6) ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþeist = 1fs;n N�1Xj=0 !sjN bn(t� tj); s 2 �n : n:Ýòî ñîîòíîøåíèå, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèéïîëèíîì ïîðÿäêà íå âûøå n ìîæíî ïðåäñòàâèòü â �îðìå Âàëëå-Ïóññåíà.



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, ß. Â. Ïåòóõîâà 2294°. Êîãäà t èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî 2�, òî÷êà p(t) âèäà (6) îïèñûâàåò çàìêíó-òóþ êðèâóþ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ýòà êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîéêðèâîé Áåçüå ïîðÿäêà n.Ïåðåïèøåì �îðìóëó (6) òàê:p(t) = N�1Xj=0 bn(t� tj) pj:Ïðè �èêñèðîâàííîì t ÷èñëà bn(t� tj) íåîòðèöàòåëüíû è ñîãëàñíî (4) â ñóììåðàâíû åäèíèöå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî òî÷êà p(t) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöè-åé ïîëþñîâ. Îòñþäà ñëåäóåò çàìå÷àòåëüíûé �àêò: âñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ êðèâàÿÁåçüå ëåæèò â âûïóêëîé îáîëî÷êå ñâîèõ ïîëþñîâ.Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí ïðèìåð ïåðèîäè÷åñêîé êðèâîé Áåçüå âòîðîãî ïîðÿäêà.
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�èñ. 2. Ïåðèîäè÷åñêàÿ êðèâàÿ Áåçüå âòîðîãî ïîðÿäêà5°. �àññìîòðèì âîïðîñ î ïîâûøåíèè ïîðÿäêà ïåðèîäè÷åñêîé êðèâîé Áåçüå.Âîçüìåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n̂ > n è îáîçíà÷èì bN = 2n̂ + 1, t̂j = 2�j= bN .Ïîïûòàåìñÿ ïðåäñòàâèòü ïîëèíîì p(t) ïîðÿäêà n â âèäå ïîëèíîìà ïîðÿäêà n̂.Çàïèøåì p(t) = bN�1Xj=0 p̂j bn̂(t� t̂j): (10)Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1bN�1Xj=0 p̂j bn̂(t� t̂j) = 1bN n̂Xk=�n̂ ̂k eikt; (11)ãäå ̂k = fk;n̂ �F bN(p̂)�(k). Ïîëîæèì̂k = (( bN=N) k ïðè k 2 �n : n;0 ïðè jkj 2 n+ 1 : n̂:



230 ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ Ê�ÈÂÛÅ ÁÅÇÜÅÒîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (11) â ñèëó (7) áóäåò ðàâíà p(t). Ñ ïîìîùüþ �îðìóë (9)è (8) ïî ñïåêòðó (̂k)n̂k=�n̂ âîñòàíîâèì ïîëþñû (p̂j) bN�1j=0 :p̂j = 1N nXk=�n kfk;n̂ !kjbN = 1N nXk=�n fk;nfk;n̂ !kjbN N�1Xs=0 ps !�ksN == N�1Xs=0 ps� 1N nXk=�n fk;nfk;n̂ !kjbN!ksN �: (12)
Åñëè ââåñòè ìàòðèöó A ïîðÿäêà bN �N ñ ýëåìåíòàìèAj;s = 1N nXk=�n fk;nfk;n̂ !kjbN!ksN ; j 2 0 : bN � 1; s 2 0 : N � 1;òî �îðìóëó (12) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåp̂ = Ap: (13)Ïîäâåäåì èòîã.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì p(t), îïðåäåëÿåìûé�îðìóëîé (6), ïðè ëþáîì n̂ > n äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (10), â êîòîðîìâåêòîð êîý��èöèåíòîâ p̂ ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ ïî �îðìóëå (13).6°. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïîëþñîâ (p̂j) bN�1j=0 ïðè n̂!1 ñòðåìèòñÿê ãðà�èêó ïîëèíîìà p(t). Çà�èêñèðóåì t 2 [0; 2�) è ïîëîæèì jn̂ = b bN t2� .Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèålimn̂!1 p̂jn̂ = p(t):Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó (12) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè s 2 0 : N � 1limn̂!1 1N nXk=�n fk;nfk;n̂ !kjn̂bN!ksN = bn(t� ts):Ñîãëàñíî (5) ýòî ðàâíîñèëüíî ïðîâåðêå ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèélimn̂!1 !kjn̂bNfk;n̂ = eikt; k 2 �n : n:



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, ß. Â. Ïåòóõîâà 231Èìååì !kjn̂bN = exp�2�ibN k � bN t2� ��: (14)Ïî îïðåäåëåíèþ öåëîé ÷àñòè ÷èñëàbN t2� 6 � bN t2� � < bN t2� + 1;òàê ÷òî t 6 2�bN � bNt2� � < t+ 2�bN :Îòñþäà è èç (14) ñëåäóåò, ÷òî ïðè k 2 �n : nlimn̂!1!kjn̂bN = eikt:Îñòàåòñÿ îòìåòèòü, ñîñëàâøèñü íà ïîñëåäíþþ �îðìóëó èç ï. 1°, ÷òîfk; bN ! 1 ïðè n̂!1 è òåõ æå k. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Íà ðèñ. 3 èëëþñòðèðóåòñÿ ïðîöåäóðà ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà ïåðèîäè÷åñêîéêðèâîé Áåçüå, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2.7°. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé êðèâîé Áåçüå íóæíî âû÷èñëèòü çíà-÷åíèÿ ïîëèíîìà p(t) âèäà (6) íà ìåëêîé ñåòêå �s = 2�s=M , s 2 0 : M � 1,ãäå M > N . Ñîãëàñíî (7) èìååìp(�s) = 1N nXk=�n k !ksM = 1N � nXk=0 k !ksM + �1Xk=�n k !(k+M) sM � == 1N � nXk=0 k !ksM + M�1Xk=M�n k�M !ksM�:Ïîëîæèì dk = 8>><>>:(M=N) k ïðè k 2 0 : n;0 ïðè k 2 n + 1 :M � n� 1;(M=N) k�M ïðè k 2M � n :M � 1:Òîãäà p(�s) = 1M M�1Xk=0 dk !ksN ; s 2 0 :M � 1:Ýòî çíà÷èò, ÷òî p(�s) ñóòü çíà÷åíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ñïåê-òðà d = (dk)M�1k=0 .Îáîçíà÷èì hk = �FN(p)�(k); k 2 0 : N � 1:
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�èñ. 3. Ïîâûøåíèå ïîðÿäêà ïåðèîäè÷åñêîé êðèâîé ÁåçüåÎòìåòèì, ÷òî â ñèëó (8), ÷åòíîñòè fk;n ïî k è N -ïåðèîäè÷íîñòè hk, ïðè k 22M � n :M � 1 ñïðàâåäëèâà �îðìóëàk�M = fM�k;n hk�M+N :Äëÿ ñïåêòðà d ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèådk = 8>><>>:(M=N) fk;n hk ïðè k 2 0 : n;0 ïðè k 2 n+ 1 :M � n� 1;(M=N) fM�k;nhk�M+N ïðè k 2M � n :M � 1:ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. S�anhez-Reyes J. Periodi Bezier urves // Computer Aided Geometri Design.2009. Vol. 26. P. 989-1005.



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, ß. Â. Ïåòóõîâà 2332. �ðèãîðüåâ Ì. È., Ìàëîçåìîâ Â. Í., Ñåðãååâ À. Í. Ïîëèíîìû Áåðíøòåéíàè ñîñòàâíûå êðèâûå Áåçüå // Æóðíàë âû÷èñë. ìàò. è ìàòåì. �èç. 2006.Ò. 46. � 11. Ñ. 1962-1971.3. Íàòàíñîí È. Ï. Êîíñòðóêòèâíàÿ òåîðèÿ �óíêöèé. Ì.-Ë.: �îñòåõèçäàò,1949. 688 ñ.



ÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈÅ ÏÎ ÑÔÅ�ÅÂ n-ÌÅ�ÍÎÌ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ�. Å. À�îíèí Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ À. Á. Ïåâíûé15 ìàÿ 2010 ã.Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû áàçîâûå ñâåäåíèÿ äëÿ çàíÿòèé ñ�åðè÷åñêèìè äè-çàéíàìè.1°. �àññìîòðèì â Rn ïðè n > 3 åäèíè÷íóþ ñ�åðó Sn�1 :Sn�1 = �x 2 Rn �� x21 + � � �+ x2n = 1	:Ïåðåéä¼ì ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàìx1 = os'1 ;x2 = sin'1 os'2 ;x3 = sin'1 sin'2 os'3 ;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :xn�1 = sin'1 sin'2 � � � sin'n�2 os'n�1 ;xn = sin'1 sin'2 � � � sin'n�2 sin'n�1 : (1)
Êîðîòêî �îðìóëû (1) ìîæíî çàïèñàòü òàê:x = �n(');ãäå �n = (�1; : : : ; �n�1; �n)T . Îòìåòèì, ÷òî�n+1 = (�1 ; : : : ; �n�1 ; �n os'n ; �n sin'n)T : (2)Ñ÷èòàåì, ÷òî â �îðìóëàõ (1) òî÷êà ' = ('1; : : : ; 'n�1) ïðèíàäëåæèò ïà-ðàëëåëåïèïåäóDn�1 = f' 2 Rn�1 �� 'k 2 [0; �℄; k 2 1 : n� 2; 'n�1 2 [0; 2�)g:Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ' 2 Dn�1 òî÷êà x = �n('), ïðèíàäëåæèòSn�1. Òåì ñàìûì �îðìóëû (1) îïðåäåëÿþò îòîáðàæåíèå �n : Dn�1 ! Sn�1.234



�. Å. À�îíèí, Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, À. Á. Ïåâíûé 235Ñ êàæäîé òî÷êîé x 2 Sn�1 ñâÿæåì âåëè÷èíûrk =vuut nXi=k x2i ; k = 1; 2; : : : ; n:ßñíî, ÷òî r1 = 1 è rn = jxnj. Ââåä¼ì äâà ìíîæåñòâàSn�10 = �x 2 Sn�1 �� rk > 0 ïðè k 2 2 : n� 1	;Dn�10 = �' 2 Rn�1 �� 'k 2 (0; �); k 2 1 : n� 2; 'n�1 2 [0; 2�)	:ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Îòîáðàæåíèå �n óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîò�âåòñòâèå ìåæäó Dn�10 è Sn�10 .Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ' 2 Dn�10 è x = �n('), òî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâå-ðÿåòñÿ, ÷òî rn�1 > 0, rn�2 > 0; : : : ; r2 > 0, r1 = 1, òî åñòü ÷òî x 2 Sn�10 .Òåïåðü âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x 2 Sn�10 è ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåòåäèíñòâåííûé âåêòîð ' 2 Dn�10 ñî ñâîéñòâîì �n(') = x.(a; b) ' x
y
0 r

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ýëåìåíòàðíûì�àêòîì. Ïóñòü pa2 + b2 = r, ïðè÷¼ì r >> 0. Òîãäà íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííûé óãîë ' 22 [0; 2�), òàêîé, ÷òîa = r os'; b = r sin': (3)Åñëè è b > 0, òî íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííûéóãîë ' 2 (0; �) ñî ñâîéñòâîì (3). Ýòî ñëå-äóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà (ñì.ðèñóíîê).Èìååì px21 + r22 = 1, ïðè÷¼ì r2 > 0. Êàê áûëî îòìå÷åíî, íàéä¼òñÿ åäèí-ñòâåííûé óãîë '1 2 (0; �), òàêîé, ÷òîx1 = os'1 ; r2 = sin'1 :Äàëåå px22 + r23 = r2 , ïðè÷¼ì r2 > 0 è r3 > 0. Çíà÷èò, íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííûéóãîë '2 2 (0; �), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿìx2 = r2 os'2 = sin'1 os'2 ;r3 = r2 sin'2 = sin'1 sin'2 :Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íî, äîéä¼ì äî ðàâåíñòâà px2n�2 + r2n�1 = rn�2 , èç êîòî-ðîãî ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî óãëà 'n�2 2 (0; �), òàêîãî, ÷òîxn�2 = rn�2 os'n�2 = sin'1 � � � sin'n�3 os'n�2 ;



236 ÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈÅ ÏÎ ÑÔÅ�Å Â n-ÌÅ�ÍÎÌ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅrn�1 = rn�2 sin'n�2 = sin'1 � � � sin'n�3 sin'n�2 :Íà ïîñëåäíåì øàãå px2n�1 + x2n = rn�1 , ãäå rn�1 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-ñòâóåò åäèíñòâåííûé óãîë 'n�1 2 [0; 2�) ñî ñâîéñòâîìxn�1 = rn�1 os'n�1 = sin'1 sin'2 � � � sin'n�2 os'n�1 ;xn = rn�1 sin'n�1 = sin'1 sin'2 � � � sin'n�2 sin'n�1 :Òåîðåìà äîêàçàíà.2°. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå hx; yi è íîðìó kxk == phx; xi, ãäå x; y 2 Rn . Êàê îòìå÷àëîñü, âåêòîð-�óíêöèÿ x = �n('), çà-äàâàåìàÿ �îðìóëàìè (1), îòîáðàæàåò Dn�1 â Sn�1.Ñîãëàñíî [1℄ (ñòàòüÿ ¾Ïëîùàäü¿) ïëîùàäü �n ñ�åðû Sn�1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî�îðìóëå �n = ZDn�1 pdet(G(')) d';ãäå G(') � ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìèGij = ���n�'i ; ��n�'j �; i; j 2 1 : n� 1:Â îáùåé ñèòóàöèè �îðìóëà äëÿ �n äîêàçàíà â [2, ñ. 235℄.Ïðîêîììåíòèðóåì ýòî îïðåäåëåíèå. Ââåä¼ì n-ìåðíûå âåêòîðûT (n)i (') = ��n(')�'i ; i 2 1 : n� 1: (4)Ìàòðèöà G ñ ýëåìåíòàìè Gij = 
T (n)i ; T (n)j �, i; j 2 1 : n�1, åñòü ìàòðèöà �ðàìàñèñòåìû âåêòîðîâ (4). Ïîýòîìó G íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà è det(G) > 0.Èíòåãðàë îò �óíêöèè f(x) ïî ñ�åðå Sn�1 îïðåäåëèì �îðìóëîéZSn�1 f(x) dS = ZDn�1 f��n(')�pdet(G(')) d': (5)Äëÿ òåîðèè ñ�åðè÷åñêèõ äèçàéíîâ âïîëíå äîñòàòî÷íî òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿîá èíòåãðàëàõ ïî ñ�åðå.Íàøà çàäà÷à � âû÷èñëèòü �óíêöèþ In(') =pdet(G(')). �åøàþùóþ ðîëüâ ýòîì èãðàåò îðòîãîíàëüíîñòü ñèñòåìû âåêòîðîâ (4).ËÅÌÌÀ 1. Ñèñòåìà âåêòîðîâ (4) îðòîãîíàëüíà äëÿ ëþáîãî ' 2 Dn�1, òîåñòü 
T (n)i ('); T (n)j (')� = 0 ïðè i 6= j.



�. Å. À�îíèí, Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, À. Á. Ïåâíûé 237Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â äàëüíåéøåì àðãóìåíò ' áóäåì îïóñêàòü. Áóäåì ïîèíäóêöèè äîêàçûâàòü îðòîãîíàëüíîñòü ñèñòåìû fT (k)i gk�1i=1 äëÿ k = 3; 4; : : : ; n.Ïðè k = 3T (3)1 = 24 � sin'1os'1 os'2os'1 sin'235 ; T (3)2 = 24 0� sin'1 sin'2sin'1 os'235 : (6)Ëåãêî ñîñ÷èòàòü, ÷òî 
T (3)1 ; T (3)2 � = 0: (7)Âåêòîð T (3)1 êàñàòåëåí ê ìåðèäèàíó íà ñ�åðå S2, à T (3)2 � êàñàòåëåí ê ïàðàë-ëåëè. �àâåíñòâî (7) îòðàæàåò òîò �àêò, ÷òî ïàðàëëåëè è ìåðèäèàíû íà ñ�åðåîðòîãîíàëüíû.Îñóùåñòâèì ïåðåõîä îò k ê k + 1. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ïðèi; j 2 1 : k � 1, i 6= j, áóäåò
T (k)i ; T (k)j � := kX�=1 ����'i � ����'j = 0:Äëÿ òåõ æå i; j ñîãëàñíî (2)
T (k+1)i ; T (k+1)j � = k�1X�=1 ����'i � ����'j + ��k�'i � ��k�'j � �os2 'k + sin2 'k� = 0:Ïóñòü òåïåðü i 2 1 : k � 1, j = k. Çàìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòû �1; : : : ; �k íåçàâèñÿò îò 'k, ïîýòîìóT (k+1)k = �0; : : : ; 0; ��k sin'k ; �k os'k�T : (8)Â òî æå âðåìÿ ïðè i 2 1 : k � 1T (k+1)i = ���1�'i ; : : : ; ��k�1�'i ; ��k�'i os'k ; ��k�'i sin'k�T : (9)Ñîñòàâèâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (8) è (9), ïîëó÷èì 0. Èíäóêòèâíûéïåðåõîä çàâåðø¼í. Ëåììà äîêàçàíà.Ñëåäñòâèåì ëåììû ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîñòü ìàòðèöû G:G = diag�T (n)1 2; T (n)2 2; : : : ; T (n)n�12�:Îòñþäà In(') :=pdet(G) = T (n)1  � T (n)2  � � �T (n)n�1:



238 ÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈÅ ÏÎ ÑÔÅ�Å Â n-ÌÅ�ÍÎÌ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Äëÿ ëþáîãî n > 3 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîIn(') = sinn�2 '1 � sinn�3 '2 � � � sin'n�2 ; ' 2 Dn�1: (10)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü Ik('); k = 3; : : : ; n.Ïðè k = 3 âåêòîðû T (3)1 ; T (3)2 èìåþò âèä (6), ïîýòîìóT (3)1  = 1; T (3)2  = sin'1 ; I3(') = sin'1 :Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò ïëîùàäè ñ�åðû S2 ðàâåí dS = sin'1 d'1 d'2 . Ýòîõîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò.Ïî èíäóêöèè áóäåì ïîêàçûâàòü, ÷òî ïðè k 2 3 : nT (k)i 2 = sin2 '1 � sin2 '2 � � � sin2 'i�1 ; i 2 1 : k � 1: (11)Ïðè k = 3 ýòî âûïîëíåíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî (11). Ñîãëàñíî (2)T (k+1)i 2 = k�1X�=1�����'i �2 + ���k�'i �2(os2 'k + sin2 'k) == T (k)i 2 = sin2 '1 � sin2 '2 � � � sin2 'i�1 ; i 2 1 : k � 1:Äàëåå, T (k+1)k èìååò âèä (8). ÎòñþäàT (k+1)k 2 = �2k �sin2 'k + os2 'k� = sin2 '1 � sin2 '2 � � � sin2 'k�1 :Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä çàâåðø¼í. Ôîðìóëà (11) äîêàçàíà äëÿ ëþáîãî k 2 3 : n.Ïîëàãàÿ k = n, ïîëó÷àåìT (n)i  = sin'1 � sin'2 � � � sin'i�1 ; i 2 1 : n� 1:(Ïðè i = 1 ýòî ðàâåíñòâî íàäî ïîíèìàòü òàê: T (n)1  = 1.) Âû÷èñëèì ïðîèçâå-äåíèå ïî âñåì i 2 1 : n� 1. Ïðèä¼ì ê ðàâåíñòâóIn(') = n�1Yi=1T (n)i  = sinn�2 '1 � sinn�3 '2 � � � sin'n�2 :Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåïåðü ìîæíî âû÷èñëÿòü èíòåãðàëû ïî ñ�åðå, ïîëüçóÿñü �îðìóëîéZSn�1 f(x) dS = ZDn�1 f��n(')� In(') d': (12)



�. Å. À�îíèí, Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, À. Á. Ïåâíûé 2393°. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà Sn�1. Ñïðàâåäëèâîñëåäóþùåå èíòóèòèâíî î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.ËÅÌÌÀ 2. Ïóñòü P � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n� n. ÒîãäàZSn�1 f(Px) dS = ZSn�1 f(x) dS:Ëåììó ìîæíî äîêàçàòü, ïîëüçóÿñü ñâÿçüþ ìåæäó èíòåãðàëàìè ïî ñ�åðå èøàðó [3℄.4°. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî ñ�åðå.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ïóñòü k � íåîòðèöàòåëüíîå ÷¼òíîå ÷èñëî, k = 2s.Òîãäà J(k) := ZSn�1 xk1 dS = (k) �n ;ãäå �n = 2�n=2 �(n=2) � ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñ�åðû Sn�1 è(k) = s�1Yj=0 2j + 12j + n :Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (10) è (12) èìååìJ(k) = �Z0 osk '1 sinn�2 '1 d'1 �Z0 sinn�3 '2 d'2 � � � �Z0 sin'n�2 d'n�2 2�Z0 d'n�1 :Êàê èçâåñòíî, �=2Z0 sinp x osq x dx = ��p+12 ��� q+12 �2 ��p+q+22 � ;ãäå �(a) � ãàììà-�óíêöèÿ Ýéëåðà, îáëàäàþùàÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè:�(1) = 1; ��12� = p�; �(a+ 1) = a�(a) ïðè a > 0. (13)Ó÷èòûâàÿ ýòî, â ñèëó ÷¼òíîñòè k ïîëó÷àåì�Z0 osk '1 sinn�2 '1 d'1 = 2 �=2Z0 osk '1 sinn�2 '1 d'1 = ��k+12 ���n�12 ���k+n2 � :



240 ÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈÅ ÏÎ ÑÔÅ�Å Â n-ÌÅ�ÍÎÌ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÄàëåå �Z0 sinn���1 '� d'� = ��12���n��2 ���n��+12 � ; � = 2; : : : ; n� 2;2�Z0 d'n�1 = 2�:Ïîñëå óìíîæåíèÿ ïðèä¼ì ê �îðìóëåJ(k) = 2� ��k+12 ���k+n2 � h��12�in�3 = 2�p��n�1 ��k+12 ���k+n2 � : (14)Ïî îïðåäåëåíèþ J(0) = �n, òàê ÷òî (0) = 1 è�n = 2�p��n=�(n=2):Ïóñòü k > 2. Óïðîñòèì �îðìóëó (14). Â ñèëó (13)��k+12 � = ��k�12 + 1� = k�12 ��k�12 � = k�12 k�32 ��k�32 � == � � � = (k�1)(k�3)���12s ��12� = (k�1)!!2s p�;��k+n2 � = k+n�22 ��k+n�22 � = k+n�22 k+n�42 ��k+n�42 � == � � � = (k+n�2)(k+n�4)���n2s ��n2�:Çíà÷èò, J(k) = 2�p��n (k � 1)!!n(n+ 2) � � � (n+ k � 2) �(n=2) = �n s�1Yj=0 2j + 12j + n :Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Îòìåòèì, ÷òî J(k) = 0 ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ íå÷¼òíûõ k.5°. Ïóñòü k1; : : : ; kn � íåîòðèöàòåëüíûå ÷¼òíûå ÷èñëà è��k�� = k1 + � � �+ kn :Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, íî òåõíè÷åñêè ÷óòü ñëîæíåå, âû÷èñëÿåòñÿ èíòå-ãðàë Äèðèõëå J(k1; : : : ; kn) := ZSn�1 xk11 � � �xknn dS =



�. Å. À�îíèí, Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, À. Á. Ïåâíûé 241= 2 ��k1+12 � � � ���kn+12 ��� jkj+n2 � == (k1 � 1)!! � � � (kn � 1)!!n(n + 2) � � � (n+ jkj � 2) �n :(Ïî îïðåäåëåíèþ (�1)!! = 1.) Ýòà �îðìóëà âûâåäåíà òàêæå â [3℄ � îðèãèíàëü-íûì ìåòîäîì, áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò.Èíòåãðàë Äèðèõëå îïðåäåë¼í ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ kj, j 2 1 : n. Åñëèõîòÿ áû îäíî èç kj íå÷¼òíî, òî J(k1; : : : ; kn) = 0.6°. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð v 2 Rn è ÷¼òíîå ÷èñëî k,k > 2. Âû÷èñëèì èíòåãðàë �èëüáåðòà�ÑîíèíàH(k) = ZSn�1 �hv; xi�k dS:Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîH(k) = �n (k)kvkk: (15)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ëåììå 2H(k) = ZSn�1 �hv; Pxi�k dS; (16)ãäå P � ëþáàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ïîëîæèì v0 = v=kvk è ïîñòðîèìîðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó P , òàêóþ, ÷òî P Tv0 = e1. Â ýòîì ñëó÷àåhv; Pxi = hP Tv; xi = kvkhP Tv0; xi = kvkhe1; xi = kvkx1 :Òåïåðü (15) ñëåäóåò èç (16) è ïðåäëîæåíèÿ 1.Ïîÿñíèì, êàê ñòðîèòñÿ ìàòðèöà P . Óñëîâèå P Tv0 = e1 ðàâíîñèëüíî óñëî-âèþ Pe1 = v0. Çíà÷èò, â êà÷åñòâå ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû P íóæíî âçÿòüåäèíè÷íûé âåêòîð v0. Îñòàëüíûå n � 1 ñòîëáöîâ âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíî,íî òàê, ÷òîáû ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç n ñòîëáöîâ ìàòðèöû P , îáðàçîâûâàëàîðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn .Îòìåòèì, ÷òî H(k) = 0 ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ íå÷¼òíûõ k.Ïðåäëîæåíèå 2 ìîæåò áûòü äîêàçàíî íåïîñðåäñòâåííî, áåç èñïîëüçîâàíèÿëåììû 2, îïèðàÿñü òîëüêî íà �îðìóëó äëÿ èíòåãðàëà Äèðèõëå (ñì. [4℄, ï°. 676,11).



242 ÈÍÒÅ��È�ÎÂÀÍÈÅ ÏÎ ÑÔÅ�Å Â n-ÌÅ�ÍÎÌ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ. Ò. 4. Ì., 1984.2. Ä. Þ. Áóðàãî, Þ. Ä. Áóðàãî, Ñ. Â. Èâàíîâ. Êóðñ ìåòðè÷åñêîé ãåîìåòðèè.Ì.�Èæåâñê: ÈÊÈ, 2004.3. J. A. Baker. Integration over spheres and the divergene theorem for balls //Amer. Math. Monthly. 1997. V. 104. No. 1. P. 36{47.4. �. Ì. Ôèõòåíãîëüö. Êóðñ äè��åðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.Òîì III. Ì., 1960.



Ò�È ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈßÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÕ ÄÈÇÀÉÍÎÂ�. Å. À�îíèí À. Á. Ïåâíûé22 ìàÿ 2010 ã.Äîêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü òð¼õ îïðåäåëåíèé ñ�åðè÷åñêèõ t-äè-çàéíîâ. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë óñòàíîâëåí ðàíåå â ñòàòüå Â. À. Þäèíà [1℄.1°. Çà�èêñèðóåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà n > 2 è t > 1. Èñïîëüçóåì ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå hx; yi = x1 y1 + � � � + xn yn âåêòîðîâ x; y 2 Rn è íîðìó kxk ==phx; xi. Ïóñòü Sn�1 = �x 2 Rn �� kxk = 1	� åäèíè÷íàÿ ñ�åðà â Rn .Â ðàáîòå [1℄ ïðèâåäåíû òðè îïðåäåëåíèÿ ñ�åðè÷åñêèõ t-äèçàéíîâ. Íàïîì-íèì ýòè îïðåäåëåíèÿ è óñòàíîâèì èõ ýêâèâàëåíòíîñòü.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Ñèñòåìà � = f'1; '2; : : : ; 'mg � Sn�1 íàçûâàåòñÿ ñ�åðè-÷åñêèì t-äèçàéíîì, åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî1�n ZSn�1 P (x) dS = 1m mXi=1 P ('i) (1)äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà P (x) ñòåïåíè íå âûøå t. Çäåñü �n = 2�n=2=�(n2 ) � ïëî-ùàäü ñ�åðû Sn�1.Âòîðîå îïðåäåëåíèå ñâÿçàíî ñ ïîëèíîìàìè �åãåíáàóýðà Qk(u) ñòåïåíè k.Èõ îñíîâíîå ñâîéñòâî � îðòîãîíàëüíîñòü íà îòðåçêå [�1; 1℄ ñ âåñîìwn(u) = �1� u2�(n�3)=2:Ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå1Z�1 Qk(u)Ql(u)wn(u) du = 0 ïðè k 6= l.Ýòî ñâîéñòâî îïðåäåëÿåò ïîëèíîìû Qk ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ. Â äàííîìäîêëàäå ìíîæèòåëü íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè è ïîýòîìó íå áóäåì åãî �èêñèðî-âàòü. 243



244 Ò�È ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÕ ÄÈÇÀÉÍÎÂÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Ñèñòåìà � = f'1; '2; : : : ; 'mg � Sn�1 íàçûâàåòñÿ ñ�å-ðè÷åñêèì t-äèçàéíîì, åñëè äëÿ ëþáîãî k = 1; 2; : : : ; t âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâîmXi=1 Qk�h'i; xi� = 0 8 x 2 Sn�1: (2)ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Ñèñòåìà � = f'1; '2; : : : ; 'mg � Sn�1 íàçûâàåòñÿ ñ�å-ðè÷åñêèì t-äèçàéíîì, åñëè äëÿ ëþáîãî x 2 Rn âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî1m mXi=1 �h'i; xi�k = (0; k � íå÷¼òíîå, k 6 t;kkxkk; k � ÷¼òíîå, k 6 t; (3)ãäå (0) = 1; (k) = (k � 1)!!n (n+ 2) � � � (n+ k � 2) ïðè k ÷¼òíîì, k > 2. (4)Ç àì å ÷ à í è å. Ïðè k = 0 ïîëüçóåìñÿ åñòåñòâåííûìè ñîãëàøåíèÿìè [h'i; xi℄0 == 1 è kxk0 = 1. Ïîýòîìó ïðè k = 0 ðàâåíñòâî (3) òðèâèàëüíî.Ïðè ÷¼òíîì k > 2 ðàâåíñòâî (3) èíîãäà íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâîì Âàðèíãà, ïîèìåíè àíãëèéñêîãî ìàòåìàòèêà Ý. Âàðèíãà (1734�1798), ïîñòàâèâøåãî çàäà÷óî ïðåäñòàâëåíèè kxkk â âèäå ñóììû k-õ ñòåïåíåé ëèíåéíûõ �îðì (ñì. [2℄).2°. Âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû. Ïåðâàÿëåììàâ [2℄ïðèïèñûâàåòñÿÄ.�èëü-áåðòó (áåç òî÷íîé ññûëêè).ËÅÌÌÀ 1. Äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî ' 2 Rn è ÷¼òíîãî k > 0 ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî ZSn�1 �h'; xi�k dSx = (k) �nk'kk: (5)Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ â äîêëàäå [4℄.ËÅÌÌÀ 2. Äëÿ ëþáîãî ' 2 Sn�1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâàZSn�1 Qk�h'; xi�dSx = 0; k = 1; 2; : : : : (6)Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ â äîêëàäå [3℄.



�. Å. À�îíèí, À. Á. Ïåâíûé 2453°. Ýêâèâàëåíòíîñòü òð¼õ îïðåäåëåíèé ñ�åðè÷åñêîãî äèçàéíà.ÒÅÎ�ÅÌÀ. Îïðåäåëåíèÿ 1, 1, 2 ýêâèâàëåíòíû.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì ïî ñëåäóþùåé ñõåìå: (1) )) (2), (2) ) (3), (3) ) (1): Ýòè òðè ýòàïà ïðîéäåì â îñíîâíîì ñëåäóÿÂ. À. Þäèíó [1℄, íî ñ íåêîòîðûìè èçìåíåíèÿìè äëÿ äîñòèæåíèÿ áîëüøåéÿñíîñòè.I. Ïóñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1) äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà P (x) ñòåïåíè íåâûøå t. Çà�èêñèðóåì y 2 Sn�1 è k 2 1 : t. �àññìîòðèì ïîëèíîì P (x) == Qk(hx; yi) ñòåïåíè k. Çàïèøåì ðàâåíñòâî (1)1m mXi=1 P ('i) = 1�n ZSn�1 P (x) dS:Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ P (x) è âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 2. Ïîëó÷èì1m mXi=1 Qk�h'i; yi� = 1�n ZSn�1 Qk�hx; yi�dSx = 0;îòêóäà ñëåäóåò (2).II. Ïóñòü âûïîëíåíî (2), òî åñòümXi=1 Qk�h'i; xi� = 0 8 x 2 Sn�1 è 8 k 2 1 : t:Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíîå k 2 0 : t è ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.×èñëî k � íå÷¼òíîå, k = 2s + 1. Òîãäà uk ðàçëàãàåòñÿ ïî íå÷¼òíûì ïîëè-íîìàì �åãåíáàóýðà: uk = sXj=0 djQ2j+1(u):Îòñþäà 1m mXi=1 �h'i; xi�k = 1m sXj=0 dj mXi=1 Q2j+1�h'i; xi� = 0:×èñëî k � ÷¼òíîå, k = 2s. Òîãäàuk = sXj=0 djQ2j(u):



246 Ò�È ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÕ ÄÈÇÀÉÍÎÂÎòñþäà ïðè ëþáîì x 2 Sn�11m mXi=1 �h'i; xi�k = 1m sXj=0 dj mXi=1 Q2j�h'i; xi�:Ïðè j 2 1 : s ïîñëåäíÿÿ ñóììà ðàâíà íóëþ â ñèëó (2). Ïðè j = 0 ïîëèíîì Q0(u)ðàâåí ïîñòîÿííîé Q0, ïîýòîìó1m mXi=1 �h'i; xi�k = d0Q0 8 x 2 Sn�1: (7)Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè (7) ïî ñ�åðå Sn�1. Â ñèëó ëåììû 1 ïðèä¼ì ê ðà-âåíñòâó (k) �n = d0Q0 �n ;îòêóäà d0Q0 = (k). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x 6= O ïîäñòàâèì â (7) âåêòîð x=kxk.Ïðèä¼ì ê ðàâåíñòâó (3).III. Ïóñòü âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (3). Äëÿ ïðîâåðêè (1) íàì áóäåò óäîáíîèñïîëüçîâàòü îäíó êîíñòðóêöèþ èç ñòàòüè [5℄.Äëÿ ëþáîãî k 2 0 : t ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Pn;k îäíîðîäíûõ ïîëèíî-ìîâ îò n ïåðåìåííûõ ñòåïåíè k. Ïîëèíîìû f; g 2Pn;k çàïèøåì â âèäåf(x) = Xjij=k ai xi; g(x) = Xjij=k bi xi;ãäå i = (i1; : : : ; in) � ìóëüòèèíäåêñ, jij = i1 + i2 + � � � + in, xi = xi11 xi22 � � � xinn .Íóëåâîé ïîëèíîì îáîçíà÷àåì O . Ââåä¼ì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Pn;k :�f; g� = Xjij=k ai bidi ; ãäå di = k!i1! i2! � � � in! :Äëÿ ëþáîãî ' 2 Rn ââåä¼ì ïîëèíîì�(k)' (x) = �h'; xi�k = �'1 x1 + '2 x2 + � � �+ 'n xn�k:Ïî ïîëèíîìèàëüíîé �îðìóëå�(k)' (x) = Xjij=k di 'i xi: (8)Îòñþäà äëÿ ëþáîãî f 2Pn;k��(k)' ; f� = Xjij=k di 'i aidi = f('): (9)



�. Å. À�îíèí, À. Á. Ïåâíûé 247Ïåðåéä¼ì ê ïðîâåðêå ðàâåíñòâà (1). Ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì P (x) ñòåïåíèíå âûøå t ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ:P (x) = f0(x) + f1(x) + � � �+ ft(x);ãäå fk 2 Pn;k, k 2 0 : t. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (1) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿïîëèíîìîâ ffkg.Ïóñòü k � íå÷¼òíîå, k 6 t. Òîãäà â ñèëó (3)1m mXi=1 �h'i; xi�k � 0;÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó 1m mXi=1 �(k)'i = O : (10)Óìíîæèì (10) ñêàëÿðíî íà fk . Ïîëó÷èì â ñèëó (9)1m mXi=1 ��(k)'i ; fk� = 1m mXi=1 fk('i) = 0 = 1�n ZSn�1 fk(x) dS;ãäå èíòåãðàë ðàâåí íóëþ â ñèëó íå÷¼òíîñòè fk(x).Äëÿ f0(x) � onst ðàâåíñòâî (1) ïðèìåò âèä 1 = 1.Ïóñòü k � ÷¼òíîå, k 2 2 : t. Ââåä¼ì ïîëèíîì!k(x) = kxkk = �x21 + x22 + � � �+ x2n�k=2;ïðèíàäëåæàùèé ïðîñòðàíñòâó Pn;k. �àâåíñòâî (3) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî ââèäå 1m mXi=1 �(k)'i = (k)!k : (11)Óìíîæèì îáå ÷àñòè (11) ñêàëÿðíî íà fk. Ïîëó÷èì1m mXi=1 ��(k)'i ; fk� = (k)�!k; fk�: (12)Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâíà 1m mPi=1 fk('i). Âû÷èñëèì ïðàâóþ ÷àñòü (12).Ïî ëåììå 1ZSn�1 �(k)' (x) dS' = ZSn�1 �hx; 'i�k dS' = (k) �n !k(x); x 2 Rn : (13)



248 Ò�È ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÕ ÄÈÇÀÉÍÎÂÓìíîæèì (13) ñêàëÿðíî íà fk :h ZSn�1 �(k)' (x) dS' ; fki = �n (k)�!k; fk�: (14)Èç ðàâåíñòâà (8) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèåZSn�1 �(k)' (x) dS' = Xjij=k diMi xi;ãäå Mi = ZSn�1 'i dS' :Ïîëèíîì fk çàïèøåì â âèäå fk(x) = Pjij=k ai xi: Òîãäà â (14) ëåâàÿ ÷àñòüïðèíèìàåò âèäXjij=k diMi aidi = ZSn�1 Xjij=k ai 'i dS' = ZSn�1 fk(') dS' :Â èíòåãðàëå çàìåíèì ' íà x. Íà îñíîâàíèè (14) è (12) ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì1�n ZSn�1 fk(x) dSx = (k)�!k; fk� = 1m mXi=1 fk('i):Òåì ñàìûì ïðîâåðåíî, ÷òî ðàâåíñòâî (1) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ïîëèíîìîâ fk,k 2 0 : t, ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ ïîëèíîìà P (x).Òåîðåìà äîêàçàíà.4°. Îäíî ñâîéñòâî ñ�åðè÷åñêèõ äèçàéíîâ.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ. Ïóñòü ñèñòåìà � = f'1; '2; : : : ; 'mg � Sn�1 ÿâëÿåòñÿñ�åðè÷åñêèì t-äèçàéíîì. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâàmXi=1 mXj=1 Qk�h'i; 'ji� = 0; k = 1; 2; : : : ; t; (15)ãäå Qk � ïîëèíîì �åãåíáàóýðà ñòåïåíè k.�àâåíñòâî (15) ñðàçó ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 1.



�. Å. À�îíèí, À. Á. Ïåâíûé 249ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Â. À. Þäèí. Âðàùåíèÿ ñ�åðè÷åñêèõ äèçàéíîâ // Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èí-�îðìàöèè. 2000. Ò. 36. Âûï. 3. Ñ. 39�45.2. B. Reznik. Sums of even powers of real linear forms // Mem. Amer. Math.So. 1992. V. 96. No 463. P. 1{155.3. �. Å. À�îíèí, Â. Í. Ìàëîçåìîâ, À. Á. Ïåâíûé. Îöåíêè Äåëüñàðòà äëÿêîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ñ�åðè÷åñêîãî äèçàéíà // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿.Èçáðàííûå äîêëàäû. 20 ìàðòà 2010 ã.(http://dha.spb.ru/reps10.shtml#0320)4. Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé. Ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ ñ�åðè÷åñêèõäèçàéíîâ // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 4 àïðåëÿ2009 ã. (http://dha.spb.ru/reps09.shtml#0404)5. B. Venkov. R�eseaux et designs sph�eriques // R�eseaux Eulidiens. Designssph�eriques et Formes Modulaires. Enseign. Math. G�eneve. 2001. P. 10{86.



ÎÖÅÍÊÀ ÑÍÈÇÓ ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÀ ÝËÅÌÅÍÒÎÂÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÄÈÇÀÉÍÀ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞËÈÍÅÉÍÎ�Î Ï�Î��ÀÌÌÈ�ÎÂÀÍÈßÍ. Î. Êîòåëèíà29 ìàÿ 2010 ã.Ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà Äåëüñàðòà äëÿ îöåíêè ñíèçó ÷èñëà ýëåìåíòîâñ�åðè÷åñêîãî äèçàéíà è å¼ ìîäè�èêàöèÿ, èñïîëüçóþùàÿ òîëüêî ÷¼òíûåïîëèíîìû. �àññìàòðèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåòî÷íàÿ çàäà÷à ëèíåéíî�ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ.1°. Îáîçíà÷åíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Èñïîëüçóåì ñêàëÿð-íîå ïðîèçâåäåíèå hx; yi = x1 y1 + : : : + xn yn âåêòîðîâ x; y 2 Rn è íîð-ìó kxk =phx; xi.Ïóñòü Sn�1 = �x 2 Rn �� kxk = 1	� åäèíè÷íàÿ ñ�åðà â Rn .ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ. Ïóñòü t � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ñèñòåìà âåêòîðîâ � == f'1; '2; : : : ; 'mg � Sn�1 íàçûâàåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì t-äèçàéíîì, åñëè1�n ZSn�1 P (x) dS = 1m mXi=1 P ('i) (1)äëÿ âñåõ ïîëèíîìîâ P (x) ñòåïåíè íå âûøå t. Çäåñü �n � ïëîùàäü ñ�åðû Sn�1.Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ òåîðèè äèçàéíîâ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå äëÿ äàí-íûõ n è t ñ�åðè÷åñêîãî t-äèçàéíà ñ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ (ñì.,íàïðèìåð, [4℄). Âàæíàÿ îöåíêà ñíèçó äëÿ m = j�j áûëà ïîëó÷åíà Ô. Äåëüñàð-òîì ([1, 5℄). Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Äåëüñàðòà èñïîëüçóþòïîëèíîìû �åãåíáàóýðà.
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Í. Î. Êîòåëèíà 2512°. Ïîëèíîìû �åãåíáàóýðà è òåîðåìà Äåëüñàðòà. Çà�èêñèðóåì íà-òóðàëüíîå n > 2: �àññìîòðèì âåñwn(u) = (1� u2)n�32 ; u 2 [�1; 1℄:Ïóñòü fQkg1k=0 � ñèñòåìà ïîëèíîìîâ �åãåíáàóýðà. Îíà îáëàäàåò ñâîéñòâîìîðòîãîíàëüíîñòè ñ âåñîì wn(u)1Z�1 Qk(u)Qs(u)wn(u) du = 0; k 6= s:Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå íîðìèðîâêèQk(1) = 1:Äëÿ ïîëèíîìîâ �åãåíáàóýðà ñïðàâåäëèâî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèåQ0(u) � 1; Q1(u) = u;�k + n� 2�Qk+1(u) = �2k + n� 2�uQk(u)� k Qk�1(u):Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òîuQk(u) = (k + n� 2)Qk+1(u) + k Qk�1(u)2k + n� 2 ; k = 1; 2; : : : :Îáîçíà÷èâ �k = k + n� 22k + n� 2 è �k = k2k + n� 2 ;ïîëó÷èì uQk(u) = �kQk+1(u) + �kQk�1(u); k = 1; 2; : : : : (2)Çàìåòèì, ÷òî ïðè n > 2 è k > 1 ÷èñëà �k è �k ïîëîæèòåëüíûå.Ô. Äåëüñàðò [5℄ â 1973 ã. ïðåäëîæèë çàìå÷àòåëüíûé ìåòîä îöåíèâàíèÿêîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ñ�åðè÷åñêîãî äèçàéíà ïîðÿäêà t. Çà�èêñèðóåì íàòó-ðàëüíîå d > t: Ïóñòü P+d � ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè íåâûøå d, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿìF (x) > 0 äëÿ âñåõ x 2 [�1; 1℄ è F (1) > 0.Êàæäûé ïîëèíîì F (x) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ïîëèíîìàì �åãåíáàóýðàF (x) = dXk=0 FkQk(x);



252 ÎÖÅÍÊÀ ÑÍÈÇÓ ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÀ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÄÈÇÀÉÍÀãäå êîý��èöèåíòû Ôóðüå Fk îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîéFk = (F;Qk)kQkk2 ; k 2 0 : d:Çäåñü ( ; ) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2[�1; 1℄ ñ âåñîì wn(u), kQkk2 == (Qk; Qk): Ââåä¼ì ìíîæåñòâîM(n; t; d) = �F 2 P+d �� Fk 6 0; k 2 t+ 1 : d	:ÒÅÎ�ÅÌÀ 1 (Äåëüñàðò [5℄). Ïóñòü � = f'1; '2; : : : ; 'mg � ñ�åðè÷åñêèéäèçàéí ïîðÿäêà t. Òîãäàm > sup�F (1)F0 ���� F 2M(n; t; d)�; (3)ãäå F0 � íóëåâîé êîý��èöèåíò Ôóðüå ïîëèíîìà F (x).Çàì å ÷ à í è å. Òåîðåìó Äåëüñàðòà ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü â ñëåäóùåì âè-äå. Îáîçíà÷èì b(n; t) ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ñ�åðè÷åñêîãî äè-çàéíà ïîðÿäêà t â ïðîñòðàíñòâå Rn (ïðè óñëîâèè, ÷òî õîòÿ áû îäèí òàêîéñ�åðè÷åñêèé äèçàéí ñóùåñòâóåò). Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîb(n; t) > sup�F (1)F0 ���� F 2M(n; t; d)�;ãäå F0 � íóëåâîé êîý��èöèåíò Ôóðüå ïîëèíîìà F (x).Äëÿ îöåíêè ñíèçó êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ñ�åðè÷åñêîãî t-äèçàéíà ìîæíîòàêæå èñïîëüçîâàòü ìîäè�èêàöèþ òåîðåìû 1, èñïîëüçóþùóþ òîëüêî ÷¼òíûåïîëèíîìû.3°. Ìîäè�èêàöèÿ òåîðåìû Äåëüñàðòà, èñïîëüçóþùàÿ òîëüêî ÷¼ò�íûå ïîëèíîìû. Ïóñòü âåçäå äàëüøå t íå÷¼òíîå, t = 2s + 1. Ââåä¼ì êëàññïîëèíîìîâM(n; t; d) := �F 2M(n; t; d) �� F (�u) = F (u) 8 u 2 [�1; 1℄	:Òîãäà ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, êîòîðàÿ âïåðâûå ïîÿâèëàñü â ðàáîòå [3℄. Íèæåïðèâåäåíî áîëåå ïîäðîáíîå å¼ äîêàçàòåëüñòâî.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîb(n; t) > sup�2F (1)F0 ���� F 2 M(n; t; d)�; (4)ãäå F0 � íóëåâîé êîý��èöèåíò Ôóðüå ïîëèíîìà F (x).



Í. Î. Êîòåëèíà 253Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüì¼ì bF 2 M(n; t; d). Äîêàæåì, ÷òî b(n; t) > 2 bF (1)F0 .Ââåä¼ì ïîëèíîì F �(u) = (1 + u) bF (u). Ïðîâåðèì, ÷òî F � 2 M(n; t; d + 1).Òàê êàê bF (u) íåîòðèöàòåëüíûé íà [�1; 1℄ ïîëèíîì è bF (1) > 0; òî F � òîæåáóäåò íåîòðèöàòåëüíûì íà [�1; 1℄ è F �(1) > 0. �àññìîòðèì êîý��èöèåíòûÔóðüå äëÿ F �. Ïðè ÷¼òíîì k èíòåãðàë îò íå÷¼òíîé �óíêöèè ïî ñèììåòðè÷íî-ìó ïðîìåæóòêó ðàâåí íóëþ. Ïîëó÷àåìF �k = 1kQkk2�Z 1�1 bF (u)Qk(u)wn(u) du + Z 1�1 u bF (u)Qk(u)wn(u) du�= bFk :Ïðè íå÷¼òíîì k âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (2):F �k = 1kQkk2�Z 1�1 bF (u)Qk(u)wn(u) du + Z 1�1 u bF (u)Qk(u)wn(u) du� == 1kQkk2 Z 1�1 u bF (u)Qk(u)wn(u) du == 1kQkk2 Z 1�1 bF (u)��kQk+1(u) + �kQk�1(u)�wn(u) du == 1kQkk2h�k Qk+12 bFk+1 + �k Qk�12 bFk�1i:Ïðîâåðèì, ÷òî F �k 6 0; k 2 t+ 1 : d+ 1:Ïóñòü k ÷¼òíîå, k > t+ 1. ÒîãäàF �k = bFk 6 0:Ïóñòü k íå÷¼òíîå, k > t+1. Òîãäà k�1, k+1 ÷¼òíûå è k�1, k+1> t+1, òàê êàê tíå÷¼òíîå. Ïîñêîëüêó bF 2 M(n; t; d), òî bFk�1 6 0, bFk+1 6 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,F �k 6 0. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî F � 2 M(n; t; d + 1). Ïî îöåíêå Äåëüñàðòà (3)ïîëó÷àåì, ÷òî b(n; t) > F �(1)F �0 ; (5)ïðè÷¼ì F �0 = 1kQ0k2 Z 1�1 �1 + u� bF (u)wn(u) du = bF0 ; F �(1) = 2 bF (1):Ñëåäîâàòåëüíî, (5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåb(n; t) > 2 bF (1)bF0 : (6)Ïåðåõîäÿ ê ñóïðåìóìó ïî bF èç êëàññà M(n; t; d), ïîëó÷àåì îöåíêó (4).Òåîðåìà äîêàçàíà.



254 ÎÖÅÍÊÀ ÑÍÈÇÓ ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÀ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÄÈÇÀÉÍÀ4°. Ñåòî÷íàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ äàííûõ n, t,èñïîëüçóÿ îöåíêó Äåëüñàðòà (4), îöåíèì âåëè÷èíó b(n; t). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,êàê è ðàíåå, ÷òî t íå÷¼òíîå, t = 2s + 1. Âûáåðåì d > s è ðàâíîìåðíóþ ñåòêóíà [0; 1℄. Ïîëîæèì ui = i� 1M0 ; i = 1; : : : ;M0 + 1:Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ b(n; t) ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïîëèíîìà F (u) 2 M(n; t; 2d)âèäà F (u) = F0 + dXk=1 FkQ2k(u);ìàêñèìèçèðóþùåãî F (1), ïðè óñëîâèè Fk 6 0, k > s+ 1. Ïðè ýòîì F0 áóäåì�èêñèðîâàòü, âçÿâ ðàâíûì 1. Çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãîïðîãðàììèðîâàíèÿ:L(F1; : : : ; Fd) := 2F (1) = 2 + 2(F1 + F2 + � � �+ Fd)! max;F (ui) = 1 + dXk=1 FkQ2k(ui) > 0; i 2 1 :M0 + 1;F0 = 1;Fk 6 0; k 2 s+ 1 : d: (7)
Åñëè (F �1 ; : : : ; F �d ) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå (7), òî F �(u) = 1+Pdk=1 F �k Q2k(u) �îïòèìàëüíûé ïîëèíîì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íà îòðåçêå [0, 1℄ âûïîëíÿëîñü óñëîâèåíåîòðèöàòåëüíîñòè, ââåä¼ì âåëè÷èíó" = �min�F �(u) �� u 2 [0; 1℄	;è ðàññìîòðèì ïîëèíîì eF (u) = F �(u) + ":Çàìåòèì, ÷òî eF (u) > 0 íà [0, 1℄ è eF (u) 2 M(n; t; d): Êîý��èöèåíòû eF è F �ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìèeFk = F �k ; k = 1 : d; eF0 = F �0 + ":Ïî îöåíêå Äåëüñàðòà (4)b(n; t) > 2 eF (1)eF0 = 2(F (1) + ")1 + " = L� + 2"1 + " ;ãäå L� = L(F �1 ; : : : ; F �d ) � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé �óíêöèè.



Í. Î. Êîòåëèíà 2555°. Ìîäè�èöèðîâàííûé ñèìïëåêñ-ìåòîä. Â çàäà÷å (7) ïðåäñòàâèìFk = F 0k � F 00k ; F 0k > 0; F 00k > 0; k 2 1 : s;Fk = �F 00k ; F 00k > 0; k 2 s+ 1 : d:Äîáàâèì ïåðåìåííûå zi, i 2 1 :M0 + 2, è çàïèøåì çàäà÷ó, ýêâèâàëåíòíóþ (7):eL(F1; : : : ; Fd) := �2F (1) = �2� 2 sXk=1 (F 0k � F 00k ) + 2 dXk=s+1F 00k ! min;F0 + sXk=1 Q2k(ui) �F 0k � F 00k �� dXk=s+1Q2k(ui)F 00k � zi = 0; i 2 1 :M0 + 1;F0 = 1;F 0k > 0; k 2 1 : s; F 00k > 0; k 2 1 : d; zi > 0; i 2 1 :M0 + 1: (8)
Ââåä¼ì èíäåêñíûå ìíîæåñòâàM = 1 :M0+2, D = 1 : d è ðàññìîòðèì ìàòðèöóA[M;D℄ ñ ýëåìåíòàìèA[i; k℄ = Q2k(ui); i 2 1 :M0 + 1; k 2 1 : d;A[M0 + 2; k℄ = 0; k 2 1 : d:Òîãäà ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé â çàäà÷å (8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåF0 1[M ℄ + sXk=1 �F 0k � F 00k �A[M; k℄� dXk=s+1F 00kA[M; k℄� M0+1Xi=1 zi ei = b[M ℄;ãäå 1[M ℄ = (1; : : : ; 1)T ; b[M ℄ = (0; : : : ; 0; 1)T :Çàäà÷ó (8) áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ìîäè�èöèðîâàííîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà.Óêàæåì íà÷àëüíûé áàçèñíûé ïëàíF0 = 1; zi = 1 ïðè i 2 1 :M0 + 1;îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ðàâíû íóëþ. Ïðîèíäåêñèðóåì íåèçâåñòíûå â çàäà÷å (8).Ïóñòü x � ìàññèâ íåèçâåñòíûõ â çàäà÷å (8). Ïîëîæèìx[k℄ = F 0k ; k 2 1 : s; x[0℄ = F0 ; x[�k℄ = F 00k ; k 2 1 : d;x[s + i℄ = zi ; i 2 1 :M0 + 1:Òîãäà ìíîæåñòâî áàçèñíûõ èíäåêñîâ N 0 äëÿ âûáðàííîãî íàìè íà÷àëüíîãî áà-çèñíîãî ïëàíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:N 0 = �0; s+ 1; : : : ; s+M0 + 1	; ��N 0�� =M0 + 2:



256 ÎÖÅÍÊÀ ÑÍÈÇÓ ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÀ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÄÈÇÀÉÍÀÑòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå áàçèñíûì íåèçâåñòíûì, ëèíåéíî íåçàâèñèìû.Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äëÿ áàçèñíîé ìàòðèöû A[M;N 0℄ ìîæíî óêàçàòü îá-ðàòíóþ áàçèñíóþ ìàòðèöó B[N 0;M ℄. Áàçèñíàÿ ìàòðèöà è îáðàòíàÿ ê íåé ïðèM0 = 4 èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
A = 266666641 �1 0 0 0 01 0 �1 0 0 01 0 0 �1 0 01 0 0 0 �1 01 0 0 0 0 �11 0 0 0 0 0

37777775 ; B = 26666664 0 0 0 0 0 1�1 0 0 0 0 10 �1 0 0 0 10 0 �1 0 0 10 0 0 �1 0 10 0 0 0 �1 1
37777775 : (9)

Ïðè ñîñòàâëåíèè ïðîãðàììû ìû íå áóäåì õðàíèòü â ïàìÿòè êîìïüþòåðàâñþ ìàòðèöó êîý��èöèåíòîâ, äîñòàòî÷íî õðàíèòü ìàòðèöó A[M;D℄.Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, êàê â íàøåé ïðîãðàììå áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ îöåí-êè.Âîçüì¼ì ãðàíèöó barrier = 10�14. Áóäåì ïðîäîëæàòü âû÷èñëåíèÿ, ïîêàìàêñèìàëüíàÿ îöåíêà max îñòà¼òñÿ íå ìåíüøå barrier. Îöåíêè áóäåì âû÷èñ-ëÿòü ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì:"[F 0k℄ = y[M ℄A[M; k℄ + 2 ïðè k 2 1 : s;"[F 00k ℄ = �"[F 0k℄ ïðè k 2 1 : s;"[F 00k ℄ = �y[M ℄A[M; k℄� 2 ïðè k 2 s+ 1 : d;"[zi℄ = y[M ℄(�ei) = �y[i℄ ïðè i 2 1 :M0 + 1:6°. �åçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû. �åçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû ïî-ìåñòèì â òàáëèöó. Â íåé K � íàèìåíüøåå èçâåñòíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâñ�åðè÷åñêîãî äèçàéíà, ïðèâåäåííîå â [3℄. Òàì æå óêàçàí èñòî÷íèê, ãäå îïèñàíñ�åðè÷åñêèé äèçàéí ñ K ýëåìåíòàìè, íàïðèìåð, ïðè n = 4, t = 11, äèçàéíñî 120 ýëåìåíòàìè îïèñàí â [2℄; bD(n; t) � îöåíêà Äåëüñàðòà, âû÷èñëÿåìàÿ ïîñëåäóþùåé �îðìóëå (ñì. [1, 5℄)bD(n; t) = 2Cn�1n+s�1 äëÿ t = 2s+ 1.



Í. Î. Êîòåëèíà 257Òàáëèöàn t d M0 L� " L�+2"1+" bD(n; t) K2 3 2 100 4 0 4 4 43 5 3 100 12:006 7:17e� 004 11:99 12 124 3 2 100 8 0 8 8 84 5 3 100 20:007 0:002 19:97 20 244 7 5 100 41:1 7:54e� 004 41:07 40 464 7 5 200 41:1 1:81e� 004 41:09 40 464 9 7 100 73:64 0:006 73:20 70 864 11 11 100 120:05 0:06 119:33 112 1204 19 19 1000 499:35 0:002 498:61 440 7208 7 4 100 240 0:001 239:70 240 2408 11 8 800 1856 2:28e� 004 1855:50 1584 24008 13 12 1000 4360:7 7:02e� 004 4357:7 3432 242408 15 16 500 9191:5 0:005 9140 6864 2640012 5 3 100 156:08 6:34e� 004 155:98 156 75612 7 4 100 728:52 0:002 727:08 728 75612 9 6 600 2939:80 2:28e� 4 2939:10 2730 806412 11 7 1000 10604 1:05e� 4 10602 8736 50400ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Delsarte P., Goetals J. M., Seidel J. J. Spherial odes and designs // Geom.Dediata. 1977. V. 6. P. 363{388.2. Àíäðååâ Í. Í. Ìèíèìàëüíûé äèçàéí 11-ãî ïîðÿäêà íà òðåõìåðíîé ñ�å�ðå //Ìàòåì. çàìåòêè. Ñåð. 2000. Ò. 67. � 4. Ñ. 489�497.3. de la Harpe P., Pahe C., Venkov B. Constrution of spherial ubature formu-las, using latties // Àëãåáðà è àíàëèç. 2006. Ò. 18. Âûï. 1. Ñ. 162�186.4. Bonnai E., Munemasa A., Venkov B. The nonexistene of ertain tight spherialdesigns // Àëãåáðà è àíàëèç. 2004. Ò. 16. Âûï. 4. Ñ. 1�23.5. Delsarte P. An algebrai approah to the assoiation shemes of oding theory //Philips Res. Reports (Suppl.). 1973. V. 10.



Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ �ÀÓÑÑÀ ÄËßÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ ÈÊ�ÈÒÅ�ÈÉ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÄÈÇÀÉÍÀ�. Å. À�îíèí À. Á. Ïåâíûé28 àâãóñòà 2010 ã.Ïðèâîäèòñÿ ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè îäíî�ðîäíîãî ïîëèíîìà îò n ïåðåìåííûõ ÷åðåç ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû. Ýòàòåîðåìà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèÿ ñ�åðè÷åñêîãî äèçàé�íà â òåðìèíàõ ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé.1°. ×åðåç Vk(x) è Wk(x) áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ïðîèçâîëüíûéîäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè k îò n ïåðåìåííûõ x = (x1; : : : ; xn) è ïðîèçâîëü-íûé îäíîðîäíûé ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè k. �àðìîíè÷åñêèé ïîëèíîìóäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà�Wk = �2Wk�x21 + � � �+ �2Wk�x2n = 0:Èñïîëüçóåì òàêæå îáîçíà÷åíèå r2 = kxk2 = x21 + � � �+ x2n.Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ìîæíî íàéòè â [1℄ è [2℄.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1 (ïðåäñòàâëåíèå �àóññà). Îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè k äî�ïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (è ïðèòîì åäèíñòâåííîå) ñëåäóþùåãî âèäàVk(x) = bk=2Xj=0 r2jWk�2j(x); x 2 Rn : (1)Ï�ÈÌÅ�. Â ñëó÷àå n = 2 íàéä¼ì ïðåäñòàâëåíèå ïîëèíîìàV2(u; v) = u2 + 6uv � 2v2:Îíî èìååò âèä V2(u; v) =W2(u; v) + �u2 + v2�C;ãäå C � êîíñòàíòà. ÏîëèíîìW2(u; v) = �1� C�u2 + 6uv � �2 + C� v2258



�. Å. À�îíèí, À. Á. Ïåâíûé 259áóäåò ãàðìîíè÷åñêèì ïðè C = �12 . Ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå �àóññà:V2(u; v) = 32 �u2 � v2�+ 6uv � 12 �u2 + v2�:Ëþáîé îäíîðîäíûé ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì âòîðîé ñòåïåíè ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-íîé êîìáèíàöèåé ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ u2� v2 è uv (ñì. äàëåå ñëåäñòâèåèç òåîðåìû 1).Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû óñòàíîâèì ÷åòûðå âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåð-æäåíèÿ.ËÅÌÌÀ 1 (�îðìóëà Ýéëåðà). Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâînXi=1 xi �Vk�xi (x) = kVk(x):Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì �óíêöèþ '(�) = Vk(�x). Òîãäà'0(�) = nXi=1 xi �Vk�xi (�x) ) '0(1) = nXi=1 xi �Vk�xi (x): (2)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó îäíîðîäíîñòè Vk(x) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî'(�) = �k Vk(x);ïîýòîìó '0(�) = k �k�1 Vk(x) ) '0(1) = kVk(x): (3)Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè (2) è (3), ïîëó÷èì òðåáóåìîå òîæäåñòâî.ËÅÌÌÀ 2. Ïóñòü f(x) � îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè k. Òîãäà�(r2f) = (2n+ 4k)f + r2�f: (4)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî�(r2f) = 2nf + 4 nXi=1 xi �f�xi + r2�f:Ïî �îðìóëå Ýéëåðà èìååì nXi=1 xi �f�xi = kf;îòêóäà è âûòåêàåò ðàâåíñòâî (4).



260 Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ �ÀÓÑÑÀ ÄËß ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÏÎËÈÍÎÌÎÂÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà s ñïðàâåäëèâà �îð�ìóëà �(r2sf) = s�2n+ 4k + 4(s� 1)� r2s�2f + r2s�f: (5)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî s. Ïðè s = 1 ðàâåíñòâî (5)ñîâïàäàåò ñ (4). Äîïóñòèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì s > 2�(r2s�2f) = �s� 1��2n+ 4k + 4(s� 2)� r2s�4f + r2s�2�f: (6)Ïðèìåíèì òåïåðü ëåììó 2 ê îäíîðîäíîìó ïîëèíîìó r2s�2f ñòåïåíè k+2s� 2.Ïîëó÷èì ñ ó÷¼òîì (6)�(r2sf) = �2n+ 4k + 8s� 8� r2s�2f + r2�(r2s�2f) == s�2n+ 4k + 4s� 4� r2s�2f + r2s�f;÷òî ñîâïàäàåò ñ (5).Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè k îò n ïåðåìåííûõîáîçíà÷èì Hom(n; k). Âû÷èñëèì åãî ðàçìåðíîñòü d(n; k) = dimHom(n; k).ËÅÌÌÀ 3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîd(n; k) = Ckn+k�1 : (7)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì Vk 2 Hom(n; k) ìîæíî ïðåäñòà-âèòü â âèäå Vk(x) = kXi=0 xi1 qi(x2; : : : ; xn);ãäå qi � îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè k � i îò n � 1 ïåðåìåííûõ x2; : : : ; xn.Îòñþäà d(n; k) = kXi=0 d(n� 1; k � i): (8)Ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû (7) äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1 ðàâåí-ñòâî (7) ñïðàâåäëèâî: d(1; k) = 1 = Ck1+k�1.Äîïóñòèì, ÷òî d(n� 1; k) = Ckn+k�2 è óñòàíîâèì (7). Èìååì â ñèëó (8)d(n; k) = kXi=0 Ck�in+k�i�2 = Ckn+k�2 + Ck�1n+k�3 + � � �+ C0n�2 : (9)Ñ äðóãîé ñòîðîíû,Ckn+k�1 = Ckn+k�2 + Ck�1n+k�2 = Ckn+k�2 + Ck�1n+k�3 + Ck�2n+k�3 = � � �� � � = Ckn+k�2 + Ck�1n+k�3 + � � �+ C0n�2 ;÷òî ñîâïàäàåò ñ (9). Ëåììà äîêàçàíà.



�. Å. À�îíèí, À. Á. Ïåâíûé 261Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîéïîäïðîñòðàíñòâ L1 è L2 (çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà L = L1 u L2), åñëèêàæäûé ýëåìåíò v 2 L ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå v = v1 + v2; v1 2 L1; v2 2 L2, èýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî. Óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ðàâíîñèëüíî óñëîâèþL1 \ L2 = �O	.×åðåç W(n; k) îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíûõ ãàðìîíè÷å-ñêèõ ïîëèíîìîâ Wk(x) ñòåïåíè k îò n ïåðåìåííûõ. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèåäîêàçàíî â [1℄. Ìû ïðèâåä¼ì óïðîù¼ííîå åãî äîêàçàòåëüñòâî.ËÅÌÌÀ 4. Ïóñòü k > 2. Ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììóHom(n; k) =W(n; k)u r2Hom(n; k � 2); (10)ãäå r2 = x21 + � � �+ x2n èr2Hom(n; k � 2) = �P (x) �� P (x) = r2Q(x); Q 2 Hom(n; k � 2)	:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òîW(n; k) \ r2Hom(n; k � 2) = �O	; (11)ãäå O � ïîëèíîì, âñå êîý��èöèåíòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ. ÏîëèíîìP 2 r2Hom(n; k � 2); P 6= O ;ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå P (x) = r2mQ(x);ãäå Q 2 Hom(n; k� 2m); m 2 1 : bk=2 è Q(x) íå äåëèòñÿ íà r2. Äîïóñòèì, ÷òîP 2 W(n; k), ò. å. �P = O . Ïî �îðìóëå (5)�P = m�2n + 4(k � 2m) + 4(m� 1)� r2m�2Q+ r2m�Q = O :Îòñþäà Q = C r2�Q, ãäå C = onst 6= 0, çíà÷èò Q äåëèòñÿ íà r2, ÷òî ïðîòè-âîðå÷èò óñëîâèþ.Ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (11). Òåïåðü äëÿ ïðîâåðêè (10) äîñòà-òî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òîd(n; k) = dimW(n; k) + d(n; k � 2):Òàê êàê W(n; k)u r2Hom(n; k � 2) � Hom(n; k), òîdimW(n; k) + d(n; k � 2) 6 d(n; k):



262 Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ �ÀÓÑÑÀ ÄËß ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÏÎËÈÍÎÌÎÂÎòñþäà dimW(n; k) 6 d(n; k)� d(n; k � 2): (12)�àññìîòðèì òåïåðü îïåðàòîð Ëàïëàñà� êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ïðî-ñòðàíñòâå Hom(n; k). Òîãäà ïî èçâåñòíîé òåîðåìå (ñì. [3℄, 6.4-6 è 6.4-7) ñïðà-âåäëèâî ðàâåíñòâîdimKer� + dim Im� = dimHom(n; k) := d(n; k):Ó íàñ Ker� = W(n; k), à ìíîæåñòâî çíà÷åíèé Im� îïåðàòîðà � ñîäåðæèòñÿâ Hom(n; k � 2), îòñþäàdim Im� 6 dimHom(n; k � 2) := d(n; k � 2):Çíà÷èò dimW(n; k) = d(n; k)� dim Im� > d(n; k)� d(n; k � 2): (13)Íà îñíîâàíèè (12) è (13) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâîdimW(n; k) = d(n; k)� d(n; k � 2); (14)÷òî ðàâíîñèëüíî òðåáóåìîìó.Ëåììà äîêàçàíà.ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Äëÿ ðàçìåðíîñòè N(k) = dimW(n; k) ïðîñòðàíñòâà îäíî�ðîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè k ñïðàâåäëèâà �îðìóëàN(k) = Ckn+k�1 � Ck�2n+k�3 :Ýòîò ðåçóëüòàò íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç �îðìóë (7) è (14).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð åìû 1. Ëåììó 4 ïðèìåíÿåì bk=2 ðàç. Åñëè k > 4,òî ïðèä¼ì ê ðàçëîæåíèþHom(n; k) =W(n; k)u r2W(n; k � 2)u r4Hom(n; k � 4):Åñëè k ÷¼òíîå, r = 2m, òî íà ïîñëåäíåì øàãå ïîëó÷èì ïîäïðîñòðàí-ñòâî Hom(n; 0) = W(n; 0), ñîñòîÿùåå èç êîíñòàíò. Â èòîãå ïðèä¼ì ê ðàçëî-æåíèþ Hom(h; k) =W(n; k)u r2W(n; k � 2)u � � �u r2mHom(n; 0):Åñëè æå k = 2m + 1, òî íà ïîñëåäíåì øàãå ïîëó÷èì Hom(n; 1) = W(n; 1) èðàçëîæåíèå çàêîí÷èòñÿ ñëàãàåìûì r2mW(n; 1). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.



�. Å. À�îíèí, À. Á. Ïåâíûé 2632°. Íà ñ�åðå ïðåäñòàâëåíèå �àóññà (1) ïðèîáðåòàåò åù¼ áîëåå ïðîñòîé âèä.Ïóñòü Vk � îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè k. Ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó åäèíè÷-íîé ñ�åðû Sn�1 áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé �. Òîãäà äëÿ Vk(�) ñïðàâåäëèâî ïðåä-ñòàâëåíèå Vk(�) = bk=2Xj=0 Wk�2j(�); � 2 Sn�1; (15)ãäå Wk�2j � ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè k � 2j.Ïóñòü òåïåðü P � ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå t. Îí çàïèñû-âàåòñÿ â âèäå P (x) = V0(x) + V1(x) + � � �+ Vt(x);ãäå Vk � îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè k. Â ñâîþ î÷åðåäü Vk íà ñ�åðå ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ â âèäå (15). Â èòîãåP (�) = tXj=0 Wj(�); Wj 2 Harm(j): (16)Çäåñü è äàëåå ÷åðåç Harm(j) îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî ñóæåíèé íà ñ�åðó Sn�1âñåõ îäíîðîäíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè j.Çíà÷èò, ïðè ðàññìîòðåíèè àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ íà ñ�åðå ìîæíîîãðàíè÷èòüñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè.3°. Îïðåäåëåíèå è êðèòåðèé ñ�åðè÷åñêîãî äèçàéíà. Äîêàçàííàÿ òåî-ðåìà 1 èìååò âàæíîå ïðèìåíåíèå â òåîðèè ñ�åðè÷åñêèõ äèçàéíîâ.Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x, yèç Rn è íîðìó kxk =phx; xi. Òîãäà Sn�1 = fx 2 Rn : kxk = 1g.Â ðàáîòàõ [4, 5℄ äàíî ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Ïóñòü t � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.Ìíîæåñòâî � = f'1; : : : ; 'mg � Sn�1 íàçûâàåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì äèçàéíîì ïî-ðÿäêà t, åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî1�n ZSn�1 P (�) dS = 1m mXi=1 P ('i) (17)äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà P ñòåïåíè íå âûøå t. Çäåñü �n � ïëîùàäü ñ�åðû Sn�1.Ïðåäñòàâëåíèå (16) äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ íà ñ�åðå ïîçâîëÿåòäàòü êðèòåðèé ñ�åðè÷åñêîãî äèçàéíà.Çàìåòèì, ÷òî ñóæåíèå îäíîðîäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ïîëèíîìà Wk íà ñ�å-ðó Sn�1 íàçûâàåòñÿ ñ�åðè÷åñêîé �óíêöèåé (èëè ñ�åðè÷åñêîé ãàðìîíèêîé)



264 Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ �ÀÓÑÑÀ ÄËß ÎÄÍÎ�ÎÄÍÛÕ ÏÎËÈÍÎÌÎÂïîðÿäêà k. Òàêèì îáðàçîì, Harm(k) � ýòî ìíîæåñòâî ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèéïîðÿäêà k. Äëÿ ëþáîé ñ�åðè÷åñêîé �óíêöèè Wk(�) ïîðÿäêà k > 1 èíòåãðàëïî ñ�åðå ðàâåí íóëþ: ZSn�1 Wk(�) dS = 0: (18)�àâåíñòâî (18) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåãî �àêòà: ñ�åðè÷åñêèå�óíêöèè ðàçíûõ ïîðÿäêîâ îðòîãîíàëüíû íà ñ�åðå (ñì. [6℄ � ñëó÷àé n = 3èëè [2℄ � îáùèé ñëó÷àé). �àâåíñòâî (18) îçíà÷àåò, ÷òî Wk(�) ïðè k > 1 îðòî-ãîíàëüíà ñ�åðè÷åñêèì �óíêöèÿì íóëåâîãî ïîðÿäêà (êîíñòàíòàì).Òåïåðü ìîæíî óñòàíîâèòü êðèòåðèé ñ�åðè÷åñêîãî äèçàéíà (îí óêàçàí â [5℄,òåîðåìà 5.2).ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ñèñòåìà � = f'1; : : : ; 'mg � Sn�1 ÿâëÿåòñÿ ñ�åðè÷åñêèìäèçàéíîì ïîðÿäêà t òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî k = 1; 2; : : : ; t èëþáîé ñ�åðè÷åñêîé �óíêöèè Wk(�) ïîðÿäêà k âûïîëíåíî ðàâåíñòâîmXi=1 Wk('i) = 0: (19)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Ïóñòü � � ñ�åðè÷åñêèé t-äèçàéí.Òîãäà â ñèëó (17) è (18) ïðè k 2 1 : t áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî1m mXi=1 Wk('i) = 1�n ZSn�1 Wk(�) dS = 0:Äî ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå t.Òîãäà íà ñ�åðå ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (16), ïðè÷¼ì W0(�) = onst = W0.Òîãäà â ñèëó (18) è (19)1m mXi=1 P ('i) = 1m mW0 = W0 ;1�n ZSn�1 P (�) dS = 1�n �nW0 =W0 :Çíà÷èò, � � ñ�åðè÷åñêèé t-äèçàéí. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÈÍÒÅ��ÀËÀ�ÈËÜÁÅ�ÒÀ�ÑÎÍÈÍÀ�. Å. À�îíèí Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ4 ñåíòÿáðÿ 2010 ã.1°. Ïóñòü Sn�1 � åäèíè÷íàÿ ñ�åðà â Rn ïðè n > 3. ÈíòåãðàëHk(v) = 1�n ZSn�1 �hv; xi�k dS;ãäå �n � ïëîùàäü Sn�1, íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì �èëüáåðòà-Ñîíèíà.ÒÅÎ�ÅÌÀ. Ïðè öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ k è v 2 Sn�1 ñïðàâåäëèâà �îðìó�ëà Hk(v) = (k; åñëè k ÷¼òíîå, k = 2s;0; åñëè k íå÷¼òíîå, (1)ãäå 0 = 1 è 2s = s�1Yj=0 2j + 12j + n ; s = 1; 2; : : : :Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîé çàìåíû ïåðåìåí-íûõ â èíòåãðàëå ïî ñ�åðå Sn�1 ïðèâåäåíî â [1℄. Äàííûé äîêëàä ïîñâÿù¼ííåïîñðåäñòâåííîìó âûâîäó �îðìóëû (1).2°. Íàì ïîòðåáóåòñÿ èíòåãðàë ÄèðèõëåJ(k1; k2; : : : ; kn) = 1�n ZSn�1 xk11 xk22 � � �xknn dS:ËÅÌÌÀ. Ïóñòü k1; k2; : : : ; kn � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà è k = k1 ++ k2 + � � �+ kn: ÒîãäàJ(k1; k2; : : : ; kn) = 8><>: (k1 � 1)!! (k2 � 1)!! � � � (kn � 1)!!n(n + 2)(n+ 4) � � � (n+ k � 2) ; êîãäà âñå ki ÷¼òíûå;0; êîãäà õîòÿ áû îäíî ki íå÷¼òíîå:266



�. Å. À�îíèí, Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 267(Çäåñü ïî îïðåäåëåíèþ (�1)!! = 1.)Ä îê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (ñì. [1℄)ZSn�1 f(x) dS = ZDn�1 f��n(')� In(') d'; (2)ãäå Dn�1 = �' 2 Rn�1 �� 'k 2 [0; �℄; k 2 1 : n� 2; 'n�1 2 [0; 2�℄	;In(') = sinn�2 '1 sinn�3 '2 � � � sin'n�2è îòîáðàæåíèå x = �n(') îïðåäåëÿåòñÿ òàê:x1 = os'1 ;x2 = sin'1 os'2 ;x3 = sin'1 sin'2 os'3 ;� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �xn�1 = sin'1 sin'2 � � � sin'n�2 os'n�1 ;xn = sin'1 sin'2 � � � sin'n�2 sin'n�1 :Ñîãëàñíî (2) èìååì J(k1; k2; : : : ; kn) == 1�n �Z0 osk1 '1 sink�k1+n�2 '1 d'1 �Z0 osk2 '2 sink�k1�k2+n�3 '2 d'2 � � �� � � �Z0 oskn�2 'n�2 sinkn�1+kn+1 'n�2 d'n�2 2�Z0 oskn�1 'n�1 sinkn 'n�1 d'n�1 : (3)Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî J(k1; k2; : : : ; kn) = 0, êîãäà îäíî èç ÷èñåë k1; k2; : : :: : : ; kn, ñêàæåì, ki, íå÷¼òíî. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.Ïóñòü i 2 1 : n� 2. Âûäåëèì i-é èíòåãðàë â ïðîèçâåäåíèè (3):�Z0 oski 'i sinmi 'i d'i ; (4)ãäå mi = k � k1 � � � � � ki + n � i � 1. Ñäåëàâ çàìåíó  i = � � 'i, â ñèëóíå÷¼òíîñòè ki ïîëó÷èì�Z0 oski 'i sinmi 'i d'i = � �Z0 oski  i sinmi  i d i ;



268 ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÈÍÒÅ��ÀËÀ �ÈËÜÁÅ�ÒÀ�ÑÎÍÈÍÀòàê ÷òî èíòåãðàë (4) ðàâåí íóëþ. Êàê ñëåäñòâèå, è âñ¼ ïðîèçâåäåíèå èç ïðàâîé÷àñòè (3) ðàâíî íóëþ, ò. å. J(k1; k2; : : : ; kn) = 0.�àçáåð¼ì äàëåå ñëó÷àè, êîãäà i = n � 1 èëè i = n. Âûäåëèì ïîñëåäíèéèíòåãðàë èç ïðîèçâåäåíèÿ (3):2�Z0 oskn�1 'n�1 sinkn 'n�1 d'n�1 :Ñäåëàâ çàìåíó  n�1 = � � 'n�1, ïîëó÷èì2�Z0 oskn�1 'n�1 sinkn 'n�1 d'n�1 = �Z�� (� os n�1)kn�1 sinkn  n�1 d n�1 :Åñëè i = n, ò. å. kn íå÷¼òíî, òî ïîäèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ áóäåò íå÷¼ò-íîé. Ïîýòîìó, â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè èíòåðâàëà [��; �℄, ïîñëåäíèé èíòåãðàë,à âìåñòå ñ íèì è ïðîèçâåäåíèå (3), ðàâíû íóëþ.Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà kn ÷¼òíî, à kn�1 íå÷¼òíî. Íà ýòîò ðàçïîäèíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ áóäåò ÷¼òíîé, ïîýòîìó�Z�� (� os n�1)kn�1 sinkn  n�1 d n�1 = �2 �Z0 oskn�1  n�1 sinkn  n�1 d n�1 :Òàê êàê kn�1 íå÷¼òíî, òî òàê æå, êàê è â ñëó÷àå i 2 1 : n� 2, ïîñëåäíèé èí-òåãðàë ðàâåí íóëþ. Çíà÷èò, áóäåò ðàâíî íóëþ è ïðîèçâåäåíèå èç ïðàâîé ÷à-ñòè (3).Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ òð¼õ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì, ÷òî J(k1; : : : ; kn) = 0:Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ÷èñëà k1; k2; : : : ; kn ÷¼òíûå. Êàê èçâåñòíî,�=2Z0 sinp x osq x dx = ��p+12 ��� q+12 �2 ��p+q+22 � ;ãäå �(a) � ãàììà-�óíêöèÿ Ýéëåðà, îáëàäàþùàÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè: ��12� = p�; �(a+ 1) = a�(a) ïðè a > 0. (5)Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïðè ÷¼òíûõ ki ïîëó÷àåì�Z0 oski 'i sinmi 'i d'i = 2 �=2Z0 oski 'i sinmi 'i d'i = ��ki+12 ���mi+12 ���ki+mi+22 � :



�. Å. À�îíèí, Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 269Âìåñòå ñ òåì,k1 +m1 + 2 = k + n; ki +mi + 1 = mi�1 ïðè i 2 2 : n� 1:Ïîýòîìó�Z0 osk1 '1 sinm1 '1 d'1 = ��k1+12 ���m1+12 ���k+n2 � ;�Z0 oski 'i sinmi 'i d'i = ��ki+12 ���mi+12 ���mi�1+12 � ïðè i 2 2 : n� 2,2�Z0 oskn�1 'n�1 sinkn 'n�1 d'n�1 = 2 ��kn�1+12 ���kn+12 ���mn�2+12 � :Íà îñíîâàíèè (3) ïðèõîäèì ê �îðìóëåJ(k1; k2; : : : ; kn) == 2�n ��k1+12 ���m1+12 ���k+n2 � � ��k2+12 ���m2+12 ���m1+12 � � � �� � � ��kn�2+12 ���mn�2+12 ���mn�3+12 � � ��kn�1+12 ���kn+12 ���mn�2+12 � == 2�n ��k+n2 � nYi=1 ��ki+12 �: (6)Â ÷àñòíîñòè, ïðè k1 = k2 = � � � = kn = 01 = 2 �n=2�n ��n2 � ;òàê ÷òî �n = 2 �n=2=��n2 �:Ïîäñòàâèâ ýòî â (6), ïîëó÷èìJ(k1; k2; : : : ; kn) = ��n2 ��n=2 ��k+n2 � nYi=1 ��ki+12 �:Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (5) è ÷¼òíîñòè ki è k��ki+12 � = ��ki�12 + 1� = ki�12 ��ki�12 � = � � � =



270 ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÈÍÒÅ��ÀËÀ �ÈËÜÁÅ�ÒÀ�ÑÎÍÈÍÀ= (ki�1)!!2ki=2 ��12� = (ki � 1)!!2ki=2 p�;��k+n2 � = ��k+n�22 + 1� = k+n�22 ��k+n�22 � = � � � == (k+n�2)(k+n�4)���n2k=2 ��n2 � :Çíà÷èò, J(k1; k2; : : : ; kn) = (k1 � 1)!!(k2 � 1)!! � � � (kn � 1)!!n(n + 2)(n+ 4) � � � (n+ k � 2) :Ëåììà äîêàçàíà.3°. Îáðàòèìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Èìååì�hv; xi�k = �v1 x1 + � � �+ vn xn�k = Xk1+���+kn=k k!k1! � � �kn! �v1 x1�k1 � � � �vn xn�kn;òàê ÷òîHk(v) = Xk1+���+kn=k k!(k1)! � � � (kn)! vk11 � � � vknn ( 1�n ZSn�1 xk11 � � �xknn dS) : (7)Åñëè k íå÷¼òíî, òî â êàæäîì ñëàãàåìîì õîòÿ áû îäíî ki íå÷¼òíî. Â ýòîìñëó÷àå ñîãëàñíî ëåììå âûðàæåíèå â �èãóðíûõ ñêîáêàõ ðàâíî íóëþ. Çíà÷èò,è âñÿ ñóììà ðàâíà íóëþ, ò. å. Hk(v) = 0.Ïóñòü òåïåðü k = 2s; s > 1. Ñëàãàåìûå â (7), ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî kiíå÷¼òíî, ðàâíû íóëþ, ïîýòîìóHk(v) = X2s1+���+2sn=2s (2s)!(2s1)! � � � (2sn)! v2s11 � � � v2snn ( 1�n ZSn�1 x2s11 � � �x2snn dS) :Îòìåòèì, ÷òî (2s)!(2s1)! � � � (2sn)! = (2s� 1)!! 2s s!(2s1 � 1)!! 2s1 s1! � � � (2sn � 1)!! 2sn sn! == (2s� 1)!!(2s1 � 1)!! � � � (2sn � 1)!! � s!s1 � � � sn! :Ñ ó÷åòîì ëåììû ïîëó÷àåìHk(v) = (2s� 1)!!n(n + 2) � � � (n+ k � 2) Xs1+���+sn=s s!s1! � � � sn! (v21)s1 � � � (v2n)sn =



�. Å. À�îíèí, Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 271= (2s� 1)!!n(n + 2) � � � (n+ k � 2) �v21 + � � �+ v2n�s:Îñòà¼òñÿ ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî kvk = 1 è(2s� 1)!!n(n+ 2) � � � (n + k � 2) = s�1Yj=0 2j + 12j + n :Òåîðåìà äîêàçàíà.Èäåÿ ïðèâåä¼ííîãî äîêàçàòåëüñòâà âîñõîäèò ê [2℄, ïÆ. 676, 11.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. À�îíèí �. Å., Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ñ�åðå ân-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëà-äû. 15 ìàÿ 2010 ã. (http://dha.spb.ru/reps10.shtml#0515)2. Ôèõòåíãîëüö �. Ì. Êóðñ äè��åðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.Òîì III. Ì.-Ë.: Ôèçìàòãèç, 1960. 656 ñ.



ÑÏËÀÉÍ-ÂÅÉÂËÅÒÍÛÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈßÄËß Ò�È�ÎÍÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕÑÏËÀÉÍÎÂ ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀÌîõàìåä Âàëèä Ñàëõ Îòìàí �àáð18 ñåíòÿáðÿ 2010 ã.Â äàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíà ñèñòåìà âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ òðèãîíîìåò-ðè÷åñêèõ ñïëàéíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðè ïðîèçâîëüíîì ñïîñîáå èçìåëü÷åíèÿñåòêè. Äëÿ òàêèõ ïðîñòðàíñòâ ïîëó÷åíî âåéâëåòíîå ðàçëîæåíèå è âûâåäåíûñîîòâåòñòâóþùèå �îðìóëû äåêîìïîçèöèè è ðåêîíñòðóêöèè.1°. Íà êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå (�; �) � R ââåä¼ì ñåòêó X == fxjgj2Z, òàêóþ, ÷òî ïðè âñåõ j 2 Z� � � < xj�1 < xj < xj+1 < � � � ; xj+2 � xj < 2�è limj!�1xj = �; limj!+1xj = �:Îáîçíà÷èì s(x) = sin(x2 ). Áàçèñíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ñïëàéíû ïåðâîãî ïî-ðÿäêà çàäàäèì �îðìóëîé (ñì. ðèñ. 1)Tj;X(x) = 8>>>>>><>>>>>>:
s(x� xj)s(xj+1 � xj) ïðè xj 6 x 6 xj+1 ,s(xj+2 � x)s(xj+2 � xj+1) ïðè xj+1 6 x 6 xj+2 ,0 ïðè îñòàëüíûõ x 2 (�; �). (1)Î÷åâèäíî, ÷òî Tj;X(xi+1) = Æij ïðè âñåõ i; j 2 Z.Îïðåäåëèì íà C(�; �) ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû �i ñëåäóþùèì îáðàçîì:h�i; ui = u(xi+1); i 2 Z:Ñèñòåìà �óíêöèîíàëîâ f�igi2Z áèîðòîãîíàëüíà ñèñòåìå ñïëàéíîâ fTj;Xgj2Z âòîì ñìûñëå, ÷òî h�i;Tj;Xi :=Tj;X(xi+1) = Æij ; i; j 2 Z:272
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xj xj+1 xj+2�èñ. 12°. Êàëèáðîâî÷íîå ñîîòíîøåíèå. Çà�èêñèðóåì k 2 Z è � 2 (xk; xk+1).Ââåä¼ì ðàñøèðåííóþ íà îäèí óçåë ñåòêó Y = fyjgj2Z ïî ïðàâèëó:yk+1 = �; yj = xj ïðè j 6 k; yj = xj�1 ïðè j > k + 2.Ñïëàéíû Tj;Y (x) îïðåäåëèì àíàëîãè÷íî (1) ñ çàìåíîé ñåòêè X íà Y .Ñèñòåìà �óíêöèîíàëîâ f�igi2Z, ãäå h�i; ui = u(yi+1), áèîðòîãîíàëüíà ñèñòå-ìå ñïëàéíîâ fTj;Y gj2Z. Îòìåòèì, ÷òî�i = �i ïðè i 6 k � 1; �i+1 = �i ïðè i > k.Â ÷àñòíîñòè, ïðè âñåõ j 2 Zh�i;Tj;Y i = Æij ; åñëè i 6 k � 1, (2)h�i;Tj;Y i = Æi+1;j ; åñëè i > k. (3)ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïðè x 2 (�; �) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿTj;X(x) = Tj;Y (x); åñëè j 6 k � 2; (4)Tj;X(x) = Tj+1;Y (x); åñëè j > k + 1; (5)Tk�1;X(x) = Tk�1;Y (x) + s(yk+2 � yk+1)s(yk+2 � yk) Tk;Y (x); (6)Tk;X(x) = s(yk+1 � yk)s(yk+2 � yk) Tk;Y (x) + Tk+1;Y (x): (7)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î� . Ñîîòíîøåíèÿ (4) è (5) î÷åâèäíû. �àçáåð¼ìñÿ ñ (6).Îáðàòèì âíèìàíèå íà íîñèòåëü ñïëàéíà Tk�1;X(x) (ñì. ðèñ. 2):�xk�1; xk+1� = �xk�1; xk� [ �xk; �� [ ��; xk+1� == �yk�1; yk� [ �yk; yk+1� [ �yk+1; yk+2�:xk�1yk�1 xkyk �yk+1 xk+1yk+2�èñ. 2�Ïðèâîäèìîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíî Â. Í. Ìàëîç¼ìîâûì.



274 ÑÏËÀÉÍ-ÂÅÉÂËÅÒÍÛÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈß ÄËß Ò�È�ÎÍÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÑÏËÀÉÍÎÂÏðè x 2 [xk�1; xk℄ èìååìTk�1;X(x) = s(x� xk�1)s(xk � xk�1) = s(x� yk�1)s(yk � yk�1) = Tk�1;Y (x):Îòñþäà ñëåäóåò (6), ïîñêîëüêó Tk;Y (x) = 0 ïðè x 2 [xk�1; xk℄.Ïðè x 2 [�; xk+1℄Tk�1;X(x) = s(xk+1 � x)s(xk+1 � xk) = s(yk+2 � x)s(yk+2 � yk) == s(yk+2 � yk+1)s(yk+2 � yk) � s(yk+2 � x)s(yk+2 � yk+1) = s(yk+2 � yk+1)s(yk+2 � yk) Tk;Y (x):Îòñþäà ñëåäóåò (6), ïîñêîëüêó Tk�1;Y (x) = 0 ïðè x 2 [�; xk+1℄.Ïðè x 2 [xk; �℄ ñîîòíîøåíèå (6) ïðèíèìàåò âèäs(xk+1 � x)s(xk+1 � xk) = s(yk+1 � x)s(yk+1 � yk) + s(yk+2 � yk+1)s(yk+2 � yk) � s(x� yk)s(yk+1 � yk) : (8)Îáîçíà÷èì (ñì. ðèñ. 3)a = x� yk ; b = yk+2 � yk+1 ;  = yk+1 � x:xkyk x �yk+1 xk+1yk+2�èñ. 3Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïåðåïèøåì �îðìóëó (8):s(b + )s(a + b+ ) = s()s(a + ) + s(b) s(a)s(a+ b+ ) s(a+ ) (9)èëè s(a+ ) s(b+ )� s(a) s(b) = s() s(a+ b + ): (10)Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâîsin(a+ ) sin(b + )� sin a sin b = sin  sin(a+ b + ) (11)(îáå åãî ÷àñòè ïðèâîäÿòñÿ ê âèäósin  [sin(a + b) os + os(a+ b) sin ℄ ):Çàìåíèâ â (11) âåëè÷èíû a, b,  íà a2 , b2 , 2 , ïîëó÷èì (10).



Ìîõàìåä Âàëèä Ñàëõ Îòìàí �àáð 275Ñîîòíîøåíèå (6) óñòàíîâëåíî.Ïåðåõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (7). �àññìîòðèì íîñèòåëü ñïëàéíà Tk;X(x) (ñì.ðèñ. 4): �xk; xk+2� = �xk; �� [ ��; xk+1� [ �xk+1; xk+2� == �yk; yk+1� [ �yk+1; yk+2� [ �yk+2; yk+3�:xkyk �yk+1 xk+1yk+1 xk+2yk+3�èñ. 4Ïðè x 2 [xk; �℄ èìååì Tk+1;Y (x) = 0 èTk;X(x) = s(x� xk)s(xk+1 � xk) = s(x� yk)s(yk+2 � yk) = s(yk+1 � yk)s(yk+2 � yk) Tk;Y (x):Îòñþäà ñëåäóåò (7).Ïðè x 2 [xk+1; xk+2℄Tk;X(x) = s(xk+2 � x)s(xk+2 � xk+1) = s(yk+3 � x)s(yk+3 � yk+2) = Tk+1;Y (x):Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà Tk;Y (x) = 0 ïðè x 2 [xk+1; xk+2℄ ñëåäóåò (7).Ïðè x 2 [�; xk+1℄ ñîîòíîøåíèå (7) ïðèíèìàåò âèäs(x� xk)s(xk+1 � xk) = s(yk+1 � yk)s(yk+2 � yk) � s(yk+2 � x)s(yk+2 � yk+1) + s(x� yk+1)s(yk+2 � yk+1) : (12)Îáîçíà÷èì (ñì. ðèñ. 5)a = yk+2 � x; b = yk+1 � yk ;  = x� yk+1 :xkyk x�yk+1 xk+1yk+2�èñ. 5Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (12):s(b + )s(a+ b+ ) = s(b) s(a)s(a+ b+ ) s(a+ ) + s()s(a+ ) : (13)Îòìåòèì, ÷òî (13) ñîâïàäàåò ñ ðàâåíñòâîì (9), ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî áûëàóñòàíîâëåíà ðàíåå. Òåîðåìà äîêàçàíà.



276 ÑÏËÀÉÍ-ÂÅÉÂËÅÒÍÛÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈß ÄËß Ò�È�ÎÍÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÑÏËÀÉÍÎÂ�åçóëüòàò òåîðåìû 1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå �îðìóëûTi;X(x) =Xj2Z pij Tj;Y (x); (14)ãäå pij = Æij ïðè i 6 k � 2, j 2 Z;pij = Æi+1;j ïðè i > k + 1, j 2 Z;pk�1;j = 0 ïðè j 6= k � 1; k; pk�1;k�1 = 1;pk�1;k = s(yk+2 � yk+1)s(yk+2 � yk) ;pkj = 0 ïðè j 6= k; k + 1; pk;k+1 = 1;pkk = s(yk+1 � yk)s(yk+2 � yk) :Ôîðìóëó (14) íàçîâ¼ì êàëèáðîâî÷íûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ áàçèñíûõ òðèãîíî-ìåòðè÷åñêèõ ñïëàéíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà.3°. Âåéâëåòíîå ðàçëîæåíèå. Îáîçíà÷èì �X ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ìíî-æåñòâà áàçèñíûõ ñïëàéíîâ fTj;Xgj2Z. Ýëåìåíòû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà �Xáóäåì íàçûâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ñïëàéíàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà íà ñåòêåX. Òàêèì îáðàçîì, çàïèñü w 2 �X îçíà÷àåò, ÷òîw(x) =Xj2Z aj Tj;X(x); (15)ãäå aj � âåùåñòâåííûå êîý��èöèåíòû. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàí-ñòâî �Y . Â ñèëó òåîðåìû 1, �X � �Y .Îòìåòèì, ÷òî â ñóììå èç ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (15) ïî ñâîéñòâó íîñèòåëåéáàçèñíûõ ñïëàéíîâ ïðè êàæäîì x 2 (�; �) îòëè÷íû îò íóëÿ íå áîëåå äâóõñëàãàåìûõ.Ââåä¼ì îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ P ïðîñòðàíñòâà �Y íà ïîäïðîñòðàíñòâî�X âèäà Pv =Xi2Zh�i; viTi;X ; v 2 �Y : (16)Î÷åâèäíî, ÷òî v = Pv + u; (17)ãäå u 2 �Y . Ñïëàéí u íàçîâ¼ì âåéâëåòíîé ñîñòàâëÿþùåé.Ïóñòü ai = h�i; vi, v =Xj2Z j Tj;Y ; u =Xj2Z bj Tj;Y :



Ìîõàìåä Âàëèä Ñàëõ Îòìàí �àáð 277ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿai = i ïðè i 6 k � 1, ai = i+1 ïðè i > k; (18)bj = 0 ïðè j 6= k; (19)bk = k � s(yk+2 � yk+1)s(yk+2 � yk) k�1 � s(yk+1 � yk)s(yk+2 � yk) k+1 : (20)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì ai =Xj2Z j h�i;Tj;Y i (21)è ñîãëàñíî (17), (16), (14)Xj2Z j Tj;Y =Xi2Z aiXj2Z pij Tj;Y +Xj2Z bj Tj;Y : (22)Ñîîòíîøåíèÿ (18) ñëåäóþò èç (21) è (2), (3). Äåéñòâèòåëüíî,ai = 8>>><>>>:Xj2Z j Æij = i ïðè i 6 k � 1,Xj2Z j Æi+1;j = i+1 ïðè i > k.Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû áàçèñíûõ ñïëàéíîâ fTj;Y (x)gj2Z íà (�; �)è (22) ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàìj =Xi2Z ai pij + bj ; j 2 Z:Îòñþäà bj = j � Xi6k�2 ai pij � ak�1 pk�1;j � ak pkj � Xi>k+1 ai pij : (23)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâîéñòâà êîý��èöèåíòîâ pij è (18), ïîëó÷àåìXi6k�2 ai pij = Xi6k�2 i Æij = (j ïðè j 6 k � 2,0 ïðè j > k � 2;Xi>k+1 ai pij = Xi>k+1 i+1 Æi+1;j = (j ïðè j > k + 2,0 ïðè j < k + 2,



278 ÑÏËÀÉÍ-ÂÅÉÂËÅÒÍÛÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈß ÄËß Ò�È�ÎÍÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÑÏËÀÉÍÎÂòàê ÷òî ïðè j 6 k � 2 è j > k + 2bj = �ak�1 pk�1;j � ak pkj = 0:Ïðè j = k � 1 è j = k + 1 èìååì ñîîòâåòñòâåííîbk�1 = k�1 � k�1 pk�1;k�1 = 0;bk+1 = k+1 � k+1 pk;k+1 = 0:Ñîîòíîøåíèå (19) óñòàíîâëåíî.Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñîãëàñíî (23)bk = k � k�1 pk�1;k � k+1 pkk :Ýòî ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî (20).Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåïåðü âåéâëåòíîå ðàçëîæåíèå (17) ñïëàéíà v 2 �Y ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:v =Xi2Z ai Ti;X + bk Tk;Y ;ãäå êîý��èöèåíòû ai ïðîåêöèè è êîý��èöèåíò bk âåéâëåòíîé ñîñòàâëÿþùåéâû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (18) è (20).Ôîðìóëû (18) è (20), êîòîðûå åñòåñòâåííî íàçâàòü �îðìóëàìè äåêîìïîçè�öèè, äîïóñêàþò îáðàùåíèå. À èìåííîj = aj ïðè j 6 k � 1, j = aj�1 ïðè j > k + 1;k = bk + s(yk+2 � yk+1)s(yk+2 � yk) ak�1 + s(yk+1 � yk)s(yk+2 � yk) ak :Ïîñëåäíèå �îðìóëû ÿâëÿþòñÿ �îðìóëàìè ðåêîíñòðóêöèè. Îíè ïîçâîëÿþò ïîêîý��èöèåíòàì ai è bk âîññòàíîâèòü êîý��èöèåíòû j ðàçëîæåíèÿ ñïëàéíàv 2 �Y ïî ñèñòåìå áàçèñíûõ ñïëàéíîâ fTj;Y gj2Z.4°. Äàííàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà â ðóñëå èññëåäîâàíèé Þ. Ê. Äåìüÿíîâè-÷à [1, 2℄.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Äåìüÿíîâè÷ Þ. Ê. Ìèíèìàëüíûå ñïëàéíû è âñïëåñêè // Âåñòíèê ÑÏá�Ó.Ñåð. 1. 2008. Âûï. 2. Ñ. 8�22.2. Äåìüÿíîâè÷Þ. Ê. Âëîæåííûå ïðîñòðàíñòâà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñïëàé�íîâ è èõ âñïëåñêîâûå ðàçëîæåíèÿ // Ìàòåì. çàìåòêè. 2005. Ò. 78. Âûï. 5.Ñ. 658�675.



ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅÎÏÅ�ÀÒÎ�À ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�ÎÏ�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÔÓ�ÜÅ�Ì. Ñ. Áåñïàëîâ2 îêòÿáðÿ 2010 ã.1°. ÂâåäåíèåÄèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÄÏÔ) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõàïïàðàòîâ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, êîòîðûé àêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ â �èçè-êå, ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåõíèêè, öè�ðîâîé îáðàáîòêå èí�îðìàöèè è äðóãèõñ�åðàõ [1℄. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïðåäëàãàåòñÿ òðàêòîâêà äèñêðåòíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå êàê ìåòîäà ïðèáëèæ¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâà-íèÿ Ôóðüå ïî òî÷êàì îòñ÷¼òà �óíêöèè [2℄. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÄÏÔ êàêóíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.Ìàòðèöà ÄÏÔ ïîðÿäêà n èìååò âèä [3, ñ. 197℄ (íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ ìàò-ðèöû íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ)DPF = �qkl�n�1k;l=0 = 0BBBBB�1 1 1 1 : : : 11 q q2 q3 : : : qn�11 q2 q4 q6 : : : q2n�2... ... ... ... . . . ...1 qn�1 q2n�2 q3n�3 : : : q(n�1)2
1CCCCCA; (1)ãäå â êà÷åñòâå q áåðóò exp(2�i=n) èëè exp(�2�i=n). Â îäíîì èç ýòèõ ñëó÷àåâïåðåä ìàòðèöåé ñòàâèòñÿ ìíîæèòåëü 1n . Ïðè ýòîì îäíî èç ïðåîáðàçîâàíèéâèäà (1) íàçûâàþò ïðÿìûì ÄÏÔ (îáû÷íî ïðè q = exp(�2�i=n) [3℄), à äðóãîåîáðàòíûì ÄÏÔ.Âìåñòî (1) ïðèìåíèì ñèììåòðè÷íóþ �îðìó çàïèñè, îïðåäåëèâ óíèòàðíóþ��àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÀÂÖÏ ¾�àçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëàâûñøåé øêîëû¿ 2.1.1/5568 279



280 ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�À ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÔÓ�ÜÅìàòðèöó ÄÏÔ (çà îñíîâíîå âçÿëè îáðàòíîå â òåðìèíàõ [3℄ ÄÏÔ)F = Fn := 1pn DPF ; ãäå q = e 2�in . (2)Êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííàÿ ìàòðèöà îïðåäåëÿåò îáðàòíûé è ñîïðÿæ¼ííûéîïåðàòîð F = F�1 = F �.Â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ïðèìåíåíèå ïðÿìîãî ÄÏÔ ê âåêòîðó (âõîä-íîìó ñèãíàëó) x = (x0 x1 : : : xn�1)T (âåêòîðû çàïèñûâàåì â âèäå ìàòðèöû-ñòîëáöà) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íàáîð ñïåêòðàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ (âûõîäíîéñèãíàë)  = (0 1 : : : n�1)T , ÷òî â ïðèêëàäíûõ äèñöèïëèíàõ îáúÿâëÿåòñÿ êàêïðåäñòàâëåíèå ñïåêòðà.Ñëåäóÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè, ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ëèíåé-íîãî îïåðàòîðà â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñâÿçûâàåì ñ âû÷èñëåíèåì âñåõñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êàâñåõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ �èêñèðîâàííîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñ-ëó, ñîñòàâëÿåò ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïîýòîìó ñïåêòðàëüíûì ðàçëî-æåíèåì óíèòàðíîãî îïåðàòîðà ñ÷èòàåì ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà ÷åðåç ðàçëî-æåíèå èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà â âèäå ïðÿìîé ñóììû âçàèìíîîðòîãîíàëüíûõñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.2°. Îïåðàòîðû êðó÷åíèÿ ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêàËÅÌÌÀ 1. Ïðè n > 2 îïåðàòîð Fn ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, à èìåííî,îïåðàòîðîì êðó÷åíèÿ ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà: F 4 = I.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç (1) è (2) âûòåêàåò, ÷òî îáðàòíàÿ è ïðÿìàÿ ìàòðè-öû ÄÏÔ ñâÿçàíû �îðìóëîé F � = GF = FG ÷åðåç ïåðìóòàòîð (ìàòðèöó ïå-ðåñòàíîâêè ñòðîê èëè ñòîëáöîâ)
G = 0BBBBBBBBB�

1 0 0 : : : 0 0 00 0 0 : : : 0 0 10 0 0 : : : 0 1 00 0 0 : : : 1 0 0... ... ... . . . ... ... ...0 0 1 : : : 0 0 00 1 0 : : : 0 0 0
1CCCCCCCCCA: (3)

Ïîäñòàâèì ýòó �îðìóëó â óñëîâèå óíèòàðíîñòè îïåðàòîðà FF � = I è ïîëó÷èìF 2G = I, F 2 = G. Òàê êàê G2 = I, òî F 4 = I.



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 281Èçâåñòíî [4, ñ. 316℄, ÷òî îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â L2(�1;+1)òàêæå ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíûì îïåðàòîðîì êðó÷åíèÿ ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà ñ ñîá-ñòâåííûìè ÷èñëàìè 1, i, �1, �i è �óíêöèÿìè Ýðìèòà â êà÷åñòâå ñîáñòâåííûõ�óíêöèé.Òàêæå óíèòàðíûìè îïåðàòîðàìè êðó÷åíèÿ ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà â L2[0;1)ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîð ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [5℄ è îïåðàòîð�-ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå [6℄. Â [5℄ ïðèâåäåíî äîêàçàòåëü-ñòâî ñëåäóþùåé ëåììû, êîòîðàÿ â èíîì âèäå âñòðå÷àåòñÿ è â [4℄.ËÅÌÌÀ 2. Ïóñòü F : X ! X åñòü óíèòàðíûé îïåðàòîð êðó÷åíèÿ ÷åòâ¼ð�òîãî ïîðÿäêà. Òîãäà îïåðàòîðûQk = 14�I + ikF + (ikF )2 + (ikF )3�;ãäå k = 0; 1; 2; 3, ÿâëÿþòñÿ îðòîïðîåêòîðàìè íà ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàí�ñòâà Rk, òî åñòüX = R0 � R1 �R2 � R3; Rl?Rj ïðè l 6= j; FQk = (�i)kQk:Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðîâåðÿåì, ÷òî ââåä¼ííûå îïåðàòîðû èäåìïîòåíòíûå(Q2k = Qk), äåéñòâèòåëüíûå è ñèììåòðè÷íûå (QTk = Qk), è çàêëþ÷àåì íà îñ-íîâàíèè [4, ñ. 286℄, ÷òî Qk åñòü îðòîïðîåêòîðû. Òàêæå íåïîñðåäñòâåííî ïðî-âåðÿþòñÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (QlQj = 0 ïðè l 6= j) è èíâàðèàíòíîñòè(FQk = �kQk, ãäå �k = (�i)k).Äëÿ îðòîãîíàëüíîãî (äåéñòâèòåëüíîãî óíèòàðíîãî) îïåðàòîðà âåðíî àíà-ëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå [5℄.ËÅÌÌÀ 3. Ïóñòü S : X ! X åñòü îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð êðó÷åíèÿ âòî�ðîãî ïîðÿäêà. Òîãäà îïåðàòîðû Qk = 12�I + (�1)kS�, ãäå k = 0; 1, ÿâëÿþòñÿîðòîïðîåêòîðàìè íà ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà Rk, òî åñòüX = R0 � R1; R0?R1; SQk = (�1)kQk :Â êîíå÷íîìåðíîì (íàøåì) ñëó÷àå X = Rn èëè X = C n .Èç ëåììû 2 âûòåêàåò ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà ÄÏÔ:F = F �Q0 +Q1 +Q2 +Q3� = Q0 � i Q1 �Q2 + i Q3 = 3Xk=0 �kQk ; (4)êîòîðîå ñîãëàñíî ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå äëÿ óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ [7, ñ. 180℄âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åäèíè÷íûå îðòîïðîåêòîðû Pj:F = n0Xj=1 Pj � i n1Xs=1 Pn0+s � n2Xs=1 Pn0+n1+s + i n3Xs=1 Pn0+n1+n2+s ;



282 ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�À ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÔÓ�ÜÅãäå nk = dimRk, n = n0 + n1 + n2 + n3.Ñóììà âñåõ åäèíè÷íûõ îðòîïðîåêòîðîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèååäèíèöû [7, ñ. 134℄: I =Pnj=1 Pj.Ñ êàæäûì ðàçëîæåíèåì åäèíèöû ñâÿçàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ffjg.Ïîëàãàåì â íàøåì ñëó÷àå, ÷òî áàçèñ ffjg ïðåäñòàâëåí â âèäå n-ìåðíûõ ñòîëá-öîâ. Òîãäà Pj = fj f �j äëÿ êàæäîãî j. Ïî ïîñòðîåíèþ Pj ñëåä êàæäîãî åäèíè÷-íîãî îðòîïðîåêòîðà ðàâåí íîðìå îáðàçóþùåãî ýëåìåíòàTrPj = f �j fj = kfjk2 = kfjk = 1:Òàê êàê ïðîèçâîëüíûé îðòîïðîåêòîð åñòü ñóììà åäèíè÷íûõ, òî ïîëó÷àåì ñëå-äóþùåå ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðíîñòè nk ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Rk.ËÅÌÌÀ 4. Ñëåä ìàòðèöû îðòîïðîåêòîðà íà êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàí�ñòâî ðàâåí ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êàæäîãî ñîá�ñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâàTrQk = dimRk = nk:Óíèòàðíàÿ ìàòðèöà U , êîòîðóþ ñîñòàâèì èç ñòîëáöîâ áàçèñà fj, ïîçâîëÿ-åò äèàãîíàëèçèðîâàòü ìàòðèöó F : U�F U = D. Òàê êàê îðòîïðîåêòîðû Qkäåéñòâèòåëüíûå, òî è ìàòðèöó U ìîæíî âûáðàòü äåéñòâèòåëüíóþ (òî åñòüîðòîãîíàëüíóþ).3°. Ñïåêòð äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÔóðüåÂâåä¼ì îáîçíà÷åíèå �(Fn) äëÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà ÄÏÔ, òî åñòü äëÿ íàáîðàñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñ ó÷¼òîì èõ êðàòíîñòè. Âû÷èñëèâ êîðíè õàðàêòåðèñòè÷å-ñêîãî ìíîãî÷ëåíà p(�) = jF � �Ij, íàéäåì�(F2) = f1;�1g; �(F3) = f1;�1; ig; �(F4) = f1; 1;�1; ig:Ñïåêòð î÷åðåäíîãî ÄÏÔ ïîëó÷àåòñÿ èç ñïåêòðà ïðåäûäóùåãî ÄÏÔ ïðèñîåäè-íåíèåì ê íàáîðó îäíîãî ÷èñëà: �(F3) = �(F2) t fig, �(F4) = �(F3) t f1g.Íàïîìíèì îáîçíà÷åíèÿ �0 = 1, �1 = �i, �2 = �1, �3 = i.ÒÅÎ�ÅÌÀ ([8, 9℄). Cïåêòð ìàòðèöû F = Fn äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿÔóðüå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ðåêóððåíòíîé �îðìóëå�(F4m+k) = �(F4m+k�1) t �k ; k = 0; 1; 2; 3;ïðèñîåäèíåíèåì ê ñïåêòðó ïðåäûäóùåãî ÄÏÔ î÷åðåäíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñ�ëà. Àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü nk êàæäîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà �k ðàâíà åãîãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòè, òî åñòü ìàòðèöà F äèàãîíàëèçèðóåìà. Â ÷àñò�íîñòè, n0 = �n=4� + 1, n1 = �n�14 �, n2 = �n+24 �, n3 = �n+14 � (ïðèìåí¼í çíàêöåëîé ÷àñòè ÷èñëà).



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 283Îðòîïðîåêòîðàìè íà ñîáñòâåííûå îðòîãîíàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Rk ðàç-ìåðíîñòè nk ñëóæàò îïåðàòîðû (k = 0; 1; 2; 3)Qk = 14�I + ikF + (ikF )2 + (ikF )3�;òî åñòü C n = R0 � R1 � R2 � R3 (èëè Rn = R0 � R1 � R2 � R3), Rl?Rj ïðèl 6= j, Qkx = x è Fx = �kx äëÿ ëþáîãî x 2 Rk.Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû îñòàëîñü âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ n0, n1, n2 è n3.Èñïîëüçóÿ (3), âû÷èñëèì ñëåä ïðîåêòîðîâ P+ è P� íà äåéñòâèòåëüíîå R0�� R2 è ìíèìîå R1 � R3 èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îòäåëüíîTrP+ = Tr�Q0 +Q2� = Tr 12�I + F 2� = �n+22 �; (5)TrP� = Tr�Q1 +Q3� = Tr 12�I � F 2� = n� �n+22 �: (6)Èñïîëüçóÿ (1), âû÷èñëèì (êàê äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòü ñóììû)Tr�Q0 �Q2� = Tr 12�F + F 3� = Tr�ReF � = 1pn n�1Xk=0 Re�qk2�; (7)Tr�Q3 �Q1� = Tr �i2 �F � F 3� = Tr�ImF � = 1pn n�1Xk=0 Im�qk2�: (8)Â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóë (7) è (8) ïðèñóòñòâóåò ñóììà �àóññà, ìîäóëü êîòî-ðîé âû÷èñëÿåòñÿ â [10, ñ. 81℄. Îðèãèíàëüíîå âû÷èñëåíèå (ðåçóëüòàò êîòîðîãî âñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè) ñóììû �àóññà, ïðåäëîæåííîå Äèðèõëå, ïðèâîäèòñÿâ [11, ñ. 446℄.ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ. Äëÿ ëþáîãî n 2 N âåðíî1pn n�1Xk=0 e 2�ik2n = in + 1in + in�1 :Äàííîå óòâåðæäåíèå ïåðåïèøåì â âèäåTr�Q0 �Q2� = (0; åñëè n � 2 (mod 4) èëè n � 3 (mod 4);1; åñëè n � 0 (mod 4) èëè n � 1 (mod 4); (9)Tr�Q3 �Q1� = (0; åñëè n � 1 (mod 4) èëè n � 2 (mod 4);1; åñëè n � 0 (mod 4) èëè n � 3 (mod 4): (10)Èç (5) è (9) âûòåêàåò TrQ0 = k + 1, òàê êàê äëÿ n = 4k + j12�Tr(Q0 +Q2) + Tr(Q0 �Q2)� = (12�(2k + 1) + 1�; åñëè j 2 f0; 1g;12�(2k + 2) + 0�; åñëè j 2 f2; 3g:



284 ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�À ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÔÓ�ÜÅÈç (6) è (10) âûòåêàåòTrQ1 = 12�Tr(Q1+Q3)�Tr(Q3�Q1)� = (k � 1; åñëè n = 4k;k; åñëè n = 4k + j; j 2 f1; 2; 3g:ÎòñþäàTrQ2 = TrP+ � TrQ0 = (k; åñëè n = 4k èëè n = 4k + 1;k + 1; åñëè n = 4k + 2 èëè n = 4k + 3;TrQ3 = TrP� � TrQ1 = (k; åñëè n = 4k + j; j 2 f0; 1; 2g;k + 1; åñëè n = 4k + 3:4°. Ïîñòðîåíèå áàçèñîâ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâÏ�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöû Qk ñîâïàäàåòñ ñîáñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì Rk.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ffjgnkj=1 åñòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñîáñòâåí-íîãî ïðîñòðàíñòâà Rk, çàïèñàííûé â âèäå ñòîëáöîâ. ÒîãäàQk = nkXj=1 Pj = nkXj=1 fj f �jåñòü ñóììà åäèíè÷íûõ ïðîåêòîðîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ñòîëáåö ìàò-ðèöû Qk åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ fj. Çíà÷èò, ëèíåéíàÿ îáî-ëî÷êà ñòîëáöîâ ìàòðèöû Qk ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà Rk(span(Qk) � Rk).�àâåíñòâî Qk fj = �k fj îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò áàçèñà (ñòîëáåö âïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà) ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòîëáöû ìàòðèöû Qk.Óñòàíîâèëè ïðîòèâîïîëîæíîå âêëþ÷åíèå Rk � span(Qk).Ïðåäëîæèì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Rk âûäåëåíèåì èç ìàò-ðèöû Qk ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ. Ìåòîäîì îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà-Øìèäòà [4, ñ. 87℄ ýòîò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rk ïðåâðàùàåòñÿ â îðòîíîðìèðîâàí-íûé. Ïðåäëîæèì ìåòîä ìàòðè÷íîé îðòîãîíàëèçàöèè, êîòîðûé ýêâèâàëåíòåíìåòîäó �ðàìà-Øìèäòà è îáúåäèíÿåò îáà óêàçàííûõ ïðè¼ìà.Ïðîíîðìèðóåì è âîçüì¼ì â êà÷åñòâå f1 ëþáîé ñòîëáåö ìàòðèöû Qk. Ïî-ñòðîèì åäèíè÷íûé ïðîåêòîð P1 = f1 fT1 . Ñïðîåêòèðóåì âñå îñòàëüíûå ñòîëáöûìàòðèöû Qk íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê f1. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ïðîåê-òîð P1 ê (êàæäîìó) ñòîëáöó è âû÷òåì èç íåãî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò. Äëÿ



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 285íàáîðà ïîëó÷åííûõ ñòîëáöîâ ïîâòîðÿåì âñå øàãè îïèñàííîé ïðîöåäóðû âû-÷èñëåíèÿ: âûáèðàåì f2, ñòðîèì P2 = f2 fT2 è ïðîåêòèðóåì íà äîïîëíåíèå ê f2.È òàê äàëåå. Â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ äàííîãî àëãîðèòìà âîçíèêàþò íóëåâûåñòîëáöû, êîòîðûå èñêëþ÷àåì èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ. Òåì ñàìûì ïî-ïóòíî âû÷èñëÿåòñÿ ðàíã ìàòðèöû Qk.Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû âû÷èñëåíèé, ïîëó÷åííûõ ýòèì ìåòîäîì. �åçóëüòàò âû-÷èñëåíèé î�îðìèì â âèäå îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû U .Ïóñòü n = 4. Òîãäà (ïðè q = i) ìàòðèöàF = F4 = 120BB�1 1 1 11 i �1 �i1 �1 1 �11 �i �1 i 1CCAèìååò ñîáñòâåííûå ÷èñëà �0 = 1 � êðàòíîñòè 2, �2 = �1, �3 = i. Îðòîïðîåêòî-ðàìè íà èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ñëóæàò (Q0 � ïðîåêòîð íà äâóìåðíîåïîäïðîñòðàíñòâî) Q0 = 140BB�3 1 1 11 1 �1 11 �1 3 �11 1 �1 1 1CCA;Q2 = 140BB� 1 �1 �1 �1�1 1 1 1�1 1 1 1�1 1 1 1 1CCA; Q3 = 120BB�0 0 0 00 1 0 �10 0 0 00 �1 0 1 1CCA:Èç ïðîåêòîðà Q0 âûäåëÿåì f1 = 12p30BB�31111CCA;ñòðîèì åäèíè÷íûé ïðîåêòîðP1 = 1120BB�9 3 3 33 1 1 13 1 1 13 1 1 11CCA;ïðîåêòèðóåì P1 q2 = P10BB� 11�11 1CCA = 13 f1



286 ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�À ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÔÓ�ÜÅè âû÷èòàåì q2 � 13 f1 = 230BB� 01�21 1CCA:Ïîñëå íîðìèðîâêè èìååì f2 = 1p60BB� 01�21 1CCA;à âåêòîðû f3 = 12 0BB��1111 1CCA; f4 = 1p20BB� 010�11CCAïîëó÷àåì èç ïðîåêòîðîâ Q2, Q3.Èòàê, I = Q0 +Q2 +Q3; F = F4 = Q0 �Q2 + iQ3 :Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ B = ff1; f2; f3; f4g, çàïèñàííûé ïî ñòîëáöàì, äà¼òîðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöóU = 12p30BB�3 0 �p3 01 p2 p3 p61 �2p2 p3 01 p2 p3 �p61CCA:Îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ýòîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé ìàòðè-öà ÄÏÔ ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó:UTF U = diag(1; 1;�1; i):Ïóñòü n = 5. Îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, âû÷èñëåí-íàÿ îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì, èìååò âèäU = 120BBBB�2k 0 �2l 0 0l 1 k s tl �1 k t �s1 �1 k �t sl 1 k �s �t
1CCCCA;



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 287ãäå k = 2 sin(2�=5)p5 = p5 +p5p10 = p2p5�p5 ;l = 2 sin(4�=5)p5 = p5�p5p10 = p2p5 +p5 ;s = p1 + k; t = p1� k:Ïîëó÷àåìUTF U = diag(1; 1;�1; i;�i); UTF 2 U = diag�1; 1; 1;�1;�1�:Ïðè n = 6 îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ èìååò âèäU = 0BBBBBB�
p5  0 �p5 d 0 0 0d d+ x  y �  a bd �x  �y b �ad �2d  2 0 0d �x  �y �b ad d+ x  y �  �a �b

1CCCCCCA ;ãäå a = p2 +p22p2 ; b = p2�p22p2 ;  = p6 +p6p60 ; d = p6�p6p60 ;x =p3=2 d; y =p3=2 :Ïðè ýòîì UTF U = diag(1; 1;�1;�1; i;�i):Ïðè n = 8 îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ èìååò âèä
U =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB�
p36 p66 a �b �12 0 0 0p64 0 0 0 p24 p24 12 p240 0 b a 0 12 0 �12�p612 p33 0 0 p24 �p24 12 �p24�p36 �p66 a �b 12 0 0 0�p612 p33 0 0 p24 p24 �12 p240 0 b a 0 �12 0 12p64 0 0 0 p24 �p24 �12 �p24

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA



288 ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�À ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÔÓ�ÜÅñ òåìè æå a, b. Ïðè ýòîìUTF U = diag(1; 1; 1;�1;�1; i; i;�i):ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Çàëìàíçîí Ë. À. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, Óîëøà, Õààðà è èõ ïðèìåíåíèÿâ óïðàâëåíèè, ñâÿçè è äðóãèõ îáëàñòÿõ. Ì.: Íàóêà, 1989. 496 ñ.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ. Ò. 5. Ì.: Ñîâ. ýíöèêë. 1984. 1248 ñ.3. Å�èìîâ À. Â. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç (ñïåöèàëüíûå ðàçäåëû). ×. 1. Îá�ùèå �óíêöèîíàëüíûå ðÿäû è èõ ïðèëîæåíèå. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1980.279 ñ.4. �èññ Ô., Ñåêå�àëüâè-Íàäü Á. Ëåêöèè ïî �óíêöèîíàëüíîèó àíàëèçó. Ì.:Ìèð, 1979. 588 ñ.5. Áåñïàëîâ Ì. Ñ. Îïåðàòîðû ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå// Èçâ. ÂÓÇÎÂ. Ñåð. ìàò. 2006. Ò. 526. � 3. C. 9�23.6. Å�èìîâ À. Â., Ïîñïåëîâ À. Ñ., Óìíÿøêèí Ñ. Â. Íåêîòîðûå ñâîéñòâàìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñèñòåì, èñïîëüçóåìûå â öè�ðîâîé îáðàáîòêå ñèã�íàëîâ // Òð. ÌÈÀÍ. 1997. Ò. 219. Ñ. 137�182.7. �ëàçìàí È. Ì., Ëþáè÷ Þ. È. Êîíå÷íîìåðíûé ëèíåéíûé àíàëèç. Ì.: Íàó-êà, 1969. 476 ñ.8. MClellan J. H., Parks T. W. Eigenvalues and eigenvetors of the disreteFourier transformation // IEEE Trans. Audio Eletroaoust. 1972. V. 20.No. 1. P. 66�74.9. Dikinson B. W., Steiglitz K. Eigenvetors and funtions of the disrete Fouriertransform // IEEE Trans. Aoust., Speeh and Sig. Proessing. 1982. V. 30.No. 1. P. 25�31.10. Âèíîãðàäîâ È. Ì. Îñíîâû òåîðèè ÷èñåë. Ì.: Íàóêà, 1972. 168 ñ.11. Àðõèïîâ �. È., Ñàäîâíè÷èé Â. À., ×óáàðèêîâ Â. Í. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè�÷åñêîìó àíàëèçó. Ì.: Äðî�à, 2004. 640 ñ.



ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÊÓÍÑÀÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÒÈÏÀÍ. Â. ×àøíèêîâ30 îêòÿáðÿ 2010 ã.1°. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ïîâåðõíîñòè Êóíñà, äàííîå â [1℄.Ïóñòü N1 = m1n1, N2 = m2n2, ãäå m1, n1 è m2, n2 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà,îòëè÷íûå îò åäèíèöû. Çà�èêñèðóåì òàêæå íàòóðàëüíûå ÷èñëà r1 è r2. Îáî-çíà÷èì ÷åðåç Hu0 è Hv0 �óíäàìåíòàëüíûå äèñêðåòíûå ïåðèîäè÷åñêèå ñïëàéíûïîðÿäêîâ r1 è r2 ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâîðÿþùèå èíòåðïîëÿöèîííûì óñëî-âèÿì Hu0 (kn1) = Æm1(k); k 2 0 : m1 � 1;Hv0 (kn2) = Æm2(k); k 2 0 : m2 � 1:Ïóñòü çàäàíû íàáîðû îïîðíûõ âåêòîð-�óíêöèéf0; : : : ; fm1�1; g0; : : : ; gm2�1 : Z! R3 ;ãäå âåêòîð-�óíêöèè fi � N2-ïåðèîäè÷åñêèå, gj � N1-ïåðèîäè÷åñêèå è âûïîë-íåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿfi(jn2) = gj(in1); i 2 0 : m1 � 1; j 2 0 : m2 � 1: (1)Äèñêðåòíàÿ ïîâåðõíîñòü Êóíñà îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé(u; v) = m1�1Xi=0 Hu0 (u� in1) fi(v) + m2�1Xj=0 Hv0 (v � jn2) gj(u)�� m1�1Xi=0 m2�1Xj=0 Hu0 (u� in1)Hv0 (v � jn2) gj(in1): (2)Â [1℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âåêòîð-�óíêöèè (u; v) ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ(u; jn2) = gj(u); j 2 0 : m2 � 1; u 2 Z;(in1; v) = fi(v); i 2 0 : m1 � 1; v 2 Z: (3)289



290 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÊÓÍÑÀ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÒÈÏÀÎáîçíà÷èì ÷åðåç T ìíîæåñòâî âåêòîð-�óíêöèé, çàâèñÿùèõ îò äâóõ öåëî÷èñ-ëåííûõ àðãóìåíòîâ, ïåðèîäè÷íûõ ñ ïåðèîäîì N1 ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó, è ñïåðèîäîì N2 � ïî âòîðîìó. ßñíî, ÷òî âåêòîð-�óíêöèÿ (u; v), îïðåäåëÿåìàÿ�îðìóëîé (2), ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó T.Îáðàòèìñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè âåêòîð-�óíêöèè (u; v). Îïîð-íûå âåêòîð-�óíêöèè fi è gj çàäàþò äâà íàáîðà çàìêíóòûõ ëîìàíûõ â òð¼õìåð-íîì ïðîñòðàíñòâå. Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (1) îçíà÷àþò, ÷òî êàæäàÿ ëîìàíàÿèç ïåðâîãî íàáîðà ïåðåñåêàåòñÿ ñ ëîìàíîé èç âòîðîãî íàáîðà. Îáîçíà÷èì ÷å-ðåç �() ìíîãîãðàííóþ ïîâåðõíîñòü, ñîñòîÿþùóþ èç òðåóãîëüíûõ ãðàíåé ñâåðøèíàìè (u; v); (u+ 1; v); (u; v + 1);è (u+ 1; v); (u; v + 1); (u+ 1; v + 1)ïðè âñåõ öåëûõ u è v. Ýòà ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé ïîâåðõíîñòüþÊóíñà. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì (3), ïîâåðõíîñòü �() áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç âñåîïîðíûå ëîìàíûå. Ìåíÿÿ îïîðíûå âåêòîð-�óíêöèè ìîæíî âëèÿòü íà âèä ïî-ëó÷àåìîé ïîâåðõíîñòè. Íàèáîëåå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ ïîâåðõíîñòèâ âèäå çàìêíóòûõ òðóáîê. Ïðè ýòîì ëîìàíûå fi çàäàþò ïðîäîëüíóþ �îðìóòðóáêè, à ëîìàíûå gj � å¼ ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïîìîùèäèñêðåòíûõ ïîâåðõíîñòåé Êóíñà ìîæíî òàêæå ñòðîèòü ìíîãîãðàííûå ïîâåðõ-íîñòè, ãîìåîìîð�íûå ñ�åðå.2°. Ïóñòü ÷èñëà m1 è m2 � ÷¼òíûå. Ïîëîæèì k1 = m1=2, k2 = m2=2, òîãäàN1=2 = k1n1, N2=2 = k2n2. Ââåä¼ì ìíîæåñòâî S, ñîñòîÿùåå èç òåõ âåêòîð-�óíêöèé a(u; v) ìíîæåñòâà T, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿìa(u; 0) � onst; a(u;N2=2) � onst; (4)a(u;�v) = a(u+N1=2; v); u; v 2 Z: (5)�àññìîòðèì ìíîãîãðàííóþ ïîâåðõíîñòü �(a) äëÿ a 2 S. Ñîãëàñíî òîæ-äåñòâàì (4) íà ïîâåðõíîñòè âûäåëÿþòñÿ âåðøèíû a(�; 0) è a(�; N2=2). Íàçî-â¼ì ýòè âåðøèíû �Ñåâåðíûì ïîëþñîì� è �Þæíûì ïîëþñîì� ñîîòâåòñòâåí-íî. Ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì u ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ð¼áåð ñ âåðøèíàìè�a(u; v)	N2=2v=0 îáðàçóåò �ìåðèäèàí� îò �Ñåâåðíîãî ïîëþñà� äî �Þæíîãî ïîëþ-ñà�. Ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì v 2 1 : N2=2 � 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ð¼-áåð ñ âåðøèíàìè �a(u; v)	N1�1u=0 îáðàçóåò çàìêíóòóþ �ïàðàëëåëü� (ñì. ðèñ. 1).Èç ðàâåíñòâà (5) ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ èç âåðøèí a(u; v) ïðè u 2 0 : N1 � 1,v 2 N2=2+1 : N2�1 ñîâïàäàåò âåðøèíîé a(u+N1=2; N2�v). Òàêèì îáðàçîì, äëÿïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòè �(a) äîñòàòî÷íî ñîåäèíèòü ð¼áðàìè âåðøèíû a(u; v)ïðè u 2 0 : N1 � 1, v 2 0 : N2=2.
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a(u; �)
a(�; v)

�èñ. 1ËÅÌÌÀ. Ôóíäàìåíòàëüíûé ñïëàéí Hv0 � ÷¼òíàÿ âåùåñòâåííàÿ �óíêöèÿ.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (p), p 2 0 : m2 � 1, � êîý��èöèåíòû â ðàçëîæå-íèè ñïëàéíà Hv0 ïî ñäâèãàì B-ñïëàéíà:Hv0 (v) = m2�1Xp=0 (p)Qr2(v � pn2); v 2 Z;à z = Æm2 � ïðàâûå ÷àñòè èíòåðïîëÿöèîííûõ óñëîâèé äëÿ äàííîãî ñïëàéíà.Ïîëîæèì C = Fm2(), Z = Fm2(z). Ñîãëàñíî [2, ñ. 22℄, çíà÷åíèÿ C(k) ìîãóòáûòü ïîëó÷åíû ïî �îðìóëåC(k) = Z(k)Tr2(k) ; k 2 0 : m2 � 1;ãäå Tr2(k) = 8>><>>:n2r2�12 ïðè k = 0;1n2 n2�1Xs=0 � sin(�k=m2)sin��(sm2 + k)=N2��2r2 ïðè k 2 1 : m2 � 1:Â äàííîé çàäà÷å z = Æm2 , ïîýòîìó Z(k) � 1. Ñèãíàë Tr2 âåùåñòâåííûé è÷¼òíûé (ñì. [2, çàäà÷à 3.4℄), ñëåäîâàòåëüíî, ñèãíàë C òàêæå âåùåñòâåííûéè ÷¼òíûé. Çíà÷èò, êîý��èöèåíòû (p) âåùåñòâåííû è îáðàçóþò ÷¼òíûé ñèã-íàë. Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò âåùåñòâåííîñòü ñïëàéíà Hv0 . ×òîáû óñòàíîâèòü÷¼òíîñòü ñïëàéíà Hv0 , äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà çàäà÷ó 3.10 èç [2℄.



292 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÊÓÍÑÀ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÒÈÏÀÁóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïîðíûõ �óíêöèé fi è gj ïåðèîäè-÷åñêè ïðîäîëæåíû íà âñå öåëûå èíäåêñû ñ ïåðèîäàìèm1 èm2 ñîîòâåòñòâåííî.Òîãäà ðàâåíñòâà (1) è (3) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ öåëûõ i è j.ÒÅÎ�ÅÌÀ. ×òîáû âåêòîð-�óíêöèÿ (u; v), ïîñòðîåííàÿ ïî �îðìóëå (2),ïðèíàäëåæàëà ìíîæåñòâó S íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïîðíûå âåê�òîð-�óíêöèè fi, gj óäîâëåòâîðÿëè ñîîòíîøåíèÿìg0(u) � onst; gk2(u) � onst;g�j(u) = gj(u+N1=2); j; u 2 Z;fi(�v) = fi+k1(v); i; v 2 Z: (6)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Ïóñòü âåêòîð-�óíêöèÿ (u; v) ïðè-íàäëåæèò ìíîæåñòâó S. Èç óñëîâèÿ (3) ñëåäóåò, ÷òî g0(u) = (u; 0) è gk2(u) == (u;N2=2), à â ñèëó (4) âåêòîð-�óíêöèè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ íå çàâèñÿò îò u.Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (3) è óñëîâèå (5), ïîëó÷àåìg�j(u) = (u;�jn2) = (u+N1=2; jn2) = gj(u+N1=2):Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ïîñëåäíåå òîæäåñòâî â (6):fi(�v) = (in1;�v) = (in1 + k1n1; v) = fi+k1(v):Äî ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü îïîðíûå âåêòîð-�óíêöèè fi, gj óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèÿì (6). Ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé (4) ñëåäóåò èç (6) è (3):(u; 0) = g0(u) � onst;(u;N2=2) = gk2(u) � onst :Ïðîâåðèì òîæäåñòâî (5). Ïî îïðåäåëåíèþ âåêòîð-�óíêöèè (u; v)(u;�v) = m1�1Xi=0 Hu0 (u� in1) fi(�v) + m2�1Xj=0 Hv0 (�v � jn2) gj(u)�� m1�1Xi=0 m2�1Xj=0 Hu0 (u� in1)Hv0 (�v � jn2) gj(in1): (7)�àññìîòðèì ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè (7) ïî îòäåëüíîñòè. Äëÿ ïåðâîé ñóììû âñèëó (6) èìååìm1�1Xi=0 Hu0 (u� in1) fi(�v) = m1�1Xi=0 Hu0 �u+ k1n1 � (i + k1)n1� fi+k1(v) =



Í. Â. ×àøíèêîâ 293= m1�1Xi=0 Hu0 (u+ k1n1 � in1) fi(v):Âî âòîðîé ñóììå çàìåíèì j íà �j è âîñïîëüçóåìñÿ ÷¼òíîñòüþ �óíêöèè Hv0 èóñëîâèÿìè (6):m2�1Xj=0 Hv0 (�v � jn2) gj(u) = m2�1Xj=0 Hv0 (�v + jn2) g�j(u) == m2�1Xj=0 Hv0 (v � jn2) gj(u+N1=2):Ïðåîáðàçóåì äâîéíóþ ñóììó èç (7), çàìåíèâ i íà i+ k1, j íà �j è ó÷òÿ ðàâåí-ñòâà (6) è ÷¼òíîñòü Hv0 :m1�1Xi=0 m2�1Xj=0 Hu0 (u� in1)Hv0 (�v � jn2) gj(in1) == m1�1Xi=0 m2�1Xj=0 Hu0 �u� (i+ k1)n1�Hv0 (�v + jn2) g�j�(i+ k1)n1� == m1�1Xi=0 m2�1Xj=0 Hu0 (u+N1=2� in1)Hv0 (v � jn2) gj(in1):Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (7), ïîëó÷àåì(u;�v) = m1�1Xi=0 Hu0 (u+ k1n1 � in1) fi(v) + m2�1Xj=0 Hv0 (v � jn2) gj(u+N1=2)�� m1�1Xi=0 m2�1Xj=0 Hu0 (u+N1=2� in1)Hv0 (v � jn2) gj(in1) = (u+N1=2; v):Òåîðåìà äîêàçàíà.Ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿåìûå âåêòîð-�óíêöèåé (u; v) âèäà (2), ïðèíàäëå-æàùåé ìíîæåñòâó S, áóäåì íàçûâàòü äèñêðåòíûìè ïîâåðõíîñòÿìè Êóíñàñ�åðè÷åñêîãî òèïà.Ïîêàæåì, êàê ïîñòðîèòü íàáîðû îïîðíûõ âåêòîð-�óíêöèé fi, gj, óäîâëå-òâîðÿþùèõ è óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ (1), è óñëîâèÿì (6). Ïóñòü çàäàíû çíà-÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ âåêòîð-�óíêöèé g0 è gk2, à òàêæå âåêòîð-�óíêöèè gj ïðè



294 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÊÓÍÑÀ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÒÈÏÀj 2 1 : k2 � 1 è çíà÷åíèÿ fi(v) ïðè i 2 0 : m1 � 1, v 2 0 : N2=2, ïðè÷¼ìâûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿfi(jn2) = gj(in1); i 2 0 : m1 � 1; j 2 0 : k2:Äîîïðåäåëèì îñòàâøèåñÿ çíà÷åíèÿ âåêòîð-�óíêöèé fi, gj òàêèì îáðàçîì,÷òîáû áûëè èñòèííû óñëîâèÿ (6):fi(v) = fi+k1(N2 � v); i 2 0 : m1 � 1; v 2 N2=2 + 1 : N2 � 1;gj(u) = gm2�j(u+N1=2); j 2 k1 + 1 : m1 � 1; u 2 0 : N1 � 1:Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ïîëó÷åííûõ âåêòîð-�óíêöèé ñïðàâåäëèâû ðà-âåíñòâà (1). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè j 2 0 : k2 ðàâåíñòâî fi(jn2) = gj(in1) âûïîë-íÿåòñÿ ïî óñëîâèþ. Ïðè j 2 k2 + 1 : m2 � 1 èìååìfi(jn2) = fi+k1�(m2 � j)n2� = gm2�j�(i + k1)n1� = gj(in1):Ï�ÈÌÅ�. Ïóñòü m1 = 4, m2 = 6, n1 = 3, n2 = 7, r1 = r2 = 3. Íà ðèñ. 2 ïðè-âåä¼í ïðèìåð äèñêðåòíîé ïîâåðõíîñòè Êóíñà ñ�åðè÷åñêîãî òèïà. Îñòîâíûåêðèâûå âûäåëåíû æèðíûìè ëèíèÿìè.

g0

g3

b �èñ. 2. ËîæêàÍà ðèñ. 3 ïðèâåä¼í äðóãîé ïðèìåð äèñêðåòíîé ïîâåðõíîñòè Êóíñà ñ�åðè-÷åñêîãî òèïà. Çäåñü m1 = 4, m2 = 10, n1 = 11, n2 = 4, r1 = r2 = 3.3°. Ïîëîæèì�r1;r2 a(u; v) := r1Xi=0 (�1)r1�iCir1 r2Xj=0(�1)r2�j Cjr2 a(u + i; v + j)
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�èñ. 3. Ïåïåëüíèöàè ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷óN1�1Xu=0 N2�1Xv=0 �r1;r2 a(u; v)2 ! inf;a(�; jn2) = gj; j 2 0 : m2 � 1;a(in1; �) = fi; i 2 0 : m1 � 1;a 2 T: (8)
Â [1℄ äîêàçàíî, ÷òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (8) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-�óíêöèÿ äèñêðåòíîé ïîâåðõíîñòè Êóíñà, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (2).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïîðíûå âåêòîð-�óíêöèè fi, gj óäîâëåòâîðÿþò óñëîâè-ÿì (6). Òîãäà ïî òåîðåìå âåêòîð-�óíêöèÿ (u; v) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S.Ñëåäîâàòåëüíî, (u; v) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çà-äà÷è N1�1Xu=0 N2�1Xv=0 �r1;r2 a(u; v)2 ! inf;a(�; jn2) = gj; j 2 0 : m2 � 1;a(in1; �) = fi; i 2 0 : m1 � 1;a 2 S:4°. Ïóñòü çàäàíû ÷¼òíûå ÷èñëà m1 = 2k1, m2 = 2k2, íàáîð íåïðåðûâíûõâåêòîð-�óíêöèé F0; F1; : : : ;Fm1�1 : [0; k2℄! R3 ;



296 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÊÓÍÑÀ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÒÈÏÀè íàáîð m1-ïåðèîäè÷åñêèõ íåïðåðûâíûõ âåêòîð-�óíêöèéG0; G1; : : : ;Gk2 : R ! R3 :Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð-�óíêöèè Fi, Gj óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿìG0(x) � onst; Gk2(x) � onst;Fi(j) = Gj(i); i 2 0 : m1 � 1; j 2 0 : k2: (9)Äîîïðåäåëèì íàáîðû âåêòîð-�óíêöèé ïî �îðìóëàìFi(y) = Fi+k1(m2 � y); i 2 0 : m1 � 1; y 2 (k2; m2℄;Gj(x) = Gm2�j(x+ k1); j 2 k1 + 1 : m1 � 1; x 2 R:Ïðîâåðèì, ÷òî ðàâåíñòâî Fi(j) = Gj(i) ñïðàâåäëèâî è ïðè i 2 0 : m � 1,j 2 k2 + 1 : m2 � 1. Äåéñòâèòåëüíî,Fi(j) = Fi+k1(m2 � j) = Gm2�j(i+ k1) = Gj(i):Êðîìå òîãî, ïðè i 2 0 : m1 � 1 èìååò ìåñòî òîæäåñòâîFi(m2) = Fi+k1(0) = G0(i + k1) = G0(i) = Fi(0);ïîýòîìó âåêòîð-�óíêöèè Fi ìîæíî ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæèòü íà R ñ ïåðèî-äîì m2, ñîõðàíèâ íåïðåðûâíîñòü.Èòàê, çàäàíû íàáîðû íåïðåðûâíûõ âåêòîð-�óíêöèéF0;F1; : : : ;Fm1�1;G0;G1; : : : ;Gm2�1;óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿìFi(j) = Gj(i); i 2 0 : m1 � 1; j 2 0 : m2 � 1: (10)Äëÿ íàòóðàëüíûõ n1 è n2, îòëè÷íûõ îò åäèíèöû, ïðîâåä¼ì äèñêðåòèçàöèþâåêòîð-�óíêöèé Fi, Gj:fi;n2(v) :=Fi� vn2 �; i 2 0 : m1 � 1; v 2 Z;gj;n1(u) :=Gj� un1 �; j 2 0 : m2 � 1; u 2 Z:Ïîëó÷åííûå íàáîðû îïîðíûõ âåêòîð-�óíêöèé óäîâëåòâîðÿþò êàê óñëîâèÿìñîãëàñîâàíèÿ (1), òàê è óñëîâèÿì (6). Ïîñòðîèì âåêòîð-�óíêöèþ n1;n2 ïî �îð-ìóëå (2) äëÿ äàííûõ îïîðíûõ âåêòîð-�óíêöèé. Ïî òåîðåìå âåêòîð-�óíêöèÿ



Í. Â. ×àøíèêîâ 297n1;n2 áóäåò ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó S. Â [3℄ äîêàçàíî, ÷òî ïðè íåîãðàíè-÷åííîì óâåëè÷åíèè n1 è n2 äèñêðåòíûå �óíêöèè n1;n2 ñõîäÿòñÿ ê ïðåäåëüíîéâåêòîð-�óíêöèè �:n1;n2�bxn1; byn2� �����!n1;n2!1 �(x; y) ðàâíîìåðíî ïî x; y 2 R.Çíà÷èò, äèñêðåòíûå ïîâåðõíîñòè Êóíñà �(n1;n2) ñõîäÿòñÿ ê ïîâåðõíîñòè, îïðå-äåëÿåìîé �óíêöèåé �(x; y) ïðè x 2 [0; m1℄, y 2 [0; k2℄.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Í. Â. ×àøíèêîâ. Ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî äèñêðåòíûõ ïîâåðõíîñòåé Êóí�ñà // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 14 ìàðòà 2009 ã.(http://dha.spb.ru/reps09.shtml#0314)2. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îñíîâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà. ×àñòü òðåòüÿ. ÑÏá.: ÍÈÈÌÌ, 2003. 88 ñ.3. Í. Â. ×àøíèêîâ. Ïðåäåë äèñêðåòíûõ ïîâåðõíîñòåé Êóíñà // Ñåìèíàð¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 5 äåêàáðÿ 2009 ã.(http://dha.spb.ru/reps09.shtml#1205)



ÔÎ�ÌÓËÀ ÑËÎÆÅÍÈßÄËß ÏÎËÈÍÎÌÎÂ �Å�ÅÍÁÀÓÝ�ÀÍ. Î. Êîòåëèíà13 íîÿáðÿ 2010 ã.Âûâîäèòñÿ �îðìóëà ñëîæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ �åãåíáàóýðà èç �îðìóëû�ðèíà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé.1°. Îáîçíà÷åíèÿ è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ.Ïóñòü Sn�1 � åäèíè÷íàÿ ñ�åðà â Rn ïðè n > 3 è �n � å¼ ïëîùàäü. Ïóñòüäàëåå Bn = �x 2 Rn : kxk < 1	� åäèíè÷íûé îòêðûòûé øàð â Rn . Â äîêëàäå áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîðîä-íûå ãàðìîíè÷åñêèå ïîëèíîìû ñòåïåíè k. Îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëà-ïëàñà �u = 0.Ñóæåíèå îäíîðîäíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî ïîëèíîìà ñòåïåíè k íà ñ�åðó íàçû-âàåòñÿ ñ�åðè÷åñêîé �óíêöèåé ïîðÿäêà k.Îáîçíà÷èì Harm(k) ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé ïîðÿä-êà k. Ïóñòü N(k) � ðàçìåðíîñòü Harm(k). Â [3℄ ïîêàçàíî, ÷òîN(k) = Ckn+k�1 � Ck�2n+k�3 :Â ïðîñòðàíñòâå L2(Sn�1) ââåä¼ì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå�f; g� = ZSn�1 f(�) g(�) dS:Òîãäà â Harm(k) ìîæíî âûáðàòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ�Yks(�) j s = 1; 2; : : : ; N(k)	;òàêîé, ÷òî (Yks; Ykl) = Æsl. Êàê èçâåñòíî [4℄, ñèñòåìà �fYksgN(k)s=1 	1k=0 ÿâëÿåò-ñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé â ïðîñòðàíñòâå L2(Sn�1), òàê ÷òî ëþáàÿ �óíêöèÿ f 22 L2(Sn�1) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå ïî ýòîé ñèñòåìå:f = 1Xk=0 N(k)Xs=1 fks Yks ; fks = �f; Yks�: (1)298



Í. Î. Êîòåëèíà 299Äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(Sn�1) [4℄.2°. Ïîëèíîìû �åãåíáàóýðà.�àññìîòðèì óëüòðàñ�åðè÷åñêèå ïîëèíîìû ßêîáè fP (�;�)k g1k=0. Îíè ÿâëÿþò-ñÿ îðòîãîíàëüíûìè ñ âåñîì (1� x2)� íà [�1; 1℄. Îáîçíà÷èì (ñì. [2℄)P (�)k (x) =Mk P (�;�)k (x); � = � + 12 ;ãäå êîíñòàíòà Mk âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû áûëà ñïðàâåäëèâà �îðìóëà1(1� 2xr + r2)� = 1Xk=0 P (�)k (x) rk: (2)�ÿä (2) ñõîäèòñÿ ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà 2jxrj+r2 < 1. Ìû îãðàíè÷èìñÿñëó÷àåì, êîãäà x 2 [�1; 1℄. Òîãäà óñëîâèå ñõîäèìîñòè ãàðàíòèðîâàííî âûïîë-íåíî ïðè 2jrj+ r2 < 1, ÷òî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó �1 + jrj�2 < 2 èëèjrj < p2� 1: (3)Ôóíêöèÿ â ëåâîé ÷àñòè (2) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé ñèñòåìû ïîëè-íîìîâ fP (�)k (x)g1k=0.Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîëèíîìû �åãåíáàóýðà fG(n)k (x)g1k=0âèäà G(n)k (x) = C(n)k P (�)k (x);ãäå � = n�32 + 12 = n�22 , à êîíñòàíòà C(n)k âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ G(n)k (1) = 1.Âìåñòî G(n)k (x) áóäåì ïèñàòü ïðîñòî Gk(x). Îñíîâíîé öåëüþ äîêëàäà ÿâëÿåòñÿäîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà fYksgN(k)s=1 �� Harm(k) ñïðàâåäëèâà �îðìóëà ñëîæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ �åãåíáàóýðà:Gk�h�; �i� = �nN(k) N(k)Xs=1 Yks(�)Yks(�); �; � 2 Sn�1: (4)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà �îðìóëû (4) çà�èêñèðóåì � è íàéä¼ì êîý��èöè-åíòû Ôóðüå �óíêöèè f(�) = Gk�h�; �i� â ðàçëîæåíèè â ðÿä ïî ñèñòåìå�fYms(�)gN(m)s=1 	1m=1.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ k; m > 0 è s = 1; : : : ; N(m) ïðàâåäëèâà�îðìóëà �Gk�h�; �i�; Yms� = �nN(m) Yms(�) Ækm :Èç òåîðåìû 2 áóäåò ñëåäîâàòü òåîðåìà 1.



300 ÔÎ�ÌÓËÀ ÑËÎÆÅÍÈß ÄËß ÏÎËÈÍÎÌÎÂ �Å�ÅÍÁÀÓÝ�À3°. Ôîðìóëà �ðèíà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 íàì ïîíàäîáèòñÿ �îðìóëà �ðèíà äëÿ ãàð-ìîíè÷åñêèõ �óíêöèé. Ïóñòü �óíêöèÿ u(x) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â øàðå Bnè ïðèíàäëåæèò êëàññó C1(Bn), ãäå Bn = Bn [ Sn�1. Äëÿ x 2 Bn ñïðàâåäëèâà�îðìóëà �ðèíà (ñì. [1℄):u(x) = n ZSn�1 1kx� �kn�2 �u(�)�� � u(�) ��� � 1kx� �kn�2� dS� : (5)Çäåñü n = 1(n�2) �n è � � âåêòîð íîðìàëè ê Sn�1 â òî÷êå �.Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.4°. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ m > 0, s = 1; : : : ; N(m) �óíê-öèÿ Yms(�) ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì íà ñ�åðó ãàðìîíè÷åñêîãî ïîëèíîìà Yms(x) ñòå-ïåíè m. Çàïèøåì äëÿ íåãî �îðìóëó �ðèíà (5). Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷-êó � 2 Sn�1 è ÷èñëî r 2 [0;p2 � 1). Ïîëîæèì x = r�. Òîãäà x 2 Bn. Ïóñòü� 2 Sn�1. Èìååì kx� �k2 = kr� � �k2 = r2 � 2rh�; �i+ 1:Âîçüì¼ì � = n�22 , òàê ÷òî n � 2 = 2�. Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì (2), ïîëó÷àåìòîæäåñòâî 1kx� �kn�2 = 1kx� �k2� = 1�r2 � 2rh�; �i+ 1�� = 1Xk=0 P (�)k �h�; �i� rk:Òàê êàê jh�; �ij 6 k�k � k�k è r 2 [0;p2� 1); òî ðÿä ñõîäèòñÿ (ñì. óñëîâèå (3)).Äëÿ Yms(x) �îðìóëà �ðèíà áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:Yms(x) = rm Yms(�) == n ZSn�1 1kx� �kn�2 ��Yms(�)��� � Yms(�) ���� 1kx� �kn�2� dS� ;ãäå � � ýòî íîðìàëü â òî÷êå � ê Sn�1. Äàëåå ïîëó÷èì���� 1kx� �kn�2� = dd�� 1kx� ��k2���=1 = dd�� 1�r2 � 2r�h�; �i+ �2����=1 =



Í. Î. Êîòåëèíà 301= dd�� 1�2��� r��2 � 2� r��h�; �i+ 1����=1 = dd�� 1�2� 1Xk=0 P (�)k �h�; �i��r��k��=1 == � 1Xk=0 (n� 2 + k)P (�)k (h�; �i) rk:Ïðè � 2 Sn�1 òàêæå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî��Yms(�)��� = �d��m Yms(�)�d� ��=1 = �m�m�1 Yms(�)��=1= mYms(�):Ñ ó÷¼òîì ýòèõ ñîîòíîøåíèé è ðàçëîæåíèÿ â ðÿä äëÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè�îðìóëà �ðèíà áóäåò âûãëÿäåòü òàê:rm Yms(�) = n ZSn�1 1Xk=0 P �k �h�; �i� rkmYms(�) ++ Yms(�) 1Xk=0(k + n� 2)P (�)k �h�; �i� rk dS� == n 1Xk=0 rk ZSn�1(m+ k + n� 2)P (�)k �h�; �i�Yms(�) dS�ïðè ëþáîì r 2 (0;p2� 1). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè r ïîëó÷èì, ÷òî ïðè k 6= mZSn�1(m+ k + n� 2)P (�)k �h�; �i�Yms(�) dS� = 0èëè, òàê êàê n > 3, ZSn�1 P (�)k �h�; �i�Yms(�) dS� = 0:Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëèíîìà �åãåíáàóýðà ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâóZSn�1 Gk�h�; �i�Yms(�) dS� = 0:Ïðè k = m ZSn�1 P (�)k �h�; �i�Yks(�) dS� = 1n(2k + n� 2) Yks(�);òàê ÷òî 1C(n)k ZSn�1 Gk�h�; �i�Yks(�) dS� = 1n(2k + n� 2) Yks(�):



302 ÔÎ�ÌÓËÀ ÑËÎÆÅÍÈß ÄËß ÏÎËÈÍÎÌÎÂ �Å�ÅÍÁÀÓÝ�ÀÎáîçíà÷èâ C = C(n)kn(2k+n�2) , ïîëó÷èì äëÿ âñåõ k;m > 0�Gk�h�; �i�; Yms(�)� = C Yms(�) Ækm :Êîíñòàíòó C íàéä¼ì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.5°. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ f(�) = Gk�h�; �i� ñ ó÷¼òîì òåîðåìû 2 è �îðìóëû (1)ìîæíî çàïèñàòü ðàçëîæåíèåf(�) = Gk�h�; �i� = 1Xm=0 N(m)Xs=1 fms Yms(�) = 1Xm=0 N(m)Xs=1 �Gk�h�; �i�; Yms(�)�Yms(�) == 1Xm=0 N(m)Xs=1 C Yms(�) Ækm Yms(�):Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Gk�h�; �i� = C N(k)Xs=1 Yks(�)Yks(�): (6)Ïðè � = � â ñèëó íîðìèðîâêè Gk(1) = 1 ïîëó÷èì òîæäåñòâî1 = C N(k)Xs=1 Y 2ks(�); � 2 Sn�1:Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè òîæäåñòâà ïî ñ�åðå Sn�1. Ïðèä¼ì ê ðàâåíñòâó�n = CN(k): (7)Èç (6) è (7) ñëåäóåò, ÷òîGk�h�; �i� = �nN(k) N(k)Xs=1 Yks(�)Yks(�); �; � 2 Sn�1:Ýòî è åñòü �îðìóëà ñëîæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ �åãåíáàóýðà.



Í. Î. Êîòåëèíà 303Çàì å ÷ à í è å. Ïîÿñíèì, êàê âûãëÿäèò �îðìóëà ñëîæåíèÿ â ñëó÷àå n = 2,êîãäà � = 0 è âåñ èìååò âèä (1 � x2)�1=2. Ýòîìó âåñó ñîîòâåòñòâóþò îðòîãî-íàëüíûå ïîëèíîìû � ïîëèíîìû ×åáûø¼âà Tk(x). Äëÿ íèõ Tk(os') = os k'.Âîçüì¼ì òî÷êè �; � 2 S1 è çàïèøåì èõ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ � == (os'1; sin'1), � = (os'2; sin'2). Äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì�îðìóëó h�; �i = os'1 os'2 + sin'1 sin'2 = os('1 � '2):Ïîýòîìó Tk(h�; �i) = os k('1 � '2).Â ñëó÷àå n = 2 èìååì �2 = 2�, N(k) = 2 ïðè k > 1, �2=N(k) = �.Ïðîñòðàíñòâî Harm(k) ïðè k > 1 ñîñòîèò èç òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâa os k'+ b sin k' (ñì. [1℄, ñ. 387) è îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â í¼ì îáðàçóþò�óíêöèè Yk1(') = 1p� os k' è Yk2(') = 1p� sin k'. Ôîðìóëà (4) ïðèíèìàåò âèäos k('1 � '2) = ��os k'1p� � os k'2p� + sin k'1p� � sin k'2p� �:Ýòà �îðìóëà (ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà �) íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé ñëîæåíèÿ äëÿ�óíêöèè os k'. Ïî àíàëîãèè �îðìóëà (4) íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé ñëîæåíèÿäëÿ ïîëèíîìîâ �åãåíáàóýðà.6°. Ñâîéñòâî íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòèïîëèíîìîâ �åãåíáàóýðà.Ïîêàæåì, ÷òî ïîëèíîìû �åãåíáàóýðà Gk(x) ïðè k > 0 îáëàäàþò ñâîéñòâîìíåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ m > 0è �1; �2; : : : ; �m èç Sn�1 ìàòðèöà A = �Gk(h�i; �ji)	mi;j=0 ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîîïðåäåë¼ííîé, òî åñòü äëÿ ëþáîãî y 2 Rm âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîhAy; yi > 0:ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Ïîëèíîìû �åãåíáàóýðà Gk(x) îáëàäàþò ñâîéñòâîì íåîòðèöà�òåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïèðàåìñÿ íà òåîðåìó 1. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûåm > 0, òî÷êè �1; �2; : : : ; �m èç Sn�1 è âåêòîð y 2 Rm . Â �îðìóëå (4) ïîëî-æèì � = �i, � = �j. Ïîñëå ýòîãî óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà yi yj èïðîñóììèðóåì ïî i; j 2 1 : m. Ïîëó÷èìhAy; yi = mXi;j=1Gk�h�i; �ji� yi yj = �nN(k) N(k)Xs=1 h mXi=1 yi Yks(�i)i2> 0;÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.



304 ÔÎ�ÌÓËÀ ÑËÎÆÅÍÈß ÄËß ÏÎËÈÍÎÌÎÂ �Å�ÅÍÁÀÓÝ�ÀËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Â. Ñ. Âëàäèìèðîâ, Â. Â. Æàðèíîâ. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè:Ó÷åáíèê äëÿ âóçîâ. Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2003.2. �. Ñåã¼. Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Ì.: �ÈÔÌË, 1962.3. �. Å. À�îíèí, À. Á. Ïåâíûé. Ïðåäñòàâëåíèå �àóññà äëÿ îäíîðîäíûõ ïî�ëèíîìîâ è êðèòåðèé ñ�åðè÷åñêîãî äèçàéíà // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿.Èçáðàííûå äîêëàäû. 28 àâãóñòà 2010 ã.(http://dha.spb.ru/reps10.shtml#0828).4. Ñ. Ë. Ñîáîëåâ. Ââåäåíèå â òåîðèþ êóáàòóðíûõ �îðìóë. Ì.: Íàóêà, 1974.



Ï�ÎÅÊÒÈÂÍÛÅ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÏËÀÉÍÛÍ. Â. ×àøíèêîâ19 �åâðàëÿ 2011 ã.1°. Ïóñòü N = mn, ãäå m è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò åäè-íèöû. Íàïîìíèì äàííîå â [1℄ îïðåäåëåíèå íîðìàëèçîâàííûõ äèñêðåòíûõ N -ïåðèîäè÷åñêèõ B-ñïëàéíîâ. B-ñïëàéí ïåðâîãî ïîðÿäêà íà îñíîâíîì ïåðèîäå0 : N � 1 çàäà¼òñÿ ÿâíîeQ1;n(j) = 8><>:1� j=n ïðè j 2 0 : n� 1,0 ïðè j 2 n : N � n,j=n�m+ 1 ïðè j 2 N � n+ 1 : N � 1.Íîðìàëèçîâàííûå B-ñïëàéíû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ââîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþöèêëè÷åñêîé ñâ¼ðòêèeQ�;n = 1n( eQ1;n � eQ��1;n); � = 2; 3; : : : :Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî � çíà÷åíèÿ B-ñïëàéíà eQ�;n íåîòðèöàòåëüíû è óäî-âëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþm�1Xp=0 eQ�;n(j � pn) = 1; j 2 Z: (1)Ïóñòü �èêñèðîâàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî r. Äèñêðåòíûé ïåðèîäè÷åñêèéñïëàéí ïîðÿäêà r ñ âåêòîðíûìè êîý��èöèåíòàìè îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéS(j) = m�1Xp=0 eQr;n(j � pn) a(p); j 2 Z; (2)ãäå a(0); a(1); : : : ; a(m� 1) � âåêòîðû èç ïðîñòðàíñòâà Rd , íàçûâàåìûå ïîëþ�ñàìè. 305



306 Ï�ÎÅÊÒÈÂÍÛÅ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÏËÀÉÍÛÂ [1℄ ïîêàçàíî, ÷òî äèñêðåòíûå ïåðèîäè÷åñêèå ñïëàéíû ñ âåêòîðíûìè êî-ý��èöèåíòàìè ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ãåîìåòðè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè. Ñî-åäèíèì îòðåçêàìè ïàðû ñîñåäíèõ òî÷åê ñïëàéíà S(j), S(j + 1) ïðè j == 0; 1; : : : ; N � 1. Ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ëîìàíóþ, ëåæàùóþ âíóòðè âûïóêëîéîáîëî÷êè ïîëþñîâ. Èçìåíÿÿ ïîëîæåíèå ïîëþñîâ, ìîæíî äîáèòüñÿ æåëàåìîé�îðìû ëîìàíîé.2°. Ïóñòü çàäàíû ïîëþñû a(0); a(1); : : : ; a(m � 1) è ïîëîæèòåëüíûå âåùå-ñòâåííûå ÷èñëà w(0); w(1); : : : ; w(m� 1), íàçûâàåìûå âåñàìè. Ïðèïèøåì êàæ-äîìó ïîëþñó a(p) äîïîëíèòåëüíóþ êîîðäèíàòó, ðàâíóþ åäèíèöå, è óìíîæèìïîëó÷åííûé âåêòîð íà w(p). Ïðèä¼ì ê íîâîìó íàáîðó ïîëþñîâ â ïðîñòðàí-ñòâå Rd+1 : ba(p) = �w(p) a(p); w(p)�; p 2 0 : m� 1:Ïî ïîëþñàì ba(p) ïîñòðîèì äèñêðåòíûé ïåðèîäè÷åñêèé ñïëàéíbS(j) = �m�1Xp=0 eQr;n(j � pn)w(p) a(p); m�1Xp=0 eQr;n(j � pn)w(p)�; j 2 Z:Äëÿ êàæäîãî j 2 0 : N � 1 ñïðîåöèðóåì òî÷êó bS(j) íà ãèïåðïëîñêîñòü�(x; 1) j x 2 Rd	;èñïîëüçóÿ öåíòðàëüíóþ ïðîåêöèþ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Àëãåáðà-è÷åñêè ýòà îïåðàöèÿ âûðàæàåòñÿ äåëåíèåì âñåõ êîìïîíåíò âåêòîðà bS(j) íàïîñëåäíþþ. Îòáðîñèì ïîñëåäíþþ (ðàâíóþ åäèíèöå) êîîðäèíàòó â ïîëó÷åí-íîì âåêòîðå è îáîçíà÷èì ðåçóëüòàò ÷åðåç R(j):R(j) = Pm�1p=0 eQr;n(j � pn)w(p) a(p)Pm�1p=0 eQr;n(j � pn)w(p) : (3)Äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî çíà-ìåíàòåëü äðîáè îòëè÷åí îò íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî òîæäåñòâó (1) çíà-ìåíàòåëü ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé âåñîâ w(p). Íî âñå âåñà ïîëîæè-òåëüíû, ïîýòîìó èõ âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ òàêæå ïîëîæèòåëüíà. Ôîðìóëà (3)îïðåäåëÿåò âåêòîð-�óíêöèþR : Z! Rd , ïåðèîäè÷íóþ ñ ïåðèîäîì N . Íàçîâ¼ìýòó �óíêöèþ ïðîåêòèâíûì äèñêðåòíûì ïåðèîäè÷åñêèì ñïëàéíîì ïîðÿäêà r,ïîñòðîåííûì ïî ïîëþñàì a(p) ñ âåñàìè w(p).Èñïîëüçîâàííàÿ çäåñü ãåîìåòðè÷åñêàÿ èäåÿ ïîçàèìñòâîâàíà èç [2, ñ. 209℄,ãäå ñ å¼ ïîìîùüþ ââîäèëèñü ïðîåêòèâíûå êðèâûå Áåçüå.�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå âåñà w(p) ðàâíû åäèíèöå. Ñ ó÷¼òîì ðàâåí-ñòâà (1) ïðîåêòèâíûé ñïëàéí R(j) ïðèìåò âèä (2). Òàêèì îáðàçîì, îáû÷íûåäèñêðåòíûå ïåðèîäè÷åñêèå ñïëàéíû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîåêòèâíûõ.



Í. Â. ×àøíèêîâ 307Ïðîåêòèâíûå äèñêðåòíûå ïåðèîäè÷åñêèå ñïëàéíû ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿïîñòðîåíèÿ çàìêíóòûõ ëîìàíûõ. Ñîåäèíÿÿ ñîñåäíèå òî÷êè ñïëàéíà R(j),R(j + 1) ïðè j = 0; 1; : : : ; N � 1 îòðåçêàìè, ïîëó÷èì çàìêíóòíóþ ëîìàíóþ.Óïðàâëÿòü �îðìîé ëîìàíîé ìîæíî ìåíÿÿ êàê ïîëþñû, òàê è ñîîòâåòñòâóþ-ùèå èì âåñà.Ï�ÈÌÅ� 1. Ïóñòü m = 4, n = 10, r = 2 è ïîëþñû ðàñïîëîæåíû â âåð-øèíàõ êâàäðàòà. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà ëîìàíàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ïðîåêòèâíûìäèñêðåòíûì ïåðèîäè÷åñêèì ñïëàéíîì, âñå âåñà êîòîðîãî ðàâíû åäèíèöå. Íàðèñ. 2 ïîêàçàíà ëîìàíàÿ, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå èçìåíåíèÿ îäíîãî èç âåñîâ ñ 1 íà 3.Íà ðèñóíêàõ êðóæêàìè îòìå÷åíû ïîëþñû, ðÿäîì ñ íèìè ïðèâåäåíû ñîîòâåò-ñòâóþùèå èì âåñà.
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b�èñ. 23°. Ïóñòü �èêñèðîâàíû âåñà w(p), p 2 0 : m � 1, è çàäàíû âåêòîðûb(0);b(1); : : : ;b(m � 1). �àññìîòðèì èíòåðïîëÿöèîííóþ çàäà÷ó: íàéòè ïîëþ-ñû a(p), ïðè êîòîðûõ ïðîåêòèâíûé ñïëàéí âèäà (3) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿìR(ln) = b(l); l 2 0 : m� 1: (4)ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à (4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáîðû a(p), w(p) è b(p) ïåðèîäè-÷åñêè ïðîäîëæåíû íà âñå öåëûå p ñ ïåðèîäîì m. Ââåä¼ì �óíêöèþhn(p) := eQr;n(pn); p 2 Z:ßñíî, ÷òî hn(p) � m-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ.



308 Ï�ÎÅÊÒÈÂÍÛÅ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÏËÀÉÍÛÏîäñòàâèì â ðàâåíñòâî (4) âûðàæåíèå äëÿ R(j):Pm�1p=0 eQr;n(ln� pn)w(p) a(p)Pm�1p=0 eQr;n(ln� pn)w(p) = b(p):Ïåðåíåñ¼ì çíàìåíàòåëü â ïðàâóþ ÷àñòü è âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì �óíê-öèè hn(p): m�1Xp=0 hn(l � p)w(p) a(p) = b(p)m�1Xp=0 hn(l � p)w(p):Ïåðåïèøåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â êîìïàêòíîé �îðìå:(w a) � hn = b � (hn � w): (5)Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ m-ïåðèîäè÷åñêèõ âåêòîð-�óíêöèè x(j) è ñêàëÿðíîé�óíêöèè y(j) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâîFm(x � y) = Fm(x)Fm(y): (6)Çäåñü ñâ¼ðòêà âåêòîð-�óíêöèè ñî ñêàëÿðíîé, ÄÏÔ âåêòîð-�óíêöèè è ïðîèç-âåäåíèå âåêòîð-�óíêöèè íà ñêàëÿðíóþ âû÷èñëÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî. Ñïðà-âåäëèâîñòü �îðìóëû (6) ñëåäóåò èç òåîðåìû î ñâ¼ðòêå [3, ñ. 38℄.Ïðèìåíèì ÄÏÔ ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà (5) è âîñïîëüçóåìñÿ òîæäå-ñòâîì (6): Fm(w a)Hn = Fm�b � (hn � w)�;ãäå Hn = Fm(hn). Èçâåñòíî (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 â [4℄), ÷òî çíà÷å-íèÿ Hn(k) ïîëîæèòåëüíû. Ïîäåëèâ íà Hn, ïðèä¼ì ê ðàâåíñòâóFm(w a) = Fm�b � (hn � w)�Hn :Îñòàëîñü ïðèìåíèòü îáðàòíîå ÄÏÔ ê îáåèì ÷àñòÿì è ïîäåëèòü íà ïîëîæè-òåëüíóþ �óíêöèþ w: a = 1w F�1m �Fm�b � (hn � w)�Hn �: (7)Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîâåä¼ííûõ ïðåîáðàçîâàíèé �îðìóëà (7) çàäà¼ò íà-áîð ïîëþñîâ, ÿâëÿþùèé åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4).Îáðàòèìñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè òåîðåìû 1. Ïóñòü çàäàíû òî÷-êè èíòåðïîëÿöèè è âåñà. Ëîìàíàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ñïëàé-íîì, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè èíòåðïîëÿöèè. Ìåíÿÿ âåñà, ìîæíî ðåãóëèðîâàòü�îðìó ëîìàíîé.



Í. Â. ×àøíèêîâ 309Ï�ÈÌÅ� 2. Ïóñòü r = 2, m = 6, n = 15. Íà ðèñóíêàõ 3 è 4 ïîêàçàíû ëî-ìàíûå, çàäàâàåìûå èíòåðïîëÿöèîííûìè ñïëàéíàìè, ïîñòðîåííûìè ïî îäíèìè òåì æå òî÷êàì èíòåðïîëÿöèè, íî ñ ðàçíûìè âåñàìè. Òî÷êè èíòåðïîëÿöèèb(p) èçîáðàæåíû êðóæêàìè, ðÿäîì ïðèâåäåíû âåñà w(p).
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�èñ. 44°. Ïóñòü �èêñèðîâàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà r è m > 2, òî÷êè èíòåðïîëÿ-öèè b(p) è âåñà w(p). Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n, îòëè÷íîãî îò åäèíèöû,ïîñòðîèì ïðîåêòèâíûé èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí Rn(j). Èññëåäóåì ïîâåäå-íèå ìíîæåñòâà �Rn(j) �� j 2 Z	 ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè n.Íàïîìíèì äàííîå â [4℄ îïðåäåëåíèå m-ïåðèîäè÷åñêèõ B-ñïëàéíîâ âåùå-ñòâåííîãî àðãóìåíòà. Íà îñíîâíîì ïåðèîäå [0; m℄ ñïëàéíû çàäàþòñÿ ðåêóð-ðåíòíî: P1(t) = 8><>:1� t; ïðè t 2 [0; 1),0; ïðè t 2 [1; m� 1℄,t�m + 1; ïðè t 2 (m� 1; m℄;P�(t) = Z m0 P��1(s)P1(t� s) ds; � = 2; 3; : : : :Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî � ñïëàéí P� íåîòðèöàòåëåí è óäîâëåòâîðÿåò òîæ-äåñòâó m�1Xl=0 P�(t� l) � 1: (8)Êðîìå òîãî, �óíêöèÿ P� ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C2��2.



310 Ï�ÎÅÊÒÈÂÍÛÅ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÏËÀÉÍÛËÅÌÌÀ. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî � è âåùåñòâåííîãî t ñïðàâåäëèâî ïðå�äåëüíîå ñîîòíîøåíèå limn!1 eQ�;n�btn� = P�(t); t 2 R: (9)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì íàòóðàëüíîå �. Â [4℄ äîêàçàíî, ÷òî íàé-ä¼òñÿ òàêîå A� , ÷òî�� eQ�;n(j)� P�( jn)�� 6 A�n äëÿ âñåõ j; n 2 Z, n > 2.Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå t è ïîëîæèì j = btn. Èìååì��� eQ�;n�btn�� P�(t)��� 6 �� eQ�;n(j)� P�( jn)��+ ��P�( jn)� P�(t)��:Ïåðâîå ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò A�n è ïîýòîìó ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðà-íè÷åííîì âîçðàñòàíèè n. Âòîðîå ñëàãàåìîå òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òàê êàê�óíêöèÿ P� íåïðåðûâíà è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî��� jn � t��� = ����btn � tnn ���� 6 1n :Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü eQ�;n�btn�� P�(t) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ÷òî è òðåáîâà-ëîñü äîêàçàòü.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Äëÿ ëþáîãî t 2 R ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåëR�(t) := limn!1Rn�btn�: (10)Ïðåäåëüíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ R� : R ! Rd ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C2r�2.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç an(p), p 2 0 : m � 1, êîý��èöèåíòûèíòåðïîëÿöèîííîãî ñïëàéíà Rn. Çíà÷åíèÿ âåêòîð-�óíêöèè an îïðåäåëÿþòñÿïî �îðìóëå (7): an = 1w F�1m �Fm�b � (hn � w)�Hn �: (11)Â ïðàâîé ÷àñòè (11) îò n çàâèñÿò òîëüêî �óíêöèè hn èHn. Íàéä¼ì èõ ïðåäåëû.Â ñèëó ëåììû ïðè k 2 0 : m� 1 ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèåh(k) := limn!1hn(k) = limn!1Qr;n(kn) = Pr(k):



Í. Â. ×àøíèêîâ 311Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 â [4℄ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî k 22 0 : m� 1 ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåëH(k) := limn!1Hn(k) = m�1Xp=0 Pr(p)!�kpmè H(k) ïîëîæèòåëüíî.Èñïîëüçóåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (11) îïåðàöèè ñâ¼ðòêè, ÄÏÔ è îáðàòíîãîÄÏÔ ñâîäÿòñÿ ê êîíå÷íîìó íå çàâèñÿùåìó îò n ÷èñëó àðè�ìåòè÷åñêèõ äåé-ñòâèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä ýòèìè îïåðàöèÿìè. Ïðè-íèìàÿ âî âíèìàíèå ïîëîæèòåëüíîñòü H, ïîëó÷àåìa�(p) := limn!1an(p) = � 1w F�1m �Fm�b � (h � w)�H ��(p):Çà�èêñèðóåì t 2 [0; m℄ è ïîäñòàâèì btn â �îðìóëó (3):Rn�btn� = Pm�1p=0 eQr;n�bt� pn�w(p) an(p)Pm�1p=0 eQr;n�bt� pn�w(p) : (12)Íàéä¼ì ïðåäåë çíàìåíàòåëÿ è ÷èñëèòåëÿ äðîáè ïî îòäåëüíîñòè. Äëÿ çíàìå-íàòåëÿ ñîãëàñíî (9) èìååìlimn!1m�1Xp=0 eQr;n�bt� pn�w(p) = m�1Xp=0 Pr(t� p)w(p):Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî, òàê êàê â ñèëó òîæäåñòâà (8) ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ ïîëîæèòåëüíûõ âåñîâ w(p).Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (9) è ñõîäèìîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè�an(p)	, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ïðåäåëà ÷èñëèòåëÿ â ïðàâîé ÷àñòè (12):limn!1m�1Xp=0 eQr;n�bt� pn�w(p) an(p) = m�1Xp=0 Pr(t� p)w(p) a�(p):Èòàê, R�(t) := limn!1Rn�btn� = Pm�1p=0 Pr(t� p)w(p) a�(p)Pm�1p=0 Pr(t� p)w(p) :Ñïëàéí Pr ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C2r�2, ïîýòîìó âåêòîð-�óíêöèÿ R�(t)òàêæå ïðèíàäëåæèò ýòîìó ïðîñòðàíñòâó.Òåîðåìà äîêàçàíà.



312 Ï�ÎÅÊÒÈÂÍÛÅ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÏËÀÉÍÛ�àññìîòðèì ðåçóëüòàò òåîðåìû 2 ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Ëîìà-íûå, çàäàâàåìûå ïðîåêòèâíûìè èíòåðïîëÿöèîííûìè ñïëàéíàìè, ñõîäÿòñÿ êãëàäêîé êðèâîé, îïðåäåëÿåìîé âåêòîð-�óíêöèåé R�(t). Ïîäñòàâëÿÿ â �îðìó-ëó (10) çíà÷åíèå t = l 2 0 : m� 1, ïîëó÷àåìR�(l) = limn!1Rn(ln) = b(l):Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè èíòåðïîëÿöèè.Ï�ÈÌÅ� 3. Ïóñòü m = 5, r = 2. Íà ðèñóíêàõ 5�8 øòðèõîâûìè ëèíèÿìèèçîáðàæåíû ëîìàíûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîåêòèâíûì äèñêðåòíûì ñïëàéíàì,ïîñòðîåííûì äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé n ïî îäíîìó è òîìó æå íàáîðó èç ïÿ-òè òî÷åê èíòåðïîëÿöèè. Êðîìå òîãî, íà êàæäîì ðèñóíêå ñïëîøíîé ëèíèåéïîêàçàíà ïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ, çàäàâàåìàÿ âåêòîð-�óíêöèåé R�(t). Òî÷êè èí-òåðïîëÿöèè b(p) îòìå÷åíû êðóæêàìè, ðÿäîì ñ êîòîðûìè óêàçàíû âåñà w(p).
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Í. Â. ×àøíèêîâ 313ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Õîðîõîíîâ Ä. À., ×àøíèêîâ Í. Â. Äèñêðåòíûå ïåðèîäè�÷åñêèå ñïëàéíû ñ âåêòîðíûìè êîý��èöèåíòàìè è ãåîìåòðè÷åñêîå ìîäå�ëèðîâàíèå // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 4 ñåíòÿáðÿ2007 ã. (http://dha.spb.ru/reps07.shtml#0904)2. G. Farin. Curves and surfaes for CAGD. 5th ed. Aademi Press, 2002.3. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îñíîâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà. ×àñòü ïåðâàÿ. ÑÏá.: ÍÈÈÌÌ, 2003. 100 ñ.4. ×àøíèêîâ Í. Â. Ïðåäåëüíûå êðèâûå äëÿ äèñêðåòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñïëàé�íîâ // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 27 èþíÿ 2009 ã.(http://dha.spb.ru/reps09.shtml#0627).



ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÓÎËØÀÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ12 ìàðòà 2011 ã.Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ áàçîâûå ñâåäåíèÿ î äèñêðåòíûõ �óíêöèÿõ Óîëøà.1°. Ïóñòü N = 2s, ãäå s � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Âîçüì¼ì ÷èñëà k; j 2 0 : N�1è çàïèøåì èõ äâîè÷íûå êîäûk = (ks�1; ks�2; : : : ; k0)2 ; j = (js�1; js�2; : : : ; j0)2 :Çäåñü k� è j� ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1. Îáîçíà÷èìfk; jgs = s�1X�=0 k� j� :Ôóíêöèè vk(j) = (�1)fk;jgs = s�1Y�=0(�1)k�j�; k; j 2 0 : N � 1; (1)íàçûâàþòñÿ äèñêðåòíûìè �óíêöèÿìè Óîëøà. Î÷åâèäíî, ÷òîv0(j) � 1 è vk(0) = 1 ïðè k 2 1 : N � 1.Äèñêðåòíûå �óíêöèè Óîëøà ïðèíèìàþò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ �1.2°. Äèñêðåòíûå �óíêöèè Óîëøà ñâÿçàíû ñ ìàòðèöàìè Àäàìàðà. Ïîñëåä-íèå îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíîA1 = �1 11 �1�; A� = �A��1 A��1A��1 �A��1� ïðè � = 2; 3; : : : (2)Ìàòðèöà A� èìååò ïîðÿäîê 2�. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíäåêñû å¼ ñòðîê è ñòîëáöîâèçìåíÿþòñÿ îò 0 äî 2� � 1.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ñïðàâåäëèâà �îðìóëàA�[k; j℄ = (�1)fk;jg� ; k; j 2 0 : 2� � 1: (3)314



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 315Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè � = 1 �îðìóëà (3) î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó fk; jg1 = kjïðè k; j 2 0 : 1. Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò � � 1 ê �.Âîçüì¼ì k; j 2 0 : 2� � 1 è ïðåäñòàâèì èõ â âèäåk = k��1 2��1 + k0; j = j��1 2��1 + j 0;ãäå k0 = (k��2; : : : ; k0)2, j 0 = (j��2; : : : ; j0)2. Ñîãëàñíî (2)A� [k; j℄ = (�1)k��1j��1A��1[k0; j 0℄(k��1, j��1 � èíäåêñû áëîêîâ, k0, j 0 � èíäåêñû ýëåìåíòà âíóòðè áëîêà). Ïîèíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþA��1[k0; j 0℄ = (�1)fk0; j0g��1 ;òàê ÷òî A�[k; j℄ = (�1)k��1j��1+fk0; j0g��1 = (�1)fk;jg� :Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Ñðàâíèâàÿ (1) è (3), ïîëó÷àåìvk(j) = As[k; j℄; k; j 2 0 : N � 1; (4)òî åñòü çíà÷åíèÿ vk(j) íà ìíîæåñòâå 0 : N�1 ñîâïàäàþò ñ k-é ñòðîêîé ìàòðèöûÀäàìàðà As.Ï�ÈÌÅ�. Ïîñòðîèì ãðà�èêè äèñêðåòíûõ �óíêöèé Óîëøà ïðè N = 23 = 8.Ñîãëàñíî (2) èìååì
A2 = 2664 1 1 1 11 �1 1 �11 1 �1 �11 �1 �1 1 3775; A3 =

266666666664
1 1 1 1 1 1 1 11 �1 1 �1 1 �1 1 �11 1 �1 �1 1 1 �1 �11 �1 �1 1 1 �1 �1 11 1 1 1 �1 �1 �1 �11 �1 1 �1 �1 1 �1 11 1 �1 �1 �1 �1 1 11 �1 �1 1 �1 1 1 �1

377777777775:Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè �óíêöèé vk(j), j 2 0 : 7, ïðè k 2 0 : 7.



316 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÓÎËØÀv0 : 0 1 2 3 4 5 6 7 v4 :v1 : v5 :v2 : v6 :v3 : v7 :�èñ. 1. �ðà�èêè äèñêðåòíûõ �óíêöèé Óîëøà ïðè N = 8.3°. Ââåä¼ì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó äèñêðåòíûõ �óíêöèé Óîëøà:hvk; vk0i = N�1Xj=0 vk(j) vk0(j); kvkk =phvk; vki:Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ïðè N = 2s äèñêðåòíûå �óíêöèè Óîëøà v0; v1; : : : ;vN�1 ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû è kvkk = pN ïðè âñåõ k 2 0 : N � 1.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (3) ìàòðèöû A� ñèììåòðè÷íû.Êðîìå òîãî, A� A� = 2�E2� ; � = 1; 2; : : : ; (5)ãäå E2� � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2�. Ïðè � = 1 ýòî î÷åâèäíî. Ñäåëàåìèíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò � � 1 ê �. Ñîãëàñíî (2)A� A� = �A��1 A��1A��1 �A��1� �A��1 A��1A��1 �A��1� = �2A��1A��1 OO 2A��1A��1� == �2�E2��1 OO 2�E2��1� = 2�E2� :�àâåíñòâî (5) óñòàíîâëåíî.Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëàìè (4), (5) ïðè � = s è ñèììåòðè÷íîñòüþìàòðèöû As. Ïîëó÷èìhvk; vk0i = N�1Xj=0 As[k; j℄As[k0; j℄ = N�1Xj=0 As[k; j℄As[j; k0℄ == �AsAs�[k; k0℄ = 2sE2s [k; k0℄:Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 3174°. Ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ñâîéñòâ äèñêðåòíûõ �óíêöèé Óîëøà.Ñîãëàñíî (1) vk(j) = vj(k); k; j 2 0 : N � 1: (6)Äàëåå, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî1N N�1Xk=0 vk(j) = ÆN (j); j 2 0 : N � 1: (7)Ïðè j = 0 ýòî î÷åâèäíî. Ïóñòü j 2 1 : N�1. Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè �óíêöèéÓîëøà è (6) èìååì N�1Xk=0 vk(j) = N�1Xk=0 vj(k) v0(k) = 0;÷òî ýêâèâàëåíòíî (7).Äëÿ �îðìóëèðîâêè î÷åðåäíûõ ñâîéñòâ íàì ïîòðåáóåòñÿ îïåðàöèÿ ïîðàç-ðÿäíîãî ñëîæåíèÿ ÷èñåë èç ìíîæåñòâà 0 : 2s � 1. Ïóñòük = (ks�1; : : : ; k0)2 ; j = (js�1; : : : ; j0)2 :×èñëî l = (ls�1; : : : ; l0)2 íàçûâàåòñÿ ïîðàçðÿäíîé ñóììîé ÷èñåë k è j, l = k� j,åñëè l� = hk� + j�i2 ; � 2 0 : s� 1;ãäå hni2 = n� 2bn=2 åñòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ öåëîãî ÷èñëà n íà 2.Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî j� j = 0 ïðè âñåõ j 2 0 : 2s� 1. Îòìåòèì òàêæå, ÷òîïðè k; j 2 0 : 2s � 1 ÆN(k � j) = (1; åñëè k = j,0; åñëè k 6= j. (8)Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Ñïðàâåäëèâà �îðìóëàvk(j � r) = vk(j) vk(r); j; r 2 0 : N � 1: (9)Äåéñòâèòåëüíî,vk(j � r) = s�1Y�=0(�1)k�(j�r)� = s�1Y�=0(�1)k�hj�+r�i2 == s�1Y�=0(�1)k�(j�+r�) = vk(j) vk(r):



318 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÓÎËØÀÑîãëàñíî (6) è (9)vk(j) vk0(j) = vj(k) vj(k0) = vj(k � k0) = vk�k0(j):Òàêèì îáðàçîì, vk(j) vk0(j) = vm(j); j 2 0 : N � 1; (10)ãäå m = k � k0. Ê ýòîìó íóæíî äîáàâèòü �îðìóëó1=vk(j) = vk(j); j 2 0 : N � 1; (11)ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîé ñëåäóåò èç òîæäåñòâà v2k(j) � 1.Ñîîòíîøåíèÿ (10) è (11) õàðàêòåðèçóþò ñèñòåìó äèñêðåòíûõ �óíêöèé Óîë-øà v0; v1; : : : ; vN�1 êàê ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñèñòåìó.5°. Îïåðàöèÿ ïîðàçðÿäíîãî ñëîæåíèÿ êîììóòàòèâíà è àññîöèàòèâíà. Êîì-ìóòàòèâíîñòü, k � j = j � k, î÷åâèäíà. Ïðîâåðèì àññîöèàòèâíîñòü:(k � j)� r = k � (j � r):Ïðè � 2 0 : s� 1 èìååì�(k � j)� r�� = 
(k � j)� + r��2 = 
hk� + j�i2 + r��2 == 
(k� + j�) + r��2 = 
k� + hj� + r�i2�2 = �k � (j � r)�� :Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 4. Ïðè �èêñèðîâàííîì k 2 0 : N � 1 îòîáðàæåíèå j !j � k ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà f0; 1; : : : ; N � 1g.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óêàçàííîå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî 0 : N � 1â ñåáÿ, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå x � k = j èìååò íà0 : N � 1 ðåøåíèå ïðè ëþáîì j 2 0 : N � 1. Òàêèì ðåøåíèåì áóäåò x0 = j � k.Äåéñòâèòåëüíî, x0 � k = (j � k)� k = j � (k � k) = j:Â òàáë. 1 óêàçàíà ïåðåñòàíîâêà j ! j�k ïðè N = 8 = 23 è k = 6 = (1; 1; 0)2.Òàáëèöà 1j 0 1 2 3 4 5 6 7j � 6 6 7 4 5 2 3 0 1Ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ ïîðàçðÿäíîãî âû÷èòàíèÿ k 	 j, ïîëîæèâ(k 	 j)� = hk� � j�i2 ; � 2 0 : s� 1:



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 319Íî ýòà îïåðàöèÿ èçáûòî÷íà, ïîñêîëüêók 	 j = k � j:Ïðîâåðèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî. Çàïèøåì åãî â ðàçâ¼ðíóòîì âèäåhk� � j�i2 = hk� + j�i2 ; � 2 0 : s� 1; (12)ãäå k�; j� 2 0 : 1. Çà�èêñèðóåì �. Ïðè k� = j� ðàâåíñòâî (12) ñïðàâåäëèâî(0 = 0). Ïóñòü k� 6= j�. Òîãäà hk� + j�i2 = 1. Âìåñòå ñ òåì, hk� � j�i2 = 1 ïðèk� = 1, j� = 0 è ïðè k� = 0, j� = 1 òàêæåhk� � j�i2 = h�1i2 = �1� 2b(�1)=2 = 1:6°. Ââåä¼ì äèêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà WN : C N ! C N , ñîïîñòàâëÿ-þùåå ñèãíàëó x 2 C N ñèãíàë X =WN (x) ñ îòñ÷¼òàìèX(k) = N�1Xj=0 x(j) vk(j); k 2 0 : N � 1:Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 5 (�îðìóëà îáðàùåíèÿ). Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîx(j) = 1N N�1Xk=0 X(k) vk(j); j 2 0 : N � 1: (13)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (9), (7) è (8) èìååìN�1Xk=0 X(k) vk(j) = N�1Xk=0�N�1Xl=0 x(l) vk(l)� vk(j) = N�1Xl=0 x(l) N�1Xk=0 vk(l) vk(j) == N�1Xl=0 x(l) N�1Xk=0 vk(l � j) = N N�1Xl=0 x(l) ÆN(l � j) = Nx(j);÷òî ðàâíîñèëüíî (13).Ñèãíàë X =WN (x) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì Óîëøà ñèãíàëà x.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 6. Ïóñòü x; y 2 C N è X =WN(x), Y =WN(y). Òîãäàhx; yi = 1N hX; Y i: (14)



320 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÓÎËØÀÄåéñòâèòåëüíî, â ñèëó (13) è âåùåñòâåííîñòè vk1N hX; Y i = 1N N�1Xk=0�N�1Xl=0 x(l) vk(l)�Y (k) == N�1Xl=0 x(l)n 1N N�1Xk=0 Y (k) vk(l)o = N�1Xl=0 x(l) y(l) = hx; yi:Ïðè x = y èç (14) ñëåäóåò, ÷òîkxk2 = 1N kXk2: (15)Ñîîòíîøåíèÿ (15), (14) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ èîáîáù¼ííûì ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ äëÿ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà.7°. Äèàäíîé ñâ¼ðòêîé ñèãíàëîâ x, y èç C N íàçûâàåòñÿ ñèãíàë z ñ îòñ÷¼òàìèz(k) = N�1Xj=0 x(j) y(k � j); k 2 0 : N � 1:Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 7 (î äèàäíîé ñâ¼ðòêå). Ïóñòü z åñòü äèàäíàÿ ñâ¼ðòêàñèãíàëîâ x, y èç C N . ÒîãäàWN (z) =WN (x)WN(y):Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (9) è òåì �àêòîì, ÷òî îòîáðà-æåíèå j ! j� l ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà f0; 1; : : : ; N �1g. Ïîëó÷èì�WN (z)�(k) = N�1Xj=0�N�1Xl=0 x(l) y(j � l)� vk�(j � l)� l� == N�1Xl=0 x(l) N�1Xj0=0 y(j 0) vk(j 0 � l) = N�1Xl=0 x(l) N�1Xj=0 y(j) vk(j) vk(l) == �WN (x)�(k) �WN(y)�(k):8°. Îáðàòèìñÿ ê âîïðîñó î ÷àñòîòå äèñêðåòíîé �óíêöèè Óîëøà vk(j).Íà÷í¼ì ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé �óíêöèèuk(j) = exp�i 2�kN j�:Å¼ ÷àñòîòà ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé k. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè èçìåíåíèè j îò 0äî N (äî íà÷àëà ñëåäóþùåãî ïåðèîäà) àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà uk(j),



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 321ðàâíûé 2�kN j, èçìåíÿåòñÿ, ìîíîòîííî âîçðàñòàÿ, îò 0 äî 2�k, òî åñòü òî÷êà uk(j)ïðîáåãàåò k ðàç åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.�àññìîòðèì ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ äèñêðåòíóþ �óíêöèþ Óîëøàvk(j) = (�1)fk;jgs = exp�i�fk; jgs�:Ê ñîæàëåíèþ, âåëè÷èíà fk; jgs íå âîçðàñòàåò ìîíîòîííî âìåñòå ñ j. Ïðèìåðïîâåäåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû ïðè N = 8 = 23 è k = 3 = (0; 1; 1)2 ïðåäñòàâëåí âòàáë. 2. Òàáëèöà 2j 0 1 2 3 4 5 6 7fk; jg3 0 1 1 2 0 1 1 2×òîáû äîáèòüñÿ ìîíîòîííîñòè, ïðèâåä¼ì vk(j) ïðè j = (js�1; : : : ; j0)2 ê âèäóvk(j) = (�1)Ps�1�=0 k�(j�+j�+12+���+js�12s�1��):Îòìåòèì, ÷òîj=2� = js�1 2s�1�� + � � �+ j�+1 2 + j� + j��1 2�1 + � � �+ j0 2��;òàê ÷òî bj=2� = js�1 2s�1�� + � � �+ j�+1 2 + j� :Ïîëó÷àåì vk(j) = (�1)Ps�1�=0 k�bj=2�; j 2 0 : N � 1:Îáîçíà÷èâ �k(j) = s�1X�=0 k�bj=2�;ïðèä¼ì ê ïðåäñòàâëåíèþvk(j) = (�1)�k(j); j 2 0 : N � 1: (16)Ôîðìóëà (16) âåðíà è ïðè j = N = 2s. Â ýòîì ñëó÷àå�k(N) = s�1X�=0 k� 2s�� = 2 s�1X�=0 k� 2s�1��: (17)Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü (16) ïðè j = N ðàâíà åäèíèöå. Â ñèëó N -ïå-ðèîäè÷íîñòè è ëåâàÿ ÷àñòü (16) ïðè j = N ðàâíà åäèíèöå. Äåéñòâèòåëüíî,vk(N) = vk(0) = 1. Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëà (16) ñïðàâåäëèâà ïðè j 2 0 : N .



322 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÓÎËØÀÏåðåïèøåì (16) â âèäåvk(j) = exp�i��k(j)�; j 2 0 : N:Òåïåðü àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà vk(j), ðàâíûé ��k(j), ïðè èçìåíåíèè jîò 0 äî N èçìåíÿåòñÿ, ìîíîòîííî íå óáûâàÿ, îò 0 äî ��k(N).�àçáåð¼ìñÿ ñ âåëè÷èíîé �k(N) (ñì. (17)). Îòìåòèì, ÷òîs�1X�=0 k� 2s�1�� = k0 2s�1 + k1 2s�2 + � � �+ ks�1 :Â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñòîèò ÷èñëî, äâîè÷íûì êîäîì êîòîðîãî ÿâëÿ-åòñÿ ïåðåâ¼ðíóòûé äâîè÷íûé êîä ÷èñëà k. Îáîçíà÷èì åãî revs(k) (îò àíãëèé-ñêîãî ñëîâà reverse). Ñîãëàñíî (17),�k(N) = 2 revs(k):Ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ: ïðè èçìåíåíèè j îò 0 äîN àðãóìåíòêîìïëåêñíîãî ÷èñëà vk(j) èçìåíÿåòñÿ, ìîíîòîííî íå óáûâàÿ, îò 0 äî 2� revs(k),òî åñòü òî÷êà vk(j) ïðîáåãàåò revs(k) ðàç åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè. Åñòåñòâåííî ÷èñëî revs(k) ñ÷èòàòü ÷àñòîòîé äèñêðåòíîé �óíêöèèÓîëøà vk.9°. Î÷åâèäíî, ÷òî revs(k) 2 0 : N � 1, ïîýòîìó îòîáðàæåíèå k ! revs(k)åñòü îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà 0 : N�1 â ñåáÿ. Íà ñàìîì äåëå, ýòî îòîáðàæåíèåÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà f0; 1; : : : ; N�1g, ÷òî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâàrevs(revs(k)) = k, k 2 0 : N � 1.Â òàáë. 3 ïðèâåä¼í ïðèìåð òàêîé ïåðåñòàíîâêè ïðè N = 8 = 23.Òàáëèöà 3j 0 1 2 3 4 5 6 7rev3(k) 0 4 2 6 1 5 3 710°. Îáîçíà÷èì bvk = vrevs(k) :Ñîãëàñíî (1) èìååìbvk(j) = (�1)Ps�1�=0(revs(k))� j� = (�1)Ps�1�=0 ks�1�� j�; k; j 2 0 : N � 1:×àñòîòà �óíêöèè bvk ðàâíà k, òàê ÷òî ñèñòåìà �óíêöèébv0; bv1; : : : ; bvN�1



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 323óïîðÿäî÷åíà ïî ÷àñòîòå. Îíà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Óîëøà-Ïýëè â îòëè÷èå îòèñõîäíîé ñèñòåìû v0; v1; : : : ; vN�1, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Óîëøà-Àäà�ìàðà.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà ñèñòåìà Óîëøà-Ïýëè ïðè N = 8 = 23 (ñð. ñ ðèñ. 1).bv0 = v0 : 0 1 2 3 4 5 6 7 bv4 = v1 :bv1 = v4 : bv5 = v5 :bv2 = v2 : bv6 = v3 :bv3 = v6 : bv7 = v7 :�èñ. 2. �ðà�èêè äèñêðåòíûõ �óíêöèé Óîëøà,óïîðÿäî÷åííûõ ïî ÷àñòîòå, ïðè N = 8.11°. Âåðí¼ìñÿ ê ðàçëîæåíèþ (13) ñèãíàëà x ïî áàçèñó Óîëøà-Àäàìàðà.Îòìåòèì, ÷òî vrevs(k)(revs(j)) = vk(j);ïîýòîìó x(j) = 1N N�1Xk=0 X(k) vrevs(k)(revs(j)) = 1N N�1Xk=0 X(k)bvk(revs(j)):Çàìåíèâ j íà revs(j), ïîëó÷èìx(revs(j)) = 1N N�1Xk=0 X(k) bvk(j); j 2 0 : N � 1:Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð Óîëøà-Àäàìàðà fX(k)gN�1k=0 ñèãíàëà x(j) ÿâëÿåòñÿ îä-íîâðåìåííî ñïåêòðîì Óîëøà-Ïýëè ñèãíàëà x(revs(j)).12°. Îáîáùåíèþ äèñêðåòíûõ �óíêöèé Óîëøà ïîñâÿù¼í äîêëàä [1℄.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïðîñåêîâ Î. Â., Ñàáàåâ À. Í. Äèñêðåòíûå �óíêöèè Âè�ëåíêèíà-Êðåñòåíñîíà // Ñåìèíàð ¾DHA&CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû.16 ÿíâàðÿ 2008 ã. (http://dha.spb.ru/reps08.shtml\#0116).



ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÕÀÀ�ÀÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ19 ìàðòà 2011 ã.Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû áàçîâûå ñâåäåíèÿ î äèñêðåòíûõ �óíêöèÿõ Õààðà.Îïèñàíû áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Õààðà è åãî îáðàùåíèå. Ïðèâåäåíû ïðèìå-ðû ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëà ïî áàçèñó Õààðà.1°. Ïóñòü N = 2s, ãäå s � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èìN� = N=2�; � 2 0 : s; �� = 2��1; � 2 1 : s+ 1:Î÷åâèäíî, ÷òî N0 = N , Ns = 1; �1 = 1, �2 = 2, �s+1 = N èN� ��+1 = N ïðè âñåõ � 2 0 : s.Ïîñòðîèì ðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåì N -ïåðèîäè÷åñêèõ ñèã-íàëîâ '� = �'�(p; j)	N��1�1p=0 ; � = 1; : : : ; s:Ñèãíàë '�(p; j) êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà C N áóäåì îáîçíà÷àòü '�(p). Ïîëî-æèì '0(p) = ÆN (� � p); p 2 0 : N � 1;'�(p) = '��1(2p) + '��1(2p+ 1);'�(p+N�) = '��1(2p)� '��1(2p+ 1);p 2 0 : N� � 1; � = 1; : : : ; s: (1)Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíà ñòðóêòóðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f'�gs�=0 ïðè s = 3(ïðè N = 8).
324



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 325Òàáëèöà 1'0'1'2'3
'0(0) '0(1) '0(2) '0(3) '0(4) '0(5) '0(6) '0(7)'1(0) '1(1) '1(2) '1(3) '1(4) '1(5) '1(6) '1(7)'2(0) '2(1) '2(2) '2(3)'3(0) '3(1)ßñíî, ÷òî ñèãíàëû ñèñòåìû '� ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñèãíàëû ñèñòåìû '0.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ñïðàâåäëèâû �îðìóëû'�(p) = ���1Xq=0 '0(q + p��+1) + ��+1�1Xq=�� '0(q + p��+1);'�(p+N�) = ���1Xq=0 '0(q + p��+1)� ��+1�1Xq=�� '0(q + p��+1);p 2 0 : N� � 1; � = 1; : : : ; s:

(2)(3)
Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íà÷í¼ì ñ �îðìóëû (2), êîòîðóþ ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:'�(p) = ��+1�1Xq=0 '0(q + p��+1): (4)Ïðè � = 1 îíà ïðèìåò âèä '1(p) = 1Xq=0 '0(q + 2p);÷òî ñîîòâåòñòâóåò (1). Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò � � 1 ê �. Èìååì'�(p) = '��1(2p) + '��1(2p+ 1) == ���1Xq=0 '0(q + 2p��) + ���1Xq=0 '0(q + (2p+ 1)��) == ���1Xq=0 '0(q + p��+1) + ���1Xq=0 '0(q +�� + p��+1) = ��+1�1Xq=0 '0(q + p��+1):Ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû (4) ïðè âñåõ � 2 1 : s óñòàíîâëåíà. Îòìåòèì, ÷òîýòà �îðìóëà âåðíà è ïðè � = 0.



326 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÕÀÀ�ÀÇàìåíèâ â (4) � íà � � 1 è ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â ðåêóððåíò-íîå ñîîòíîøåíèå '�(p + N�) = '��1(2p) � '��1(2p + 1), ïðèä¼ì àíàëîãè÷íîïðåäûäóùåìó ê (3).Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Ñèñòåìà 's ñîñòîèò èç äâóõ ñèãíàëîâ 's(0) è 's(1). Ñîãëàñíî (4) è (3) ïðè� = s (Ns = 1, p = 0) 's(0) = N�1Xq=0 '0(q);'s(1) = N=2�1Xq=0 '0(q)� N�1Xq=N=2'0(q)èëè, â ðàçâ¼ðíóòîì âèäå, 's(0; j) = N�1Xq=0 ÆN (j � q); (5)'s(1; j) = N=2�1Xq=0 ÆN(j � q)� N�1Xq=N=2 ÆN(j � q): (6)ßñíî, ÷òî 's(0; j) � 1, â òî âðåìÿ êàê 's(1; j) íà ïîëîâèíå ïåðèîäà ïðèíèìàåòçíà÷åíèå +1, à íà âòîðîé ïîëîâèíå ïåðèîäà çíà÷åíèå �1.Çàïèøåì åù¼ îäíó �îðìóëó, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç (3) ïðè p = 0:'�(N�; j) = ���1Xq=0 ÆN (j � q)� ��+1�1Xq=�� ÆN(j � q); (7)j 2 0 : N � 1; � = 1; : : : ; s:2°. Ôîðìóëû (2) è (3) ìîæíî îáúåäèíèòü'�(p+ lN�) = ��+1�1Xq=0 (�1)lbq=�� '0(q + p��+1); (8)p 2 0 : N� � 1; l 2 0 : 1; � = 1; : : : ; s:Äåéñòâèòåëüíî, ïðè l = 0 �îðìóëà (8) ñîâïàäàåò ñ (4), à ïðè l = 1 � ñ (3). Âïîñëåäíåì ñëó÷àå íóæíî ó÷åñòü, ÷òîbq=�� = (0 ïðè q 2 0 : �� � 1,1 ïðè q 2 �� : ��+1 � 1. (9)



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 327Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ïðè êàæäîì � 2 1 : s ñèãíàëû'�(0); '�(1); : : : ; '�(N��1 � 1)ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû; ïðè ýòîì k'�(k)k2 = 2� ïðè âñåõ k 2 0 : N��1 � 1.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüì¼ì èíäåêñû k; k0 2 0 : N��1 � 1 è ïðåäñòàâèì èõ ââèäå k = lN� + p; k0 = l0N� + p0;ãäå p; p0 2 0 : N� � 1, l; l0 2 0 : 1. Ñîãëàñíî (8) èìååìh'�(k); '�(k0)i = 
'�(p+ lN�); '�(p0 + l0N�)� == ��+1�1Xq=0 ��+1�1Xq0=0 (�1)lbq=��+l0bq0=�� 
'�(q + p��+1); '�(q0 + p0��+1)�:Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîéhÆN (� � s); ÆN(� � s0)i = ÆN(s� s0); s; s0 2 Z:Ïîëó÷èìh'�(k); '�(k0)i = ��+1�1Xq;q0=0 (�1)lbq=��+l0bq0=�� ÆN(q � q0 + (p� p0)��+1):Îòìåòèì, ÷òî jq� q0j 6 ��+1� 1. Åñëè p 6= p0, òî àðãóìåíò ó ÆN îòëè÷åí îòíóëÿ ïðè âñåõ q; q0 2 0 : ��+1 � 1. Â ýòîì ñëó÷àåh'�(k); '�(k0)i = 0:Ïðè p = p0 àðãóìåíò ó ÆN ðàâåí íóëþ òîëüêî ïðè q = q0, ïîýòîìóh'�(k); '�(k0)i = ��+1�1Xq=0 (�1)(l+l0)bq=��:Íàïîìíèì, ÷òî l; l0 2 0 : 1. Åñëè l 6= l0, òî l + l0 = 1. Â ñèëó (9) ïîëó÷èìh'�(k); '�(k0)i = ��+1�1Xq=0 (�1)bq=�� = 0:È òîëüêî òîãäà, êîãäà p = p0, l = l0, òî åñòü êîãäà k = k0, ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-äåíèå h'�(k); '�(k)i îòëè÷íî îò íóëÿ. Îíî ðàâíî ��+1 = 2�.Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.



328 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÕÀÀ�À3°. �àññìîòðèì ñèñòåìó ñèãíàëîâ's(0); '�(p+N�); p 2 0 : N� � 1; � = s; s� 1; : : : ; 1: (10)Ïðè N = 8 = 23 îíà âûãëÿäèò òàê (ñì. òàáë. 1)'3(0); '3(1); '2(2); '2(3); '1(4); '1(5); '1(6); '1(7):Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Ñèãíàëû (10) ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì � 2 1 : s � 1. Âíóòðè áëîêà f'�(p +N�)gN��1p=0 ñèãíàëû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2. Îíè îð-òîãîíàëüíû è ñèãíàëàì áëîêîâ f'�0(p + N�0)gN�0�1p=0 ïðè � 0 > � (âêëþ÷àÿáëîê f's(0); 's(1)g), êîòîðûå ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöè-ÿìè ñèãíàëîâ áëîêà f'�(p)gN��1p=0 . Îðòîãîíàëüíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñîãëàñ-íî ïðåäëîæåíèþ 2 ñèãíàëû áëîêà f'�(p)gN��1p=0 îðòîãîíàëüíû ñèãíàëàì áëî-êà f'�(p+N�)gN��1p=0 .Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà (10) ñîñòîèò èç N ñèãíàëîâ. Îíà îáðàçóåò áàçèñïðîñòðàíñòâà C N , êîòîðûé íàçûâàåòñÿ áàçèñîì Õààðà. Ñèãíàëû, âõîäÿùèå âáàçèñ Õààðà, íàçûâàþòñÿ äèñêðåòíûìè �óíêöèÿìè Õààðà.Âèä �óíêöèé 's(0) è 's(1) íàì èçâåñòåí (ñì. (5), (6)). Óòî÷íèì ñòðóêòóðó�óíêöèé '�(p+N�) ïðè � 2 1 : s� 1.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 4. Ïðè � 2 1 : s� 1 è p 2 0 : N� � 1 ñïðàâåäëèâî òîæ-äåñòâî '�(p+N� ; j) = '�(N�; j � p��+1); j 2 Z:Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèâ â (7) j � p��+1 âìåñòî j, ïîëó÷èì'�(N�; j � p��+1) = ���1Xq=0 ÆN (j � p��+1 � q) � ��+1�1Xq=�� ÆN (j � p��+1 � q) == ���1Xq=0 '0(q + p��+1; j) � ��+1�1Xq=�� '0(q + p��+1; j) = '�(p+N�; j):Òåïåðü áàçèñ Õààðà (10) ïðèíèìàåò âèä's(0; j); 's(1; j); '�(N�; j � p��+1); p 2 0 : N� � 1; � = s� 1; s� 2; : : : ; 1:Ôóíêöèè 's(0; j), 's(1; j) è '�(N�; j) ïðè � = s � 1; s� 2; : : : ; 1 íà ìíîæåñòâå0 : N � 1 îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (5), (6), (7).



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 329Íà ðèñ. ïðåäñòàâëåí áàçèñ Õààðà ïðè N = 8 = 23. Â äàííîì ñëó÷àå'2(N2) = '2(2), '1(N1) = '1(4).'3(0) : 0 1 2 3 4 5 6 7 '1(4) :'3(1) : '1(5) :'2(2) : '1(6) :'2(3) : '1(7) :�èñ. Áàçèñ Õààðà ïðè N = 23.4°. �àçëîæèì ñèãíàë x 2 C N ïî áàçèñó Õààðà (10):x = 2�s �s(0)'s(0) + sX�=1 2�� N��1Xp=0 ��(p+N�)'�(p+N�): (11)Çäåñü �s(0) = hx; 's(0)i, ��(p + N�) = hx; '�(p + N�)i. Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäëî-æåíèÿ 3 è óñëîâèé k's(0)k2 = 2s, k'�(p+N�)k2 = 2�.Ââåä¼ì ðàñøèðåííóþ ñèñòåìó îáîçíà÷åíèé�0(p) = hx; '0(p)i; p 2 0 : N � 1;��(p) = hx; '�(p)i; p 2 0 : N��1 � 1; � = 1; : : : ; s:Èìååì �0(p) = N�1Xj=0 x(j) ÆN (j � p) = x(p); p 2 0 : N � 1:Ñîãëàñíî (1) ïðè p 2 0 : N� � 1��(p) = hx; '��1(2p) + '��1(2p+ 1)i = ���1(2p) + ���1(2p+ 1);��(p+N�) = hx; '��1(2p)� '��1(2p+ 1)i = ���1(2p)� ���1(2p+ 1):



330 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÕÀÀ�ÀÏðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñõåìå âû÷èñëåíèé:�0(p) = x(p); p 2 0 : N � 1;��(p) = ���1(2p) + ���1(2p+ 1);��(p+N�) = ���1(2p)� ���1(2p+ 1);p 2 0 : N� � 1; � = 1; : : : ; s: (12)Ýòà ñõåìà íàçûâàåòñÿ áûñòðûì ïðåîáðàçîâàíèåì Õààðà ñèãíàëà x. Îíà ïîç-âîëÿåò âû÷èñëèòü êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (11) (ñì. òàáë. 2).Òàáëèöà 2�0�1�2�3
�0(0) �0(1) �0(2) �0(3) �0(4) �0(5) �0(6) �0(7)�1(0) �1(1) �1(2) �1(3) �1(4) �1(5) �1(6) �1(7)�2(0) �2(1) �2(2) �2(3)�3(0) �3(1)Ñèñòåìà êîý��èöèåíòîâ�s(0); ��(p+N�); p 2 0 : N� � 1; � = s; s� 1; : : : ; 1; (13)íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì Õààðà ñèãíàëà x. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà Õààðà ïîñõåìå (12) òðåáóþòñÿ òîëüêî ñëîæåíèÿ/âû÷èòàíèÿ â êîëè÷åñòâå2 sX�=1 N� = 2 sX�=1 2s�� = 2(N � 1)(ïðèìåðíî äâà ñëîæåíèÿ/âû÷èòàíèÿ íà îäíó êîìïîíåíòó ñïåêòðà!).Ï�ÈÌÅ�. �àçëîæèì ïî áàçèñó Õààðà ïðè N = 8 ñèãíàëx = (1;�1;�1; 1; 1; 1;�1;�1):�åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáë. 3. Òàáëèöà 3�0�1�2�3

1 � 1 � 1 1 1 1 � 1 � 10 0 2 � 2 2 � 2 0 00 0 0 40 0



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 331Ïîëó÷àåìx = 14 4'2(3) + 12 2'1(4)� 12 2'1(5) = '2(3) + '1(4)� '1(5):Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, åñëè âîñ-ïîëüçîâàòüñÿ âèäîì �óíêöèé '2(3), '1(4), '1(5) (ñì. ðèñ.).5°. Ñõåìà (12) äîïóñêàåò îáðàùåíèå:���1(2p) = 12���(p) + ��(p+N�)�;���1(2p+ 1) = 12���(p)� ��(p+N�)�;p 2 0 : N� � 1; � = s; s� 1; : : : ; 1: (14)Ôîðìóëû (14) ïîçâîëÿþò ïî ñïåêòðó Õààðà (13) ñèãíàëà x âîññòàíîâèòü âñååãî îòñ÷¼òû: x(p) = �0(p), p 2 0 : N � 1.6°. Ïðèâåä¼ì åù¼ äâà ïðèìåðà. Ïåðâûé ïðèìåð ïîñâÿù¼í ðàçëîæåíèþ ñèã-íàëà ïî áàçèñó Õààðà, âòîðîé � îáðàòíîé çàäà÷å.�àññìîòðèì ïðè k 2 0 : s� 1 ñèãíàë-¾ñòóïåíüêó¿hk(j) = �k+1�1Xq=0 ÆN(j � q); j 2 0 : N � 1:Ïîêàæåì, ÷òî hk(j) = 2�s+k + sX�=k+1 2��+k '�(N�; j): (15)Ñîãëàñíî (1) ïðè p = 0, � 2 1 : s èìååì2'��1(0; j) = '�(0; j) + '�(N�; j):ÏîýòîìósX�=k+1 2��+k '�(N�; j) = 2 sX�=k+1 2��+k '��1(0; j)� sX�=k+1 2��+k '�(0; j) == s�1X�=k 2��+k '�(0; j)� sX�=k+1 2��+k '�(0; j) == 'k(0; j)� 2�s+k 's(0; j):Îòñþäà ñëåäóåò (15), åñëè ó÷åñòü, ÷òî 's(0; j) � 1 è 'k(0; j) = hk(j) (ñì. (4)).



332 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÕÀÀ�ÀÏîëîæèâ â (15) k = 0, ïðèä¼ì ê ðàçëîæåíèþ åäèíè÷íîãî èìïóëüñà ïîáàçèñó Õààðà: ÆN (j) = 2�s + sX�=1 2�� '�(N� ; j); j 2 0 : N � 1:Òåïåðü âîññòàíîâèì ñèãíàë x, ó êîòîðîãî âñå êîìïîíåíòû ñïåêòðà Õààðàðàâíû åäèíèöå. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àåx(j) = 1� 2N revs(j); j 2 0 : N � 1: (16)Çäåñü revs(j) � ÷èñëî, äâîè÷íûé êîä êîòîðîãî åñòü ïåðåâ¼ðíóòûé äâîè÷-íûé êîä ÷èñëà j. Òàêèì îáðàçîì, åñëè j = (js�1; js�2; : : : ; j0)2, òî revs(j) == (j0; j1; : : : ; js�1)2. Íàì ïîòðåáóþòñÿ äâà ïðîñòûõ ñâîéñòâà îïåðàöèè revs:rev1(j) = j ïðè j 2 0 : 1;rev�+1(2p+ �) = � 2� + rev�(p);p 2 0 : ��+1 � 1; � 2 0 : 1; � = 1; 2; : : : (17)Ïðîâåðèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî. Ïóñòü p = p��1 2��1 + � � �+ p0. Òîãäà2p+ � = p��1 2� + � � �+ p0 2 + �è rev�+1(2p+ �) = � 2� + p0 2��1 + � � �+ p��1 = � 2� + rev�(p):Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ òàáëèöû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õààðà ïî ñïåêòðó,âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû åäèíèöå, âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëàìè (14), çà-ìåíèâ â íèõ � íà s� �: �s���1(2p) = 12��s��(p) + 1�;�s���1(2p+ 1) = 12��s��(p)� 1�;p 2 0 : ��+1 � 1; � = 0; 1; : : : ; s� 1 (18)(ó÷ëè, ÷òî Ns�� = ��+1). Áëîêè �s�1 è �s äîëæíû âûãëÿäåòü òàê:Òàáëèöà 4�s�1�s 1 0 1 11 1



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 333Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå x�(p) = 1� 12��1 rev�(p)è ïîêàæåì, ÷òî ïðè � = 1; : : : ; s�s��(p) = x�(p); p 2 0 : ��+1 � 1:Ïðè � = 1 ýòà �îðìóëà âåðíà (ñì. òàáë. 4). Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè óêàçàííûõ�s�� âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (18).Ïåðåïèøåì (18) â òåðìèíàõ x� :x�+1(2p) = 12�x�(p) + 1�;x�+1(2p+ 1) = 12�x�(p)� 1�;p 2 0 : ��+1 � 1; � = 1; : : : ; s� 1: (19)Ïîäñòàâèâ âìåñòî x�(p) åãî ÿâíîå âûðàæåíèå, ïðåîáðàçóåì (19) ê âèäórev�+1(2p) = rev�(p);rev�+1(2p+ 1) = 2� + rev�(p);p 2 0 : ��+1 � 1; � = 1; : : : ; s� 1:Ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò èç (17).Èòàê, ìû ïîëíîñòüþ âîññòàíîâèëè òàáëèöó áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õà-àðà. Ïî ïîñòðîåíèþx(j) = �0(j) = xs(j) = 1� 2N revs(j); j 2 0 : N � 1:7°. Äàëüíåéøèå ñâåäåíèÿ î äèñêðåòíûõ �óíêöèÿõ Õààðà èìåþòñÿ â [1, 2, 3℄.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îñíîâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà. ×àñòü âòîðàÿ. ÑÏá.: ÍÈÈÌÌ ÑÏá�Ó, 2003. 100 ñ.2. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Ñðàâíèòåëüíîå èçó÷åíèå äâóõ âåéâëåò�íûõ áàçèñîâ // Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èí�. 2000. Ò. 36. Âûï. 2. Ñ. 27�37.3. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á., Òðåòüÿêîâ À. À. Áûñòðîå âåéâëåòíîå ïðå�îáðàçîâàíèå äèñêðåòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ è èçîáðàæåíèé // Ïðî-áëåìû ïåðåäà÷è èí�. 1998. Ò. 34. Âûï. 2. Ñ. 77�85.



ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÅ ×ÈÑËÀÈ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÅ ÊÎÄÛÍ. Î. Êîòåëèíà À. Á. Ïåâíûé26 ìàðòà 2011 ã.Èíèöèèðóþùåé äëÿ íàñ ðàáîòîé ïîñëóæèëà ñòàòüÿ Í. Í. Àíäðååâà èÂ. À. Þäèíà [1℄. Äëÿ îöåíêè êîíòàêòíûõ ÷èñåë Mn ñâåðõó èñïîëüçóåòñÿòåîðåìà Äåëüñàðòà [2℄, êîòîðàÿ ïðè n = 8 è 24 äà¼ò òî÷íûé ðåçóëüòàò.1°. Â Rn îïðåäåëåíû ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå xy = x1y1 + : : : + xnyn âåê-òîðîâ x, y è íîðìà jxj = pxx. �àññìîòðèì øàð B(x0; r) = fx 2 Rn jjx � x0j 6 rg ðàäèóñà r > 0. Áóäåì èñêàòü øàðû B(xi; r), i 2 1 : m, êàñà-þùèåñÿ øàðà B(x0; r), íî ïðè ýòîì B(xi; r) è B(xj; r) ïðè 1 6 i < j 6 m íåäîëæíû èìåòü îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Ýòè óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü òàê:jxi � x0j = 2r; i = 1; 2; : : : ; m; (1)jxi � xjj > 2r; 1 6 i < j 6 m: (2)Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî m øàðîâ B(xi; r) ìîæíî ïðèêîñíóòü êäàííîìó øàðó B(x0; r) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (1) è (2)?×åðåçMn îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîåm. ×èñëîMn çàâèñèò òîëüêîîò n è íàçûâàåòñÿ êîíòàêòíûì ÷èñëîì. Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå àíãëèéñêèé òåð-ìèí �kissing number�. Èçâåñòíû êîíòàêòíûå ÷èñëà M2 = 6, M3 = 12, M4 = 24.Î íèõ èìååòñÿ îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì. ññûëêè â [5, 6, 7℄). ×èñëî M3 = 12ïðàâèëüíî óêàçàíî Íüþòîíîì â 1694 ã. Èç ìíîãî÷èñëåííûõ äîêàçàòåëüñòâ îò-ìåòèì ðàáîòó [8℄. �àâåíñòâî M4 = 24 î÷åíü ñëîæíûì îáðàçîì äîêàçàë Î. Ìó-ñèí [7℄.Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ñ�åðè÷åñêèì êîäàì. Ñ�åðè÷åñêèì êîäîì íàçûâàåòñÿëþáîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî C íà ñ�åðå Sn�1 = fx 2 Rn j jxj = 1g. �àññìîòðèìñëó÷àé, êîãäà óãîë ìåæäó âåêòîðàìè êîäà íå ìåíüøå 60Æ, òî åñòü âûïîëíåíîíåðàâåíñòâî xy 6 12 8 x; y 2 C; x 6= y: (3)Òàêîé êîä C áóäåì íàçûâàòü 12 -êîäîì. Óñëîâèå (3) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâójx� yj2 = jxj2 � 2xy + jyj2 = 2(1� xy) > 1;334



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 335òî åñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè êîäà íå ìåíüøå 1.Êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òî÷åê ìîæåò èìåòü 12-êîä íà ñ�å�ðå Sn�1?×åðåç An îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ 12 -êîäà. Ñïðàâåä-ëèâî ðàâåíñòâî An =Mn: (4)Äåéñòâèòåëüíî, âîçüì¼ì 12 -êîä C = fx1; : : : ; xmg � Sn�1, ãäå m = An, îñíîâíîéøàð B(O ; 12) è ïðèêëåèì ê íåìó øàðû B(xi; 12), i 2 1 : m. Óñëîâèÿ (1) è (2)âûïîëíåíû ïðè x0 = O è r = 12 , ïîýòîìó An 6 Mn. Îáðàòíîå íåðàâåíñòâîñòîëü æå î÷åâèäíî.Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû 12 -êîäîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ ìèíè-ìàëüíûå âåêòîðû ðåøåòîê (ñì. îá ýòîì [1℄), à îöåíêó ñâåðõó äëÿ An =Mn äàåòòåîðåìà Äåëüñàðòà [2℄.2°. Â íà÷àëå 1970-õ ãîäîâ Ô. Äåëüñàðò ïðåäëîæèë çàìå÷àòåëüíûé ìåòîäîöåíêè An ñâåðõó, èñïîëüçóþùèé ñïåöèàëüíûå ïîëèíîìû �G(n)k (t)	1k=0. Ýòèïîëèíîìû îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:1) G(n)k (t) � àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè k;2) ïîëèíîìû �G(n)k (t)	1k=0 îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íà [�1; 1℄ ñ âå-ñîì wn(t) = (1� t2)n�32 ;3) âûïîëíåíî óñëîâèå íîðìèðîâêè G(n)k (1) = 1;4) äëÿ ëþáûõ x1; : : : ; xm 2 Sn�1 ìàòðèöà �G(n)k (xi xj)	mi;j=1 íåîòðèöàòåëüíîîïðåäåëåíà; â ÷àñòíîñòè,mXi;j=1G(n)k (xi xj) > 0; k = 1; 2; : : : : (5)Ïîëèíîìû G(n)k (t) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîëèíîìîâ �åãåíáàóýðàP (�;�)k (t) ïðè � = (n�3)=2 (ñì. [3℄) ñ èçìåí¼ííûì óñëîâèåì íîðìèðîâêè. Ïîýòî-ìó â äàëüíåéøåì ïîëèíîìû G(n)k (t) áóäåì íàçûâàòü ïîëèíîìàìè �åãåíáàóýðà.Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ïðèâîäèòñÿ â äî-êëàäå [4℄.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1 (Äåëüñàðò). Ïóñòü f(t) � ïîëèíîì ñòåïåíè d, óäîâëåòâîðÿ�þùèé óñëîâèÿì:1) f(t) 6 0 ïðè t 2 ��1; 12�;



336 ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÅ ×ÈÑËÀ È ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÅ ÊÎÄÛ2) êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ f(t) ïî ïîëèíîìàì �åãåíáàóýðàf(t) = dXk=0 f (n)k G(n)k (t)íåîòðèöàòåëüíû è f (n)0 > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîAn 6 f(1)=f (n)0 :Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé 12 -êîä C = fx1; : : : ; xmg � Sn�1.�àññìîòðèì ñóììóS = mXi;j=1 f(xi xj) = f (n)0 m2 + dXk=1 f (n)k mXi;j=1G(n)k (xi xj): (6)Â ñèëó óñëîâèÿ 2) è íåðàâåíñòâà (5) S > f (n)0 m2. Âìåñòå ñ òåì â ñèëóóñëîâèÿ 1) è íåðàâåíñòâà (3) èìååì f(xi xj) 6 0 ïðè i 6= j. Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî S 6 mf(1).Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì f (n)0 m2 6 S 6 mf(1), îòêóäàm 6 f(1)f (n)0 : (7)Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè êîäà C ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.3°. Äîïóñòèì, ÷òî íàø¼ëñÿ ñ�åðè÷åñêèé 12 -êîä C = fx1; : : : ; xmg è ïîëè-íîì f(t), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû, òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåí-ñòâî m = f(1)=f (n)0 . Òîãäà f (n)0 m2 = S = mf(1):Ó÷èòûâàÿ, ÷òî S = mf(1) +Pi 6=j f(xi xj), ïîëó÷àåìXi 6=j f(xi xj) = 0:Çäåñü âñå ñëàãàåìûå f(xi xj) íåïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìóf(xi xj) = 0 äëÿ âñåõ ïàð (i; j), i 6= j. (8)Çíà÷èò, ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ tij = xi xj ïðè i 6= j äîëæíû áûòü êîðíÿìèïîëèíîìà f(t).



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 337Êðîìå òîãî, èç (6) ñëåäóåò, ÷òîf (n)k mXi;j=1G(n)k (xi xj) = 0; k = 1; 2; : : : ; d: (9)Åñëè f (n)k > 0, òî ñóììà äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ.Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ýêñòðåìàëüíûé ïîëèíîì f(t) ïðèn = 8 è n = 24.4°. Ïðè n = 8 ìàêñèìàëüíûé 12 -êîä îáðàçóþò ìèíèìàëüíûå âåêòîðû ðå-øåòêè E8 â ïðîñòðàíñòâå R8 :E8 = nx 2 R8 j âñå xi 2 Z èëè âñå xi 2 Z+ 12 ; 8Xi=1 xi � 0 (mod 2)o:Íàïîìíèì, ÷òî jxj2 = x21 + : : :+ x28. Ìèíèìàëüíûå âåêòîðû ðåøåòêè ÿâëÿ-þòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è jxj2 ! min;x 2 E8; x 6= O :Â E8 n fOg ìèíèìàëüíóþ íîðìó èìåþò 240 âåêòîðîâ ñëåäóþùåãî âèäà:1) âåêòîðû âèäà � = (�12; 06), ñîäåðæàùèå äâå �1 è øåñòü íóëåé. Ïðè ýòîìj�j = p2, à êîëè÷åñòâî òàêèõ âåêòîðîâ ðàâíî 22C28 = 112.2) âåêòîðû âèäà � = ��12 8� ñ ÷¼òíûì ÷èñëîì ïëþñîâ (ýòî óñëîâèå ðàâ-íîñèëüíî âêëþ÷åíèþ � 2 E8). Ïðè ýòîì j�j = p2 è êîëè÷åñòâî òàêèõâåêòîðîâ ðàâíî C08 + C28 + C48 + C68 + C88 = 128. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èììíîæåñòâî âåêòîðîâ f�1; : : : ; �240g.ËÅÌÌÀ. Ïðè i 6= j ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ �i�j ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêîñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: �2, �1, 0, 1.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî �2 6 �i �j < 2. Åñ-ëè �i èç ïåðâîé ãðóïïû âåêòîðîâ, òî �i �j áóäåò öåëûì ÷èñëîì.Äîïóñòèì, ÷òî âåêòîðû � = (�1; : : : ; �8) è � = (�1; : : : ; �8) èç âòîðîé ãðóïïû.Â êàæäîì âåêòîðå ÷¼òíîå ÷èñëî ïëþñîâ. Ïóñòü I = fk j �k �k > 0g. Òîãäàp = jIj � ÷¼òíîå ÷èñëî è�� = p4 � 8� p4 = 2p4 � 2 2 Z:Îòñþäà �� 2 f�2; �1; 0; 1g. Ëåììà äîêàçàíà.



338 ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÅ ×ÈÑËÀ È ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÅ ÊÎÄÛÑëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíîâëåíà íåçàâèñèìî â äâóõ ðàáîòàõ: Ëåâåíøòåéí[9℄ è Îäëûæêî, Ñëîýí [10℄ (ñì. òàêæå ãëàâó 13 â êíèãå [5℄, íàïèñàííóþ òåìèæå àâòîðàìè).ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïðè n = 8 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà A8 = M8 = 240. Ìàêñè�ìàëüíûé 12-êîä îáðàçóþò òî÷êèxi = 1p2 �i; i = 1; 2; : : : ; 240:Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Àâòîðû [10℄ èñïîëüçóþò òåîðåìó Äåëüñàðòà. Ïîñêîëüêóxi xj 2 ��1; �12 ; 0; 12	 ïðè i 6= j, òî ââèäó óñëîâèÿ (8) àâòîðû [10℄ áåðóòïîëèíîì f(t) = 3203 (t + 1)�t+ 12�2 t2�t� 12�:Êîý��èöèåíò ïîñòàâëåí àâòîðàìè [10℄ äëÿ òîãî, ÷òîáû f (8)0 = 1. Äàëåå f(t)íóæíî ðàçëîæèòü ïî ïîëèíîìàì �åãåíáàóýðà G(8)k (t), k 2 0 : 6. Ïðèâåä¼ìàëãîðèòì âû÷èñëåíèé â ñèñòåìå MAPLE.Àëãîðèòì.1. Â ìàññèâ G(0..6) çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ �åãåíáàóýðà,èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíóþ �îðìóëó. Îñíîâíûå îïåðàòîðû: G[0℄:=1;G[1℄:=t; G[k+1℄:=simplify(((2*k+n-2)*t*G[k℄-k*G[k-1℄)/(k+n-2)).2. Âû÷èñëèì ìàòðèöó �ðàìàHkl = �G(n)k ; G(n)l � :=Z 1�1G(n)k (t)G(n)l (t)w8(t) dt; k; l 2 0 : 6:Óáåäèìñÿ, ÷òî Hkl = 0 ïðè k 6= l. Íàì ïîòðåáóþòñÿ òîëüêîHkk = kG(n)k k2.Èíòåãðàëû áóäóò âû÷èñëåíû òî÷íî, íàïðèìåð, H00 = 516�.3. Âû÷èñëèì êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿf(t) = 6Xk=0 f (8)k G(8)k (t)ïî �îðìóëåf (8)k = �f;G(8)k ��G(8)k ; G(8)k � = 1Hkk Z 1�1 f(t)G(8)k (t)w8(t) dt; k 2 0 : 6:



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 3394. Íàïå÷àòàåì êîý��èöèåíòû f (8)0 ; : : : ; f (8)6 â ñòðî÷êó ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðàonvert(f,list): h1; 8; 25; 52; 1332 ; 60; 552 i:5. Âû÷èñëèì f(1) äâóìÿ ñïîñîáàìè:f(1) = 3203 � 2 � �32�2 � 12 = 240;f(1) = 6Xk=0 f (8)k G(8)k (1) = 6Xk=0 f (8)k = 240:Îêîí÷àòåëüíûé âûâîä. Ïî òåîðåìå ÄåëüñàðòàA8 =M8 6 f(1)f (8)0 = 240:Ýòî óáåæäàåò íàñ â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû 2.Çàäà÷è1. Äàí ïîëèíîì F = a0td+ a1td�1+ : : :+ ad. Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåí-òîâ ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëèíîìàì �åãåíáàóýðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèéïðîöåññ. Íàéä¼ì a0 = oeff(F; t; d) � ñòàðøèé êîý��èöèåíò ïîëèíîìà F èb0 = oeff(G[d℄; t; d) � ñòàðøèé êîý��èöèåíò ïîëèíîìà G[d℄ = G(n)d (t). Ïîëî-æèì f[d℄ = a0=b0 è âû÷èñëèì ïîëèíîì F1 = F� f[d℄G[d℄ ñòåïåíè íå âûøå d�1.Äàëåå ïðè¼ì ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîëèíîìó F1. Íàïèñàòü ïðîãðàììó äëÿ íàõîæäå-íèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ f [d℄; : : : ; f [0℄. Äëÿ ïîëèíîìàf(t) = 3203 (t+ 1)�t+ 12�2t2�t� 12�ïðè n = 8 ïîëó÷àþòñÿ êîý��èöèåíòû (1; 8; 25; 52; 1332 ; 60; 552 ).2. Ìèíèìàëüíûå âåêòîðû ðåøåòêè Ëè÷à. �åøåòêà Ëè÷à �24 â R24(ñì. [5℄) èìååò m = 196560 ìèíèìàëüíûõ âåêòîðîâ �1; : : : ; �m. Ïîëîæèìxi = �i=j�ij. Òîãäà C = fx1; : : : ; xmg ÿâëÿåòñÿ 12 -êîäîì è ïðè ýòîì xi xj 22 ��1; �12 ; �14 ; 0; 14 ; 12	 ïðè i 6= j. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìàêñèìàëüíîñòè êî-äà C â [10℄ ïðåäëàãàåòñÿ âçÿòü ïîëèíîìf(t) = (t + 1)�t+ 12�2�t + 14�2t2�t� 14�2�t� 12�:�àçëîæèòü f(t) ïî ïîëèíîìàì �åãåíáàóýðà, f(t) = P10k=0 f (24)k G(24)k (t), è ïîêà-çàòü, ÷òî âñå f (24)k ïîëîæèòåëüíû. Ïîêàçàòü, ÷òîf(1)f (24)0 = 196560:



340 ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÅ ×ÈÑËÀ È ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÅ ÊÎÄÛÎòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî A24 =M24 = 196560.3. Ñëó÷àé n=4. �àññìîòðèì ñ�åðè÷åñêèé 12 -êîä C � S3, ñîñòîÿùèé èç 8âåêòîðîâ x = (�1; 03); ãäå �1 ìîæåò ñòîÿòü íà ëþáîì èç ÷åòûð¼õ ìåñò, è 16âåêòîðîâ x = ��12 4�. Ïîêàçàòü, ÷òî xy 2 ��1; �12 ; 0; 12	 ïðè x; y 2 C, x 6= y.Ñ�îðìèðîâàòü ìàòðèöó X(1::24; 1::4), ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ óêàçàííûåâåêòîðû x, è ìàòðèöó �ðàìà T = XX 0, ãäå Tij = xi xj: �àçëîæèòü ïîëèíîìf(t) = (t+1)�t+ 12�2t2�t� 12� ïî ïîëèíîìàì �åãåíáàóýðà, f(t) =P6k=0 f (4)k G(4)k (t).Ïîêàçàòü, ÷òî âñå f (4)k ïîëîæèòåëüíû è A4 6 f(1)f(4)0 = 1445 = 28:8:Ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ çàâûøåííîé: Î. Ìóñèí [7℄ ïîêàçàë, ÷òî A4 = 24.Ïðè÷èíîé ýòîé çàâûøåííîñòè ÿâëÿåòñÿ íàðóøåíèå óñëîâèÿ (9). Ïîêàçàòü, ÷òîP24i;j=1G(4)6 (Tij) = 5767 :ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Àíäðååâ Í. Í., Þäèí Â. À. Àðè�ìåòè÷åñêèé ìèíèìóì êâàäðàòè÷íîé �îð�ìû è ñ�åðè÷åñêèå êîäû // Ìàòåì. ïðîñâåùåíèå. Ñåð. 3. 1998. Âûï. 2. Ñ. 133�140.2. Delsarte Ph., Goetals J. M., Seidel J. J. Spherial odes and designs // Geom.Dediata. 1977. V. 6. P. 363{388.3. Ñåã¼ �. Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Ì.: �ÈÔÌË, 1962. 500 ñ.4. Êîòåëèíà Í. Î. Ôîðìóëà ñëîæåíèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ �åãåíáàóýðà // Ñåìèíàð¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 13 íîÿáðÿ 2010 ã.(http://dha.spb.ru/reps10.shtml#1113)5. Êîíâåé Äæ., Ñëîýí Í. Óïàêîâêè øàðîâ, ðåø¼òêè è ãðóïïû. Ò. 1, 2. Ì.: Ìèð,1990.6. Pfender F., Ziegler G. M. Kissing numbers, sphere pakings and some unex-peted proofs // Noties AMS. September 2004. P. 873{883.7. Musin O. R. The kissing number in four dimensions // Preprint. 30 pp. (http://arXiv.org/abs/math/0309430v3)8. Maehara H. The problem of thirteen spheres | a proof for undergraduates //Europ. J. Combinatoris. 2007. V. 28. P. 1770{1778.9. Ëåâåíøòåéí Â. È. Î ãðàíèöàõ äëÿ óïàêîâîê â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî�ñòðàíñòâå // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�. 1979. Ò. 245. C. 1299�1303.10. Odlyzko A. M., Sloane N. J. A. New bounds on the number of unit spheresthat an touh a unit sphere in n dimensions // J. Comb. Th. 1979. V. A26.P. 210{214.



ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ Ê�ÈÂÛÕ ÁÅÇÜÅÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ ß. Â. Ïåòóõîâà9 àïðåëÿ 2011 ã.Ìû ïðîäîëæàåì èçó÷åíèå ñâîéñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ êðèâûõ Áåçüå, ñëåäóÿ [1℄.1°. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è N = 2n + 1. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèåÿäðà Âàëëå-Ïóññåíà bn(t) = 1N �Cn2n��1�2 os t2�2n:Ýòî íåîòðèöàòåëüíûé ÷¼òíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ïîðÿäêà n, îáëà-äàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè [1, 2℄ :d�dt� bn(t)���t=�� = 0; � = 0; 1; : : : : : : ; 2n� 1; (1)N�1Xj=0 bn(t� tj) � 1: (2)Çäåñü è äàëåå tj = 2�jN . Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû ãðà�èêè ÿäðà Âàëëå-Ïóññåíàïðè n = 2 è n = 8.ßäðî Âàëëå-Ïóññåíà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ýêñïîíåíöèàëüíîé �îðìåbn(t) = 1N nXk=�n fk;n eikt;ãäå fk;n = �Cn2n��1Cn�k2n . ßñíî, ÷òî f0;n = 1 è f�k;n = fk;n ; k 2 1 : n. Ïðè ýòîìfk;n = kYs=1 n� s + 1n+ s ; k 2 1 : n: (3)341
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�� �0 t

bn(t)
n = 2 n = 8

| |�èñ. 1. �ðà�èêè ÿäðà Âàëëå-Ïóññåíà ïðè n = 2 è n = 8Ïðîäîëæèì êîý��èöèåíòû fk;n ñ ïåðèîäîì N íà âñå öåëûå k. Â ñèëó ïåðèî-äè÷íîñòè è ÷¼òíîñòè fk;n = fN�k;n ; k 2 n+ 1 : N � 1: (4)Íàáîð ffk;ng îáðàçóåò ñïåêòð ÿäðà Âàëëå-Ïóññåíà. Íà ðèñ. 2 èçîáðàæ¼íñïåêòð ÿäðà Âàëëå-Ïóññåíà ïðè n = 6.fk;n

k�6 0 6 12

1

�èñ. 2. Cïåêòð ÿäðà Âàëëå-Ïóññåíà ïðè n = 6



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, ß. Â. Ïåòóõîâà 3432°. �àññìîòðèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ïîðÿäêà n â �îðìå Âàëëå-Ïóññåíà p(t) = N�1Xj=0 pj bn(t� tj): (5)Çäåñü pj � êîìïëåêñíûå êîý��èöèåíòû. �ðà�èê p(t) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêî-ñòè íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé êðèâîé Áåçüå, à êîý��èöèåíòû pj � å¼ ïîëþñà�ìè.Îáîçíà÷èì p = (p0; p1; : : : ; pN�1). Çàäàíèå p(t) â �îðìå (5) ýêâèâàëåíòíîçàäàíèþ p(t) â ýêñïîíåíöèàëüíîé �îðìåp(t) = 1N nXk=�n k eikt; (6)ãäå k = fk;n �FN(p)�(k). Ïåðåõîä îò ïðåäñòàâëåíèÿ (6) ê ïðåäñòàâëåíèþ (5)îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû îáðàùåíèÿ äëÿ ÄÏÔ [2℄pj = 1N nXk=�n kfk;n !kjN ; j 2 0 : N � 1: (7)3°. Çà�èêñèðóåì s 2 1 : n è ïîëîæèìk = (1 ïðè k = s;0 ïðè k 6= s:Â ýòîì ñëó÷àå �îðìóëà (6) ïðèìåò âèäp(t) = 1N eist:Âìåñòå ñ òåì, p(t) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (5), â êîòîðîì ñîãëàñíî (7)pj = 1N !sjNfs;n :Ïîëó÷àåì ïðè s 2 1 : n eist = 1fs;n N�1Xj=0 !sjN bn(t� tj): (8)Âîçüìåì s = 1. Ñîãëàñíî (3), f1;n = nn+1 , ïîýòîìóeit = n+ 1n N�1Xj=0 !jN bn(t� tj): (9)



344 ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ Ê�ÈÂÛÕ ÁÅÇÜÅÔîðìóëà (9) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðèîäè÷åñêîé êðèâîé Áåçüå, ïîñòðîåííîé ïîïîëþñàì pj = n+1n !jN , j 2 0 : N � 1, ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü íà êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíûîêðóæíîñòè Áåçüå ïðè n = 1; 2; 3.
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�èñ. 3. Îêðóæíîñòè Áåçüå ïðè n = 1; 2; 3Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 1, êîãäà îêðóæíîñòü Áåçüå ñòðîèòñÿïî òð¼ì ïîëþñàì bpj = 2!j3, j 2 0 : 2. Ýòè ïîëþñû íàõîäÿòñÿ íà âíåøíåéîêðóæíîñòè ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è èìåþò âèäbp0 = (2; 0); bp1 = (�1;p3); bp2 = (�1;�p3):Ïî íèì ñòðîèòñÿ îêðóæíîñòü Áåçüå ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî îêðóæíîñòü Áåçüå êàñàåòñÿ ñòîðîíòðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè bp0, bp1, bp2 â ñðåäíèõ òî÷êàõ.Ïîëîæèì â (8) s = n = 2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1f2;2 = 6, ïîëó÷àåìei2t = 6 4Xj=0 !2j5 b2(t� tj):Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðèîäè÷åñêàÿ êðèâàÿ Áåçüå âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîñòðî-åííàÿ ïî ïîëþñàì pj = 6!2j5 , j 2 0 : 4, ïðè èçìåíåíèè t îò 0 äî 2� äâàæäûïðîáåãàåò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íà÷àëåêîîðäèíàò (ñì. ðèñ. 4).4°. Îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å èíòåðïîëÿöèè ñ ïîìîùüþ ïåðèîäè÷åñêèõ êðèâûõÁåçüå. Çà�èêñèðóåì êîìïëåêñíûå ÷èñëà a0; a1; : : : ; aN�1 è ïîñòðîèì ñíà÷àëàòðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì âèäà (6), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿìp(ts) = as; s 2 0 : N � 1: (10)
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p1 p0p4
p3
p2�èñ. 4. Îêðóæíîñòü Áåçüå ïðè n = s = 2Ïîäðîáíàÿ çàïèñü ýòèõ óñëîâèé âûãëÿäèò òàê:1N nXk=�n k !ksN = as; s 2 0 : N � 1: (11)�åøåíèå ñèñòåìû (11) î÷åâèäíî:k = �FN(a)�(k) =: A(k); k 2 �n : n;ãäå a = (a0; a1; : : : ; aN�1). Äåéñòâèòåëüíî,1N nXk=�n� N�1Xl=0 al !�lkN �!ksN = N�1Xl=0 al n 1N nXk=�n !k(s�l)N o == N�1Xl=0 al ÆN (s� l) = as ; s 2 0 : N � 1:Òåïåðü ïåðåéäåì ê �îðìå Âàëëå-Ïóññåíà äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî òðèãîíî-ìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà. Ñîãëàñíî (7)pj = 1N nXk=�n A(k)fk;n !kjN ; j 2 0 : N � 1:Â ñèëó N -ïåðèîäè÷íîñòè ïîñëåäíþþ �îðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:pj = 1N N�1Xk=0 A(k)fk;n !kjN ; j 2 0 : N � 1: (12)Ïðè ýòîì íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî fk;n ïðè k 2 n+ 1 : N � 1 âû÷èñëÿþòñÿ ïî�îðìóëå (4).Ïîäâåäåì èòîã.



346 ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ Ê�ÈÂÛÕ ÁÅÇÜÅÏ�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. �åøåíèåì èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è (10) ÿâëÿåòñÿòðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì â �îðìå Âàëëå-Ïóññåíà ñ ïîëþñàìè (12).Íà ðèñ. 5a èçîáðàæåíà ïåðèîäè÷åñêàÿ êðèâàÿ Áåçüå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà,ïîñòðîåííàÿ ïî äåâÿòè ïîëþñàì p0, p1; : : : ; p8, à íà ðèñ. 5b � äðóãàÿ êðè-âàÿ Áåçüå, ó êîòîðîé ïðåäûäóùèå ïîëþñû èãðàþò ðîëü óçëîâ èíòåðïîëÿöèèa0, a1; : : : ; a8. Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ êðè-âàÿ Áåçüå âìåñòå ñ å¼ ïîëþñàìè.
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(b)�èñ. 5. Ïåðèîäè÷åñêèå êðèâûå Áåçüå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
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p0�èñ. 6. Èíòåðïîëÿöèîííàÿ êðèâàÿ Áåçüå âìåñòå ñ å¼ ïîëþñàìè



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, ß. Â. Ïåòóõîâà 3475°. Â �îðìóëå (5) áàçèñíûå �óíêöèè bn(t�tj) âåùåñòâåííû, ïîýòîìó âåùå-ñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè p(t) ìîæíî âû÷èñëÿòü íåçàâèñèìî. Ýòî ïîçâîëÿåòñ÷èòàòü, ÷òî ïîëþñû pj � ýòî âåêòîðû èç R2 . Ïðè èçìåíåíèè t îò 0 äî 2�âåêòîð-�óíêöèÿ p(t) îïèñûâàåò íåêîòîðóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ íà âåùåñòâåí-íîé ïëîñêîñòè. Å¼ ïî-ïðåæíåìó áóäåì íàçûâàòü ïåðèîäè÷åñêîé êðèâîé Áåçüå.Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè ÿäðà Âàëëå-Ïóññåíà è ñâîéñòâà (2) ïåðèîäè÷åñêàÿêðèâàÿ Áåçüå ñîäåðæèòñÿ â âûïóêëîé îáîëî÷êå, íàòÿíóòîé íà ïîëþñû pj,j 2 0 : N � 1.Íà ðèñ. 7 ïîêàçàí âèä ïåðèîäè÷åñêîé êðèâîé Áåçüå, ïîñòðîåííîé ïî òð¼ìïîëþñàì, ëåæàùèì íà îäíîé ïðÿìîé. Îíà äâàæäû ïðîáåãàåò âûäåëåííûé îò-ðåçîê. p1 p0 p2t = 0
bc bc bc|�èñ. 7. Âûðîæäåííàÿ êðèâàÿ Áåçüå�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå ïîëþñû, êðîìå îäíîãî, ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-ìîé. Ïóñòü pj = ��j0� ; j 2 0 : N � 1; j 6= k;pk = � �k�k� ; �k > 0:Òîãäà p(t) =Xj 6=k ��j0� bn�t� tj�+ ��k�k� bn�t� tk� = 0B�N�1Xj=0 �j bn(t� tj)�k bn(t� tk) 1CA :Ñîãëàñíî (1) ó êðèâîé p(t) ïðè t = tk + � âòîðàÿ êîîðäèíàòà ðàâíà íóëþ.Ýòî çíà÷èò, ÷òî p(t) â óêàçàííîé òî÷êå êàñàåòñÿ îñè � = 0, íà êîòîðîé ëå-æàò îñòàëüíûå ïîëþñû pj. Áîëåå òîãî, ýòî êàñàíèå â ñèëó (1) èìååò âûñîêèéïîðÿäîê (ñì. ðèñ. 8).
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bc

bc

bc bc bc| p3
p4

p0 p1 p2p(t4 + �)�èñ. 8. Ñëó÷àé, êîãäà âñå ïîëþñû, êðîìå îäíîãî, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé6°. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò âûãëÿäèò î÷åíü ý��åêòíî.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ïóñòü p0, p1, p2 � ïðîèçâîëüíûå ïîëþñû íà ïëîñêî�ñòè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Ïåðèîäè÷åñêîé êðèâîé Áåçüå, ïîñòðîåí�íîé ïî ýòèì ïîëþñàì, áóäåò ýëëèïñ, âïèñàííûé â òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíà�ìè p0; p1; p2 è êàñàþùèéñÿ åãî ñòîðîí â ñðåäíèõ òî÷êàõ (ñì. ðèñ. 9).
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�èñ. 9. Ïåðèîäè÷åñêàÿ êðèâàÿ Áåçüå, ïîñòðîåííàÿ ïî òð¼ì ïîëþñàìÄëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ îá à��èííûõïðåîáðàçîâàíèÿõ ïëîñêîñòè. Òðè òî÷êè pi = (�i; �i)T , i 2 0 : 2, íàçûâàþòñÿà��èííî íåçàâèñèìûìè, åñëè ìàòðèöà24�0 �1 �2�0 �1 �21 1 135 (13)îáðàòèìà.



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, ß. Â. Ïåòóõîâà 349ËÅÌÌÀ 1. Òî÷êè p0, p1, p2 íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà îíè à��èííî íåçàâèñèìû.Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå ëåììû âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé a �0 + b �0 +  = 0;a �1 + b �1 +  = 0;a �2 + b �2 +  = 0îòíîñèòåëüíî a, b,  èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå. Ýòî ðàâíîñèëüíî ëèíåé-íîé íåçàâèñèìîñòè ñòðîê ìàòðèöû (13), ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíîîáðàòèìîñòè äàííîé ìàòðèöû.Ïðåîáðàçîâàíèå y = Ax + b; (14)ãäå x = (�; �)T , y = (u; v)T , b = (b1; b2)T ,A = �a11 a12a21 a22�� îáðàòèìàÿ ìàòðèöà, íàçûâàåòñÿ à��èííûì.ËÅÌÌÀ 2. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿ�ùåå òðè à��èííî íåçàâèñèìûå òî÷êè xi = (�i; �i)T , i 2 0 : 2, â òðè à��èííîíåçàâèñèìûå òî÷êè yi = (ui; vi)T , i 2 0 : 2.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èìX = 0��0 �1 �2�0 �1 �21 1 11A ; Y = 0�u0 u1 u2v0 v1 v21 1 11A :Ïî óñëîâèþ ëåììû ìàòðèöû X è Y îáðàòèìû, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-íàÿ ìàòðèöà bA, òàêàÿ, ÷òî bAX = Y . Äëÿ ìàòðèöû bA ìîæíî óêàçàòü ÿâíîåïðåäñòàâëåíèå bA = Y X�1. Îíà îáðàòèìà è bA�1 = XY �1.Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ìàòðèöû bA ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ (1; 1; 1)X�1, êîòîðîåñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíåé ñòðîêîé ìàòðèöû XX�1, ðàâíîé (0; 0; 1). Òàêèì îáðà-çîì, ìàòðèöà bA èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:bA = 0�a11 a12 b1a21 a22 b20 0 11A :



350 ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ Ê�ÈÂÛÕ ÁÅÇÜÅÈç îáðàòèìîñòè ìàòðèöû bA ñëåäóåò îáðàòèìîñòü ìàòðèöûA = �a11 a21a21 a22� :Ìàòðèöà A è âåêòîð b = (b1; b2)T îïðåäåëÿþò òðåáóåìîå à��èííîå ïðåîáðàçî-âàíèå.Âîçüìåì òî÷êè x0, x1 íà ïëîñêîñòè è ðàññìîòðèì ïðÿìóþx(t) = t x1 + (1� t) x0; t 2 R:Ïðè à��èííîì ïðåîáðàçîâàíèè (14) òî÷êè x0, x1 ïåðåõîäÿò ñîîòâåòñòâåííî âòî÷êè y0 = Ax0 + b è y1 = Ax1 + b, à ïðÿìàÿ x(t) � â ïðÿìóþy(t) = Ax(t) + b = t �Ax1 + b�+ (1� t) �Ax0 + b� = t y1 + (1� t) y0:Â ÷àñòíîñòè, ñåðåäèíà îòðåçêà [x0; x1℄ ïåðåõîäèò â ñåðåäèíó îòðåçêà [y0; y1℄.ËÅÌÌÀ 3. Ïðè à��èííîì ïðåîáðàçîâàíèè (14) åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòüS1 = nx = (�; �)T �� �2 + �2 = 1o ïåðåõîäèò â ýëëèïñ.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå y == Ax.Îáîçíà÷èì D = A�1, D = �d11 d12d21 d22� :Ñòîëáöû d1, d2 ìàòðèöû D îòëè÷íû îò íóëÿ è ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îòñþäà,â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ��
d1; d2��� < d1 � d2: (15)Íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâà x = Dy, çàêëþ÷àåì, ÷òî îáðàç åäèíè÷íîé îêðóæ-íîñòè S1 ñîñòîèò èç òî÷åê y = (u; v)T , êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþòóðàâíåíèþ (d11 u+ d12 v)2 + (d21 u+ d22 v)2 = 1:Ïðèâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê âèäó(d211 + d221) u2 + 2 (d11 d12 + d21 d22) u v + (d212 + d222) v2 � 1 = 0:Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â òåðìèíàõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû D :kd1k2u2 + 2 
d1; d2� u v + kd2k v2 � 1 = 0:Â äàííîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (15) ãàðàíòèðóåò, ÷òî êðèâàÿ AS1 ÿâëÿåòñÿ ýë-ëèïñîì (ñì. [3, ÷àñòü 1, ãëàâà 7℄).



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, ß. Â. Ïåòóõîâà 3517°. Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 2.Êàê óñòàíîâëåíî â ï. 3°, ïåðèîäè÷åñêîé êðèâîé Áåçüå, ïîñòðîåííîé ïî ïî-ëþñàì bp0 = (2; 0); bp1 = (�1;p3); bp2 = (�1;�p3);ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü S1 = �x = (�; �)T �� �2 + �2 = 1	, âïèñàííàÿ â òðåóãîëü-íèê b� ñ âåðøèíàìè bp0, bp1, bp2 è êàñàþùàÿñÿ åãî ñòîðîí â ñðåäíèõ òî÷êàõ.Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëþñû bp0, bp1, bp2 à��èííî íåçàâèñèìû. Ïî ëåììå 2 ñóùåñòâó-åò åäèíñòâåííîå à��èííîå ïðåîáðàçîâàíèå y = Ax + b, ïåðåâîäÿùåå äàííûåïîëþñû â ïîëþñû p0, p1, p2,A bpj + b = pj; j 2 0 : 2: (16)Ïðè ýòîì òðåóãîëüíèê b� ïåðåõîäèò â òðåóãîëüíèê � ñ âåðøèíàìè p0, p1, p2è ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà b� ïåðåõîäÿò â ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíè-êà �.Äàëåå, êðèâàÿ Áåçüå, ïîñòðîåííàÿ ïî ïîëþñàì bp0, bp1, bp2 ïðè à��èííîìïðåîáðàçîâàíèè ïåðåõîäèò â êðèâóþ Áåçüå, ïîñòðîåííóþ ïî ïîëþñàì p0, p1,p2. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (2) è (16)A� 2Xj=0 bpj b1(t� tj)�+ b = 2Xj=0�A bpj + b� b1(t� tj) = 2Xj=0 pj b1(t� tj): (17)Çíà÷èò, îêðóæíîñòü S1 ïåðåõîäèò â êðèâóþ Áåçüå (17). Âìåñòå ñ òåì, ïî ëåì-ìå 3 ïðè à��èííîì ïðåîáðàçîâàíèè îêðóæíîñòü S1 ïåðåõîäèò â ýëëèïñ. Êàêñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî êðèâàÿ Áåçüå (17) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì.Îñòàåòñÿ îòìåòèòü, ÷òî êðèâàÿ Áåçüå (17) ñîäåðæèòñÿ â âûïóêëîé îáîëî÷êåñâîèõ ïîëþñîâ p0, p1, p2 è ÷òî ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà � ëåæàò íà ýòîéêðèâîé. Îáúåäèíÿÿ îòìå÷åííûå �àêòû, ïðèõîäèì ê âûâîäó: êðèâàÿ Áåçüå,ïîñòðîåííàÿ ïî ïîëþñàì p0, p1, p2, åñòü ýëëèïñ, âïèñàííûé â òðåóãîëüíèêñ âåðøèíàìè p0, p1, p2 è êàñàþùèéñÿ åãî ñòîðîí â ñðåäíèõ òî÷êàõ.Íà ðèñ. 10 èëëþñòðèðóåòñÿ ñóòü äîêàçàòåëüñòâà.8°. Âåðí¼ìñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà âñå ïîëþñû ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñ-ëàìè. Êàæäîìó ïîëþñó pj ñîïîñòàâèì ïîëîæèòåëüíûé âåñ wj è ðàññìîòðèì2�-ïåðèîäè÷åñêóþ äðîáíî-ðàöèîíàëüíóþ �óíêöèþR(t) = PN�1j=0 wj pj bn(t� tj)PN�1j=0 wj bn(t� tj) : (18)Îáîçíà÷èì rj(t) = wj bn(t� tj)PN�1k=0 wk bn(t� tk) ; j 2 0 : N � 1:
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�èñ. 10. À��èííîå ïðåîáðàçîâàíèåÎ÷åâèäíî, ÷òî âñå �óíêöèè rj(t) íåîòðèöàòåëüíû è PN�1j=0 rj(t) � 1. Ôîðìó-ëó (18) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåR(t) = N�1Xj=0 rj(t) pj:Òî÷êà R(t) ïðè èçìåíåíèè t îò 0 äî 2� îïèñûâàåò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòèçàìêíóòóþ êðèâóþ. Ýòó êðèâóþ íàçîâåì ïðîåêòèâíîé ïåðèîäè÷åñêîé êðèâîéÁåçüå. Â ñèëó ñâîéñòâ �óíêöèé rj(t) êðèâàÿ R(t) ñîäåðæèòñÿ â âûïóêëîé îáî-ëî÷êå ñâîèõ ïîëþñîâ pj, j 2 0 : N � 1.Íà ðèñ. 11 èçîáðàæåíû ïðîåêòèâíûå ïåðèîäè÷åñêèå êðèâûå Áåçüå ïðèíåèçìåííûõ ïîëþñàõ è ðàçëè÷íûõ âåñàõ.
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�èñ. 11. Ïðîåêòèâíûå ïåðèîäè÷åñêèå êðèâûå Áåçüå



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, ß. Â. Ïåòóõîâà 3539°. �àññìîòðèì çàäà÷ó èíòåðïîëÿöèè, àíàëîãè÷íóþ (10):R(ts) = as; s 2 0 : N � 1: (19)Âåñà wj ñ÷èòàþòñÿ �èêñèðîâàííûìè. Îáîçíà÷èìqj = wj pj; ds = N�1Xj=0 wj bn(ts � tj):Òîãäà çàäà÷ó (19) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäåN�1Xj=0 qj bn(ts � tj) = ds as; s 2 0 : N � 1:�åøåíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è íàì èçâåñòíî (�îðìóëà (12)):qj = 1N N�1Xk=0 A(k)fk;n !kjN ;ãäå Ak = N�1Xs=0 ds as !�kjN :Ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå qj, ïîëó÷àåìpj = 1wj N N�1Xk=0 A(k)fk;n !kjN ; j 2 0 : N � 1:10°. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (19) îïðåäåëÿåò ïàðàìåòèðè÷åñêîå ñåìåéñòâî èí-òåðïîëÿöèîííûõ êðèâûõ. Ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ âåñà wj, ñîïîñòàâëÿåìûåíåèçâåñòíûì ïîëþñàì pj. Êîãäà âñå âåñà ðàâíû åäèíèöå, ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿÁåçüå R(t) â ñèëó (2) ñîâïàäàåò ñ êðèâîé Áåçüå p(t) âèäà (5). Ýòîò ñëó÷àé � îñ-íîâíîé. Ïî äàííîé èíòåðïîëÿöèîííîé êðèâîé Áåçüå p(t) ïóò¼ì âàðüèðîâàíèÿâåñîâ ìîæíî ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ êðèâóþ R(t) ñ äîïîëíèòåëüíûìèñâîéñòâàìè.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîçüìåì èíòåðïîëÿöèîííóþ êðèâóþ Áåçüå, èçîáðàæ¼í-íóþ íà ðèñóíêàõ 5b è 6. Íà ðèñ. 12 � 14 ïðåäñòàâëåíû ïðîåêòèâíûå êðèâûåÁåçüå, ïîñòðîåííûå ïî òåì æå èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì. Íà ðèñ. 12 îò-ëè÷íû îò åäèíèöû äâà âåñà w1 è w2, íà ðèñ. 13 îòëè÷íû îò åäèíèöû òðè âåñàw1, w2, w6. Íàêîíåö, íà ðèñ. 14 îòëè÷åí îò åäèíèöû îäèí âåñ w6.11°. Íàðÿäó ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðèâûìè Áåçüå â ãåîìåòðè÷åñêîì ìîäåëè-ðîâàíèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíûå ïåðèîäè÷åñêèå ñïëàéíû [4, 5℄.
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356 ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ Ê�ÈÂÛÕ ÁÅÇÜÅËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. S�anhez-Reyes J. Periodi Bezier urves // Computer Aided Geometri Design.2009. Vol. 26. P. 989{1005.2. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïåòóõîâà ß. Â. Ïåðèîäè÷åñêèå êðèâûå Áåçüå // Ñåìèíàð¾DHA&CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 28 àïðåëÿ 2010 ã.(http://dha.spb.ru/reps10.shtml#0428).3. Ïðèâàëîâ È. È. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ // Èçä. 38-å. ÑÏá: Ëàíü, 2010.300 ñ.4. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., ×àøíèêîâ Í. Â. Äèñêðåòíûå ïåðèîäè÷åñêèå ñïëàéíû ñâåêòîðíûìè êîý��èöèåíòàìè è ãåîìåòðè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå // Äîêëà-äû �ÀÍ. 2009. Ò. 429. � 1. Ñ. 19-�21.5. ×àøíèêîâ Í. Â. Ïðîåêòèâíûå äèñêðåòíûå ïåðèîäè÷åñêèå ñïëàéíû // Ñå-ìèíàð ¾DHA&CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 19 �åâðàëÿ 2011 ã.(http://dha.spb.ru/reps11.shtml#0219).



ÁÛÑÒ�ÎÅ Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÅ ÓÎËØÀÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ23 àïðåëÿ 2011 ã.Äàííûé äîêëàä ïðèìûêàåò ê äîêëàäó [1℄. �àññìàòðèâàþòñÿ äâà âàðèàíòàáûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà.1°. Ïóñòü N = 2s, ãäå s � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Â ïðîñòðàíñòâå C N ïîñòðîèìðåêóððåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áàçèñîâw� = �w�(k; j)	N�1k=0 ; � = 0; 1; : : : ; s:Ñèãíàë w�(k; j) êàê ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà C N áóäåì îáîçíà÷àòü w�(k). Ïîëî-æèì [2, ñ. 53℄ w0(k) = ÆN(� � k); k 2 0 : N � 1;w�(l + p��+1) = w��1(l + 2p��) + w��1�l + (2p+ 1)���;w�(l +�� + p��+1) = w��1(l + 2p��)� w��1�l + (2p+ 1)���;p 2 0 : N� � 1; l 2 0 : �� � 1; � = 1; : : : ; s: (1)Çäåñü �� = 2��1, N� = N=2�. Ïåðåõîä îò áàçèñà w��1 ê áàçèñó w� ìîæíîçàïèñàòü îäíîé ñòðîêîéw�(l + ��� + p��+1) = w��1(l + 2p��) + (�1)�w��1�l + (2p+ 1)���; (2)p 2 0 : N� � 1; l 2 0 : �� � 1; � 2 0 : 1; � = 1; : : : ; s:Â ÷àñòíîñòè, ïðè � = 1 (�1 = 1, �2 = 2)w1(� + 2p) = w0(2p) + (�1)�w0(2p+ 1); (3)p 2 0 : N1 � 1; � 2 0 : 1:ßñíî, ÷òî ñèãíàëû �-ãî óðîâíÿ w� ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìèñèãíàëîâ íóëåâîãî óðîâíÿ w0, ñîñòîÿùåãî èç ñäâèãîâ åäèíè÷íîãî èìïóëüñà.357



358 ÁÛÑÒ�ÎÅ Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÅ ÓÎËØÀÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ñïðàâåäëèâà �îðìóëàw�(l + p��+1) = ��+1�1Xq=0 A�[l; q℄w�(q + p��+1); (4)p 2 0 : N� � 1; l 2 0 : ��+1 � 1; � = 1; : : : ; s;ãäå A� [l; q℄ � ýëåìåíòû ìàòðèöû ÀäàìàðàA� = A�[0 : ��+1 � 1; 0 : ��+1 � 1℄;îïðåäåëÿåìîé ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿA1 = �1 11 �1�; A� = �A��1 A��1A��1 �A��1�; � = 2; 3; : : : : (5)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè � = 1 �îðìóëà (4) ñîâïàäàåò ñ (3), åñëè â ïîñëåäíåéçàìåíèòü � íà l. Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò � � 1 ê �.Èíäåêñ l 2 0 : ��+1 � 1 ïðåäñòàâèì â âèäå l = ��� + l0, ãäå l0 2 0 : �� � 1,� 2 0 : 1. Íà îñíîâàíèè (2) è èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ çàïèøåìw�(l + p��+1) = w�(l0 + ��� + p��+1) == w��1(l0 + 2p��) + (�1)�w��1�l0 + (2p+ 1)��� == ���1Xq=0 A��1[l0; q℄w0(q + 2p��) + (�1)� ���1Xq=0 A��1[l0; q℄w0�q + (2p+ 1)���:Ñîãëàñíî (5) (ñì. [1℄)A�[l0 + ���; q + ��� ℄ = (�1)��A��1[l0; q℄;l0; q 2 0 : �� � 1; �; � 2 0 : 1:Â ÷àñòíîñòè, ïðè � = 0A��1[l0; q℄ = A� [l0 + ���; q℄ = A�[l; q℄è ïðè � = 1 (�1)�A��1[l0; q℄ = A�[l0 + ���; q +�� ℄ = A�[l; q +�� ℄:Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó÷àåìw�(l + p��+1) = ���1Xq=0 A�[l; q℄w0(q + p��+1) ++ ���1Xq=0 A�[l; q +��℄w0(q +�� + p��+1) = ��+1�1Xq=0 A�[l; q℄w0(q + p��+1):Òåîðåìà äîêàçàíà.



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 359Ïðè � = s (Ns = 1, �s+1 = N) �îðìóëà (4) ïðèíèìàåò âèäws(l; j) = N�1Xq=0 As[l; q℄ ÆN(j � q) = As[l; j℄; l; j 2 0 : N � 1:Âìåñòå ñ òåì, k-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû Àäàìàðà As[k; j℄ ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèÿìèk-é �óíêöèè Óîëøà vk(j) íà ìíîæåñòâå 0 : N � 1 (ñì. [1℄), òî åñòüAs[k; j℄ = vk(j); k; j 2 0 : N � 1:Çíà÷èò, ws(k; j) = vk(j); k; j 2 0 : N � 1: (6)Ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûâîäó: ðåêóðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (1) ïðåîáðà�çóþò áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñäâèãîâ åäèíè÷íîãî èìïóëüñà, â áàçèñ Óîëøà.2°. Êàê èçâåñòíî [1℄, áàçèñ Óîëøà ñîñòîèò èç îðòîãîíàëüíûõ ñèãíàëîâ. Ïî-êàæåì, ÷òî òàêèì æå ñâîéòâîì îáëàäàþò è ïðîìåæóòî÷íûå áàçèñû w�.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïðè êàæäîì � 2 0 : s ñèãíàëûw�(0); w�(1); : : : ; w�(N � 1) (7)ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû è w�(k)2 = 2� ïðè âñåõ k 2 0 : N � 1.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î îñíîâàíî íà äâóõ ñâîéñòâàõ ìàòðèö Àäàìàðà, ëåãêîñëåäóþùèõ èç îïðåäåëåíèÿ (5) (ñì. [1℄): ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ �� ìàòðèöû Àäàìàðà A� ñèììåòðè÷íû;� ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî A�A� = 2�E2� .Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïðè � = 0 ýêâèâàëåíòíî î÷åâèäíîìó ðàâåíñòâó
ÆN(� � k); ÆN(� � k0)� = ÆN(k � k0); k; k0 2 0 : N � 1: (8)Ïóñòü � 2 1 : s. Âîçüì¼ì k; k0 2 0 : N � 1 è ïðåäñòàâèì èõ â âèäåk = l + p��+1; k0 = l0 + p0��+1;ãäå l; l0 2 0 : ��+1 � 1, p; p0 2 0 : N� � 1. Ñîãëàñíî (4) è (8)
w�(k); w�(k0)� = ��+1�1Xq; q0=0 A�[l; q℄A�[l0; q0℄ ÆN�q � q0 + (p� p0)��+1�:



360 ÁÛÑÒ�ÎÅ Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÅ ÓÎËØÀÏðè p 6= p0 àðãóìåíò ó ÆN îòëè÷åí îò íóëÿ ïðè âñåõ q; q0, ïîñêîëüêó jq � q0j 66 ��+1 � 1. Â ýòîì ñëó÷àå 
w�(k); w�(k0)� = 0.Ïóñòü p = p0. Òîãäà â ñèëó îòìå÷åííûõ âûøå ñâîéñòâ ìàòðèö Àäàìàðà
w�(k); w�(k0)� = ��+1�1Xq=0 A�[l; q℄A�[l0; q℄ == ��+1�1Xq=0 A�[l; q℄A�[q; l0℄ = (A� ; A�)[l; l0℄ = 2�E2� [l; l0℄:Çíà÷èò, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 
w�(k); w�(k0)� îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî ïðèp = p0, l = l0, òî åñòü òîëüêî ïðè k = k0. Ïðè ýòîì
w�(k); w�(k)� = 2�; k 2 0 : N � 1:Òåîðåìà äîêàçàíà.Ïî ñóùåñòâó óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè êàæäîì � 2 0 : s ñèãíàëû (7) îáðàçóþòîðòîãîíàëüíûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå C N .3°. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé ñèãíàë x 2 C N . Ïðè ëþáîì � 2 0 : s åãî ìîæíîðàçëîæèòü ïî îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó (7):x = 12� N�1Xk=0 ��(k)w�(k): (9)Çäåñü ��(k) = 
x; w�(k)�. Â ÷àñòíîñòè,�0(k) = 
x; ÆN (� � k)� = N�1Xj=0 x(j) ÆN(j � k) = x(k):Íà îñíîâàíèè (2) ïîëó÷àåì��(l + ��� + p��+1) = 
x; w�(l + ��� + p��+1)� == Dx; w��1(l + 2p��) + (�1)�w��1�l + (2p+ 1)���E == ���1(l + 2p��) + (�1)����1�l + (2p+ 1)���:Ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñõåìå âû÷èñëåíèé êîý��èöèåíòîâ ��(k) ðàçëîæå-íèé (9), àíàëîãè÷íîé ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì (1) äëÿ ñèãíàëîâ:�0(k) = x(k); k = 0 : N � 1;��(l + p��+1) = ���1(l + 2p��) + ���1�l + (2p+ 1)���;��(l +�� + p��+1) = ���1(l + 2p��)� ���1�l + (2p+ 1)���;p 2 0 : N� � 1; l 2 0 : �� � 1; � = 1; : : : ; s: (10)



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 361Ïðè � = s �îðìóëà (9) ñîãëàñíî (6) ïðèíèìàåò âèäx = 1N N�1Xk=0 �s(k) vk:Òàêèì îáðàçîì, ïî ñõåìå (10) âû÷èñëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû �s(k) ðàçëîæåíèÿñèãíàëà x ïî áàçèñó Óîëøà. Íî íå òîëüêî. Ïîïóòíî âû÷èñëÿþòñÿ êîý��èöèåí-òû ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëà x ïî âñåì ïðîìåæóòî÷íûì îðòîãîíàëüíûì áàçèñàì w�.Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà (10) íàçûâàåòñÿ áûñòðûì ïðåîáðàçîâàíèåì Óîëøà.Îíà èñïîëüçóåò òîëüêî ñëîæåíèÿ/âû÷èòàíèÿ â êîëè÷åñòâå2 sX�=1 N��� = sX�=1 N���+1 = sN = N log2Nîïåðàöèé.Ñîîòíîøåíèÿ (10) äîïóñêàþò îáðàùåíèå:���1(l + 2p��) = 12���(l + p��+1) + ��(l +�� + p��+1)�;���1(l + (2p+ 1)��) = 12���(l + p��+1)� ��(l +�� + p��+1)�;p 2 0 : N� � 1; l 2 0 : �� � 1; � = s; s� 1; : : : ; 1: (11)Ñõåìà (11) ïîçâîëÿåò ïî ñïåêòðó Óîëøà ��s(k)	N�1k=0 ñèãíàëà x âîññòàíîâèòüåãî îòñ÷¼òû, à èìåííî x(k) = �0(k), k 2 0 : N � 1.4°. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàçëîæåíèå ñèãíà-ëà íå ñòîëüêî ïî áàçèñó Óîëøà fvkgN�1k=0 , ñêîëüêî ïî áàçèñó fv̂kgN�1k=0 , ñîñòîÿùå-ìó èç �óíêöèé Óîëøà, óïîðÿäî÷åííûõ ïî ÷àñòîòå (ïî áàçèñó Óîëøà-Ïýëè).Íàïîìíèì [1℄, ÷òî v̂ k(j) = vrevs(k)(j); k; j 2 0 : N � 1:Çäåñü revs(k) � öåëîå ÷èñëî, äâîè÷íûé êîä êîòîðîãî ðàâåí ïåðåâ¼ðíóòî-ìó äâîè÷íîìó êîäó ÷èñëà k. Îïåðàöèÿ revs ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ìíîæå-ñòâà f0; 1; : : : ; N � 1g.×òîáû ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ñèãíàëà x 2 C N ïî áàçèñó Óîëøà-Ïýëè,íóæíî â âû÷èñëèòåëüíóþ ñõåìó (10) âíåñòè åäèíñòâåííîå èçìåíåíèå: ðàâåí-ñòâî �0(k) = x(k) çàìåíèòü íà �0(k) = x̂(k), ãäåx̂(k) = x(revs(k)); k 2 0 : N � 1:Â ðåçóëüòàòå íàéä¼ì êîý��èöèåíòû �s(k) ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëà x̂ ïî áàçèñóÓîëøà: x̂(j) = 1N N�1Xk=0 �s(k) vk(j); j 2 0 : N � 1: (12)



362 ÁÛÑÒ�ÎÅ Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÅ ÓÎËØÀÊàê èçâåñòíî [1℄, vrevs(k)(revs(j)) = vk(j), òàê ÷òîvk(j) = v̂ k(revs(j)):Ïîäñòàâèâ ýòî â (12) è çàìåíèâ revs(j) íà j, ïðèä¼ì ê ðàçëîæåíèþ ñèãíàëà xïî áàçèñó Óîëøà-Ïýëè:x(j) = 1N N�1Xk=0 �s(k) v̂k(j); j 2 0 : N � 1:5°. Âîçüì¼ì äâå ïåðåñòàíîâêè � è �0 ìíîæåñòâà f0; 1; : : : ; N�1g è ðàññìîò-ðèì ïðè � 2 0 : s ñèñòåìó ñèãíàëîâ �w���(k); �0(j)�	N�1k=0 . Î÷åâèäíî, ÷òî íîâàÿñèñòåìà, òàê æå êàê è �w�(k; j)	N�1k=0 , áóäåò îðòîãîíàëüíîé. Ýòî ñîîáðàæåíèåóâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî îðòîãîíàëüíûõ áàçèñîâ â ïðîñòðàíñòâå C N .Îáðàòèìñÿ ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþg�(k; j) = w�(revs(k); revs(j)); k; j 2 0 : N � 1:Èìååìg0(k; j) = w0�revs(k); revs(j)� = ÆN�revs(j)� revs(k))� = ÆN (j � k);gs(k; j) = ws�revs(k); revs(j)� = vrevs(k)�revs(j)� = vk(j): (13)ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Ñïðàâåäëèâî ðåêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèåg0(k) = ÆN (� � k); k 2 0 : N � 1;g��(2l + �)N� + p� = g��1(lN��1 + p) + (�1)�g��1(lN��1 +N� + p);p 2 0 : N� � 1; l 2 0 : �� � 1; � 2 0 : 1; � = 1; : : : ; s: (14)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäâàðèòåëüíî óñòàíîâèì, ÷òîrevs�(2l + �)N� + p� = rev��1(l) + ��� +��+1 revs��(p): (15)�ðàíèöû èíäåêñîâ òàêèå æå, êàê â (14).Ïðè � = 1 (l = 0, rev0(0) = 0 ïî îïðåäåëåíèþ) �îðìóëà (15) ïðèíèìàåòâèä revs(�N1 + p) = � + 2 revs�1(p); p 2 0 : N1 � 1; � 2 0 : 1:Ýòî ðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ ëåãêî. Ïóñòü p = (ps�2; ps�3; : : : ; po)2. Òîãäàrevs(�N1 + p) = revs(� 2s�1 + ps�2 2s�2 + ps�3 2s�3 + : : :+ p0) == p0 2s�1 + p1 2s�2 + : : :+ ps�2 2 + � = � + 2 revs�1(p):



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 363Ïðè � > 2 âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìèp = (ps���1; ps���2; : : : ; po)2; l = (l��2; l��3; : : : ; lo)2:Ïîëó÷èìrevs�(2l + �)N� + p� = revs(l��2 2s�1 + l��3 2s�2 + : : :+ l0 2s��+1 + � 2s�� ++ ps���1 2s���1 + ps���2 2s���2 + : : :+ p0) == p0 2s�1 + p1 2s�2 + : : :+ ps���1 2� + � 2��1 + l0 2��2 + l1 2��3 + : : :+ l��2 == ��+1 revs��(p) + ��� + rev��1(l);÷òî ðàâíîñèëüíî (15).Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó ðåêóðåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (14). Íà îñíîâà-íèè (15) è (2) çàïèøåìg��(2l + �)N� + p; j� = w��revs�(2l + �)N� + p�; revs(j)� == w��rev��1(l) + ��� +��+1 revs��(p); revs(j)� == w��1�rev��1(l) + 2 revs��(p)��; revs(j)�++ (�1)�w��1�rev��1(l) + �2 revs��(p) + 1��� ; revs(j)�:Èç (15) ïðè � = 0 è � = 1 ñëåäóåò, ÷òîrev��1(l) + 2 revs��(p)�� = revs(lN��1 + p);rev��1(l) + �2 revs��(p) + 1��� = revs(lN��1 +N� + p);ïîýòîìó g��(2l + �)N� + p; j� = w��1�revs(lN��1 + p); revs(j)�++ (�1)�w��1�revs(lN��1 +N� + p); revs(j)� == g��1(lN��1 + p; j) + (�1)�g��1(lN��1 +N� + p; j):Òåîðåìà äîêàçàíà.6°. Íàðÿäó ñ ñèãíàëîì x 2 C N ðàññìîòðèì ñèãíàëx̂(j) = x�revs(j)�; j 2 0 : N � 1:Ïðè ëþáîì � 2 0 : s ñèãíàë x̂ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî îðòîãîíàëüíîìó áàçè-ñó �g�(k)	N�1k=0 : x̂ = 12� N�1Xk=0 ��(k) g�(k): (16)



364 ÁÛÑÒ�ÎÅ Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈÅ ÓÎËØÀÇäåñü ��(k) = 
x̂ ; g�(k)�, ïîñêîëüêó g�(k)2 = 2�. �åêóðåíòíîå ñîîòíîøå-íèå (14), èñïîëüçóåìîå îòäåëüíî ïðè � = 0 è � = 1, ïîðîæäàåò ñëåäóþùóþñõåìó âû÷èñëåíèé êîý��èöèåíòîâ ��(k) ðàçëîæåíèé (16) (àíàëîãè÷íàÿ ñèòó-àöèÿ áûëà â ï. 3°):�0(k) = x̂(k) = x�revs(k)�; k = 0 : N � 1;��(2lN� + p) = ���1(lN��1 + p) + ���1(lN��1 +N� + p);���(2l + 1)N� + p� = ���1(lN��1 + p)� ���1(lN��1 +N� + p);p 2 0 : N� � 1; l 2 0 : �� � 1; � = 1; : : : ; s: (17)Ïðè � = s �îðìóëà (16) ñîãëàñíî (13) ïðèíèìàåò âèäx̂(j) = 1N N�1Xk=0 �s(k) vk(j);÷òî, êàê ïîêàçàíî â ï. 4°, ðàâíîñèëüíî ïðåäñòàâëåíèþx(j) = 1N N�1Xk=0 �s(k) v̂k(j); j 2 0 : N � 1:Òàêèì îáðàçîì, ïî ñõåìå (17) âû÷èñëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû �s(k) ðàçëîæåíèÿñèãíàëà x ïî áàçèñó Óîëøà-Ïýëè.Ñõåìà (17) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âòîðîé âàðèàíò áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿÓîëøà.7°. Ñîîòíîøåíèÿ (17) äîïóñêàþò îáðàùåíèå:���1(lN��1 + p) = 12h��(2lN� + p) + ���(2l + 1)N� + p�i;���1(lN��1 +N� + p) = 12h��(2lN� + p)� ���(2l + 1)N� + p�i;p 2 0 : N� � 1; l 2 0 : �� � 1; � = s; s� 1; : : : ; 1: (18)Ñõåìà (18) ïîçâîëÿåò ïî ñïåêòðó Óîëøà-Ïýëè ��s(k)	N�1k=0 ñèãíàëà x âîññòàíî-âèòü åãî îòñ÷¼òû, à èìåííî x(k) = �0�revs(k)�, k = 0 : N � 1.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í. Äèñêðåòíûå �óíêöèè Óîëøà // Ñåìèíàð ¾DHA &CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 12 ìàðòà 2011 ã.(http://dha.spb.ru/reps11.shtml#0312)2. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îñíîâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà. ×àñòü 2. ÑÏá.: ÍÈÈÌÌ ÑÏá�Ó, 2003. 100 ñ.



Ï�ÈÍÖÈÏ ÍÅÎÏ�ÅÄÅË�ÍÍÎÑÒÈÂ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎÌ �À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÌÀÍÀËÈÇÅÍ. Â. ×àøíèêîâ7 ìàÿ 2011 ã.Â äîêëàäå èçëîæåíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [1℄, îòíîñÿùèåñÿ ê äèñ-êðåòíîìó ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó.1°. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå äëÿ íîñèòåëÿ ñèãíàëà x èç ïðîñòðàíñòâà C N :supp x :=�j 2 0 : N � 1 j x(j) 6= 0	:Ïóñòü x � ñèãíàë èç C N , íå ðàâíûé òîæäåñòâåííî íóëþ. Ïîëîæèì X == FN(x) � äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñèãíàëà x.ËÅÌÌÀ. Ïóñòü m = j supp xj. Äëÿ ëþáîãî q 2 0 : N � 1 â ïîñëåäîâàòåëüíî�ñòè çíà÷åíèé X(q + 1); X(q + 2); : : : ; X(q +m)íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû íîñèòåëÿ x ÷åðåç jk:supp x = fj1; j2; : : : ; jmg:Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå q 2 0 : N�1. Çíà÷åíèÿ ñèãíàëà x îòëè÷íû îò íóëÿòîëüêî íà àðãóìåíòàõ jk, ïîýòîìóX(q + l) = mXk=1 x(jk)!�(q+l)jkN ; l 2 1 : m: (1)Ïîëîæèì a = �x(j1); x(j2); : : : ; x(jm)�T ;365



366 Ï�ÈÍÖÈÏ ÍÅÎÏ�ÅÄÅË�ÍÍÎÑÒÈ Â ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎÌ �À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÌ ÀÍÀËÈÇÅb = �X(q + 1); X(q + 2); : : : ; X(q +m)�T ;Z = �!�(q+l)jkN 	ml;k=1:Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ðàâåíñòâî (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîé�îðìå: b = Za.Ïðîâåðèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Z íå ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,Z = 26664 zq+11 zq+12 � � � zq+1mzq+21 zq+22 � � � zq+2m... ... . . . ...zq+m1 zq+m2 � � � zq+mm
37775;ãäå zk = !�jkN . Âñå ÷èñëà zk ðàçëè÷íû, òàê êàê ÷èñëà jk ðàçëè÷íû è ïðèíàäëå-æàò ìíîæåñòâó 0 : N � 1. Ïîäåëèâ êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû Z íà åãî ïåðâûéýëåìåíò, ïîëó÷èìdetZ = (z1 z2 � � � zm)q+1 ��������� 1 1 � � � 1z1 z2 � � � zm... ... . . . ...zm�11 zm�12 � � � zm�1m

���������:Îïðåäåëèòåëü â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà.Îí íå ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó detZ òàêæå îòëè÷åí îò íóëÿ.Èòàê, ìàòðèöà Z íåîñîáåííà è a 6= O . Ïîýòîìó b 6= O , òî åñòü ñðåäè çíà÷å-íèé X(q + 1); X(q + 2); : : : ; X(q +m) íàéä¼òñÿ íåíóëåâîé ýëåìåíò.Ëåììà äîêàçàíà.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1 (ïðèíöèï íåîïðåäåë¼ííîñòè). Äëÿ ëþáîãî ñèãíàëà x 2 C N , íåðàâíîãî òîæäåñòâåííî íóëþ, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîj supp xj � ��suppFN(x)�� > N: (2)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì X = FN(x), m = j supp xj, n = j suppXj. Îáî-çíà÷èì ÷åðåç kl ýëåìåíòû íîñèòåëÿ X:suppX = fk1; k2; : : : ; kng; 0 6 k1 < k2 < � � � < kn < N:Åñëè k2 > k1 +m, òî âñå ýëåìåíòû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòèX(k1 + 1); X(k1 + 2); : : : ; X(k1 +m)íóëåâûå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå. Ïîýòîìó k2 6 k1+m. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîìïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî k3 6 k2 +m, k4 6 k3 +m è òàê äàëåå. Äîéäÿ äî kn, ïîëó÷èìkn 6 kn�1 +m 6 kn�2 + 2m 6 � � � 6 k1 + (n� 1)m: (3)



Í. Â. ×àøíèêîâ 367Â ñèëó N -ïåðèîäè÷íîñòè �óíêöèè X ïåðâûì íåíóëåâûì ýëåìåíòîì â ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè X(kn + 1); X(kn + 2); X(kn + 3); : : :áóäåò ýëåìåíò X(k1 +N). Åù¼ ðàç âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé, ïðèä¼ì ê íåðà-âåíñòâó k1 +N 6 kn +m.Èòàê, k1 +N 6 kn +m 6 k1 + nm: (4)Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî N 6 nm, ÷òî ýêâèâàëåíòíî (2).Òåîðåìà äîêàçàíà.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïóñòü â (2) äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, òî åñòü N = mn, ãäåm = j supp xj, n = ��suppFN(x)��. Òîãäà ñèãíàë x ïðåäñòàâèì â âèäåx(j) =  !jqN Æn(j � p); (5)ãäå  2 C , p 2 0 : n� 1, q 2 0 : m� 1.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê è â òåîðåìå 1, ïîëîæèì X = FN(x) è îáîçíà÷èìýëåìåíòû íîñèòåëÿ X ÷åðåç kl, l 2 1 : n. Òàê êàê N = nm, òî íåðàâåíñòâà â (4)îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà. Â ÷àñòíîñòè,kn = k1 + (n� 1)m:Ïîýòîìó â ðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ è âñå íåðàâåíñòâà â (3):kn = kn�1 +m; kn�1 = kn�2 +m; : : : ; k2 = k1 +m:Ïîëîæèì q = k1. Òîãäà äëÿ ÷èñåë kl ñïðàâåäëèâà �îðìóëàkl = q + (l � 1)m; l 2 1 : n:Èç ñîîòíîøåíèÿ q + (n � 1)m = kn < N ñëåäóåò, ÷òî q ïðèíàäëåæèò ìíîæå-ñòâó 0 : m� 1.Âûðàçèì èñõîäíûé ñèãíàë x ÷åðåç X:x(j) = 1N nXl=1 X(kl)!jklN = 1N n�1Xl=0 X(q + lm)!j(q+lm)N = !jqN 1n n�1Xl=0 X(q + lm)m !jln :Ïóñòü H(l) = X(q + lm)=m, l 2 0 : n � 1. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå h = F�1n (H),ïðèä¼ì ê �îðìóëå x(j) = !jqN h(j): (6)



368 Ï�ÈÍÖÈÏ ÍÅÎÏ�ÅÄÅË�ÍÍÎÑÒÈ Â ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎÌ �À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÌ ÀÍÀËÈÇÅÒàê êàê x íå ðàâåí òîæäåñòâåííî íóëþ, òî íàéä¼òñÿ p 2 0 : n � 1 òàêîå,÷òî h(p) =  6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,x(p+ ln) = !(p+ln)qN h(p) 6= 0; l 2 0 : m� 1:�àçìåð íîñèòåëÿ x ðàâåí m, ïîýòîìó x îáðàùàåòñÿ â íîëü íà âñåõ îñòàëüíûõàðãóìåíòàõ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè l = 0, j 2 0 : n� 1, j 6= p èìååì0 = x(j) = !jqN h(j):Óñòàíîâëåíî, ÷òî h(j) ïðè j 2 0 : n � 1 íå ðàâíî íóëþ òîëüêî äëÿ j = p, òîåñòü h(j) =  Æn(j � p). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â �îðìóëó (6), ïîëó÷àåì,÷òî x èìååò âèä (5).Òåîðåìà äîêàçàíà.Ç àì å ÷ à í è å. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëèñèãíàë x ïðåäñòàâèì â âèäå (5) äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ n, m è ïðè ýòîìN = mn, òî íà x â íåðàâåíñòâå (2) äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, x(j)îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî ïðè j = p + nl, l 2 0 : m � 1, òàê ÷òî j supp xj = m.Âû÷èñëèì ÄÏÔ ñèãíàëà x:X(k) = m�1Xl=0 x(p + nl)!�k(p+nl)N = m�1Xl=0  !(p+nl)qN !�k(p+nl)N ==  !p(q�k)N m�1Xl=0 !l(q�k)m = m!p(q�k)N Æm(q � k):Âèäíî, ÷òî X(k) íå ðàâíî íóëþ òîëüêî ïðè k = q + lm, l 2 0 : n � 1, òàê÷òî j suppXj = n. Óñòàíîâëåíî, ÷òî N = j supp xj � j suppXj.2°. Îïðåäåëèì íîðìó â ïðîñòðàíñòâå ñèãíàëîâ C N :kxk1 = N�1Xj=0 jx(j)j:Äëÿ ìíîæåñòâà A � 0 : N � 1 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A åãî äîïîëíåíèå äîîñíîâíîãî ïåðèîäà: A :=(0 : N � 1) n A:ÒÅÎ�ÅÌÀ 3 (îáîáù¼ííûé ïðèíöèï íåîïðåäåë¼ííîñòè). Ïóñòü A � 0 : N �1, " > 0. Åñëè ñèãíàë x 2 C N íå ðàâåí òîæäåñòâåííî íóëþ è âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå Xj2A��x(j)�� 6 "kxk1; (7)



Í. Â. ×àøíèêîâ 369òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîjAj � ��suppFN(x)�� > (1� ")N: (8)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó óñëîâèÿ (7) èìååìkxk1(1� ") 6 kxk1 �Xj2A��x(j)�� =Xj2A��x(j)�� 6 jAj maxj20:N�1��x(j)��: (9)Ïîëîæèì X = FN(x). Ïî îïðåäåëåíèþ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ÄÏÔ äëÿëþáîãî j 2 0 : N � 1x(j) = 1N Xk2suppXX(k)!kjN = 1N Xk2suppX N�1Xl=0 x(l)!�klN !kjN = 1N N�1Xl=0 x(l) Xk2suppX !k(l�j)N :Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà��x(j)�� 6 1N N�1Xl=0 ��x(l)�� � j suppXj = 1N kxk1 � j suppXj:Âìåñòå ñ íåðàâåíñòâîì (9) ïîëó÷àåìkxk1(1� ") 6 jAj maxj20:N�1��x(j)�� 6 1N jAj � kxk1 � j suppXj:Ñîêðàùàÿ íà kxk1 è ïåðåíîñÿ N â ëåâóþ ÷àñòü, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (8).Òåîðåìà äîêàçàíà.Ç àì å ÷ à í è å. Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì äîêàçàííîé òåîðåìûïðè A = supp x, " = 0.3°. Ïðèíöèï íåîïðåäåë¼ííîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âîññòàíîâëåíèÿñèãíàëîâ. Îïèøåì îäíî èç òàêèõ ïðèëîæåíèé.Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî B � 0 : N � 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèãíàëà xèç C N ïîëîæèì X = FN(x) è îïðåäåëèì N -ïåðèîäè÷åñêóþ �óíêöèþ Y (j) íàîñíîâíîì ïåðèîäå 0 : N � 1 �îðìóëîéY (j) = (X(j); ïðè j 2 B,0; èíà÷å.Ñèãíàë y = F�1N (Y ) áóäåì îáîçíà÷àòü PB(x). ßñíî, ÷òî PB ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûìîïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå C N .



370 Ï�ÈÍÖÈÏ ÍÅÎÏ�ÅÄÅË�ÍÍÎÑÒÈ Â ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎÌ �À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÌ ÀÍÀËÈÇÅÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Ïóñòü ñèãíàë x� 2 C N óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó2 j supp x�j �N � jBj� < N; (10)à y� = PB(x�). Òîãäà x� ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîéçàäà÷è kxk1 ! minPB(x) = y�;x 2 C N : (11)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñèãíàë x, îòëè÷íûé îò x� èóäîâëåòâîðÿþùèé îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è (11). Ïîêàæåì, ÷òî kxk1 > kx�k1.Ïîëîæèì h = x� x�, H = FN(h). Â ñèëó ëèíåéíîñòè PB èìååì PB(h) = 0,òî åñòü H(j) = 0 äëÿ âñåõ j 2 B. Êàê ñëåäñòâèå, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîj suppHj 6 N � jBj: (12)Ïóñòü A = supp x�, " = 12 . Èç íåðàâåíñòâ (10) è (12) âûòåêàåò íåðàâåíñòâîjAj � ��suppFN(h)�� 6 j supp x�j �N � jBj� < 12 N:Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâèå (8) èç çàêëþ÷åíèÿ òåîðåìû 3 äëÿ ñèãíàëà h íåâûïîëíåíî. Ïîýòîìó è ïðåäïîëîæåíèå òåîðåìû 3 îá ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåí-ñòâà (7) ëîæíî, òî åñòü Xj2A��h(j)�� > 12 khk1; (13)Èìååìkxk1 = N�1Xj=0 ��x(j)�� = N�1Xj=0 ��x�(j) + h(j)�� =Xj2A��x�(j) + h(j)��+Xj2A��h(j)�� >>Xj2A��x�(j)���Xj2A��h(j)��+Xj2A��h(j)�� = kx�k1 + 2Xj2A��h(j)��� khk1:Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì (13), ïîëó÷àåì kxk1 > kx�k1. Èòàê, x� äåéñòâèòåëüíîÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (11).Òåîðåìà äîêàçàíà.Ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû 4 ñëåäóþùèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ïåðå-äà÷å ñèãíàëà x� ñîõðàíèëàñü òîëüêî ÷àñòü ñïåêòðà, çàäàâàåìàÿ ìíîæåñòâîì B.Åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñèãíàë x� óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (10), òî ïî ïîëó÷åííîìóñèãíàëó y� ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü èñõîäíûé ñèãíàë, ðåøèâ ýêñòðå-ìàëüíóþ çàäà÷ó (11).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Donoho D. L., Stark P. B. Unertainty priniples and signal reovery // SIAMJ. of Appl. Math. 1989. Vol. 49. No 3. P. 906{931.



ÎÄÍÀ ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈßÒÅÎ�ÅÌÛ ÄÅËÜÑÀ�ÒÀÄËß ÎÖÅÍÊÈ ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÕ ×ÈÑÅËÌ. Í. Èñòîìèíà À. Á. Ïåâíûé4 èþíÿ 2011 ã.1°. Ââåäåíèå. Êîíòàêòíûì ÷èñëîì Mn ïðîñòðàíñòâà Rn íàçûâàåòñÿ ìàê-ñèìàëüíîå ÷èñëî øàðîâ ðàäèóñà R = 1 ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ âíóòðåííîñòÿìè,êàñàþùèìèñÿ îäíîãî òàêîãî æå øàðà. Òî÷íûå çíà÷åíèÿ Mn èçâåñòíû òîëüêîäëÿ ðàçìåðíîñòåé n = 2, 3, 4, 8 è 24:M2 = 6; M3 = 12; M4 = 24; M8 = 240; M24 = 196560:Äëÿ îñòàëüíûõ n èçâåñòíû òîëüêî îöåíêè ÷èñåë Mn, ñì., íàïðèìåð, òàáëèöóòàêèõ îöåíîê â êíèãå [3℄, ñ. 42.Ïóñòü x � y � îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x, y 2 Rn , kxk == px � x � íîðìà âåêòîðà x.Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî Mn ðàâíî ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè ñ�åðè÷åñêîãî12 -êîäà. Ìíîæåñòâî C = fx1; : : : ; xMg íà åäèíè÷íîé ñ�åðå Sn�1 íàçûâàåòñÿ12 -êîäîì, åñëè xi � xj 6 12 ïðè i 6= j.Èòàê, Mn ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó M , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò 12 -êîä èçM âåêòîðîâ.2°. Ïóñòü C = fx1; : : : ; xMg � ñ�åðè÷åñêèé 12 -êîä. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(t)êîëè÷åñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (xi; xj), äëÿ êîòîðûõ xi �xj = t. Ââåä¼ì �óíê-öèþ �C(t) = 1MK(t); �1 6 t 6 1:Îíà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè�C(t) = 0 ïðè t 2 (12 ; 1); �C(1) = 1; (1)X�16t61�C(t) = M2M =M: (2)371



372 ÎÄÍÀ ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈß ÒÅÎ�ÅÌÛ ÄÅËÜÑÀ�ÒÀ ÄËß ÎÖÅÍÊÈ ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÕ ×ÈÑÅËÅù¼ îäíî ñâîéñòâî �C(t) ñâÿçàíî ñ ïîëèíîìàìè �åãåíáàóýðà. Ïîëèíîì �å-ãåíáàóýðà G(n)k (t) èìååò ñòåïåíü k è íîðìèðîâàí óñëîâèåì G(n)k (1) = 1; ñèñòåìà�G(n)k 	1k=0 îðòîãîíàëüíà íà îòðåçêå [�1; 1℄ ñ âåñîì (1� t2)(n�3)=2. Äëÿ ëþáûõòî÷åê x1; : : : ; xM 2 Sn�1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîMXi; j=1G(n)k (xi � xj) > 0; k = 1; 2; : : : : (3)Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òîM X�16t61�C(t)G(n)k (t) = MXi; j=1G(n)k (xi � xj); k = 1; 2; : : : :Èñïîëüçîâàâ (1), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî� X�16t612 �C(t)G(n)k (t) 6 1; k = 1; 2; : : : :3°. Îöåíêà Äåëüñàðòà äëÿ êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ 12-êîäà. ×åðåç Cáóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâîëüíûé 12 -êîä íà ñ�åðå Sn�1, jCj � êîëè÷åñòâî ýëå-ìåíòîâ ýòîãî êîäà. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèåL(�C) = X�16t612 �C(t):Ñîãëàñíî (1) è (2) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî jCj = 1 + L(�C). Ìû õîòèì, ÷òî-áû jCj áûëî êàê ìîæíî áîëüøå. Â ñâÿçè ñ ýòèì âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî dè ðàññìîòðèì ¾ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó¿L(�C)! sup� X�16t612 �C(t)G(n)k (t) 6 1; k 2 1 : d;�C(t) > 0; t 2 [�1; 12 ℄: (4)Çàïèøåì òåïåðü çàäà÷ó, â íåêîòîðîì ñìûñëå äâîéñòâåííóþ ê ïîñòàâëåííîéâûøå çàäà÷å: S(f) := dXk=1 fk ! inf;



Ì. Í. Èñòîìèíà, À. Á. Ïåâíûé 373� dXk=1 G(n)k (t)fk > 1; t 2 [�1; 12 ℄;fk > 0; k 2 1 : d: (5)Äëÿ ëþáîãî 12 -êîäà C è äëÿ ëþáîãî âåêòîðà f = (f1; : : : ; fd), óäîâëåòâîðÿþùå-ãî (5), ñïðàâäåëèâî íåðàâåíñòâîL(�C) 6 S(f): (6)Äåéñòâèòåëüíî,L(�C) 6 X�16t612h� dXk=1 G(n)k (t) fki�C(t) == dXk=1 fkh� X�16t612 G(n)k (t)�C(t)i 6 dXk=1 fk = S(f):Äëÿ jCj ïîëó÷àåì îöåíêó jCj 6 1 + S(f).Ô. Äåëüñàðò [2℄ �îðìóëèðîâàë ïîëó÷åííóþ îöåíêó â òåðìèíàõ àëãåáðàè-÷åñêèõ ïîëèíîìîâ. Ââåä¼ì ïîëèíîìP (t) = 1 + dXk=1 fkG(n)k (t): (7)Îãðàíè÷åíèÿ (5) ðàâíîñèëüíû íåðàâåíñòâàìP (t) 6 0; t 2 [�1; 12 ℄; fk > 0; k 2 1 : d: (8)Ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1 (Ô. Äåëüñàðò). Åñëè àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì (7) óäîâëåòâî�ðÿåò îãðàíè÷åíèÿì (8), òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 12-êîäà C ñïðàâåäëèâà îöåíêàjCj 6 P (1) = 1 + dXk=1 fk: (9)Ç àì å ÷ à í è å. Íåðàâåíñòâî (9) ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì âûáîðå ñòåïåíè d ïî-ëèíîìà P (t). Óêàçàííûé âûâîä òåîðåìû Äåëüñàðòà ïîëó÷åí â êíèãå [3, ãë.13℄.



374 ÎÄÍÀ ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈß ÒÅÎ�ÅÌÛ ÄÅËÜÑÀ�ÒÀ ÄËß ÎÖÅÍÊÈ ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÕ ×ÈÑÅË4°. Èíòåðåñíàÿ ìîäè�èêàöèÿ òåîðåìû Äåëüñàðòà ïðåäëîæåíà â êðàòêîéçàìåòêå [1℄. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ê îãðàíè÷åíèÿì (4) äîáàâèòü äîïîëíè-òåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà �C(t). Ýòè äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ óñòàíîâèìâ ñëåäóþùèõ äâóõ òåîðåìàõ.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïóñòü C = fx1; : : : ; xMg � ñ�åðè÷åñêèé 12-êîä, m � íàòó�ðàëüíîå ÷èñëî, tm = �p(m+ 1)=(2m). ÒîãäàX�16t<tm �C(t) 6 m� 1: (10)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çà�èêñèðóåì k 2 1 : M . Ïóñòü Ak(t) � êîëè÷åñòâî âåê-òîðîâ xi òàêèõ, ÷òî xi � xk = t. Òîãäà �C(t) = 1M PMk=1Ak(t). Äîñòàòî÷íî äëÿëþáîãî k 2 1 :M äîêàçàòü íåðàâåíñòâîX�16t<tmAk(t) 6 m� 1:Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ïðè íåêîòîðîì k 2 1 : M íàéäóòñÿ m âåêòîðîâx(1); : : : ; x(m) 2 C òàêèõ, ÷òîx(i) � xk < tm; i 2 1 : m: (11)�àññìîòðèì è îöåíèì ñóììóS := mXi;j=1x(i) � x(j) 6 m + (m2 �m) � 12 = 12m(m + 1): (12)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, S = X �X, ãäå X =Pmi=1 x(i). Òîãäà ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî kXk2 > (X � xk)2:Îòñþäà S > � mXi=1 x(i) � xk�2:Â ñèëó (11) Pmi=1 x(i) � xk < mtm < 0. Ñëåäîâàòåëüíî,S > (mtm)2 = m2m + 12m = 12m(m + 1):Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ íåðàâåíñòâîì (12).Ç àì å ÷ à í è å. t2 = �p32 � �0:866, t3 = � 2p6 � �0:816.



Ì. Í. Èñòîìèíà, À. Á. Ïåâíûé 375Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðèâåäåíà â [1℄ áåç äîêàçàòåëüñòâà è òîëüêî äëÿ m = 3.ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Ïóñòü C = fx1; : : : ; xMg � ñ�åðè÷åñêèé 12-êîä, à rm = �tm�p3. Òîãäà ïðè ëþáîì m > 3 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî(m� 1) X�16t6rm �C(t) + Xrm<t<tm �C(t) 6 m� 1:Çàì å ÷ à í è å. Íåðàâåíñòâî rm < tm âûïîëíåíî ïðè âñåõ m > 3, à íåðàâåíñòâî�1 6 rm âûïîëíåíî ïðè m 2 3 : 13.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ïðåäûäóùåé òåîðåìå ïîëó÷åíû íåðàâåíñòâàX�16t<tm Ak(t) 6 m� 1; k 2 1 :M:Çà�èêñèðóåì k 2 1 :M . Íàì íóæíî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî(m� 1) X�16t6rmAk(t) + Xrm<t<tm Ak(t) 6 m� 1:Îíî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ: åñëè x(1) 2 C, x(1) � xk 6 rm, òî íå ñóùåñòâóåòx(2) 2 C, x(2) 6= x(1), òàêîãî, ÷òî rm < x(2) � xk < tm.Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: òàêîé âåêòîð x(2) ñóùåñòâóåò. Òîãäàkx(1) + x(2)k2 = kx(1)k2 + 2x(1) � x(2) + kx(2)k2 6 3:Â òî æå âðåìÿ ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñíèçókx(1) + x(2)k2 > �(x(1) + x(2)) � xk�2 > (rm + tm)2 = (�p3)2 = 3:Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.Ç àì å ÷ à í è å. Ïðèâåä¼ì ÷èñëåííîå çíà÷åíèå, èñïîëüçóåìîå â äàëüíåéøåì:r3 = �0:915:5°. Âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî d.�àññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷óL(�C) := X�16t612 �C(t)! sup;�C(t) > 0; t 2 ��1; 12�;



376 ÎÄÍÀ ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈß ÒÅÎ�ÅÌÛ ÄÅËÜÑÀ�ÒÀ ÄËß ÎÖÅÍÊÈ ÊÎÍÒÀÊÒÍÛÕ ×ÈÑÅË� X�16t612 �C(t)G(n)k (t) 6 1; k 2 1 : d;X�16t6r3 �C(t) + Xr3<t6t2 �C(t) 6 1;2 X�16t6r3 �C(t) + Xr3<t6t2 �C(t) + Xt2<t<t3 �C(t) 6 2:Ïîñëåäíèå äâà îãðàíè÷åíèÿ ïîëó÷åíû èç òåîðåìû 2 ïðè m = 2 è òåîðåìû 3ïðè m = 3. Ïîñòàâëåííîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóåò ¾äâîéñòâåííàÿçàäà÷à¿: S(f) := dXk=1 fk + fd+1 + 2fd+2 ! inf;� dXk=1 G(n)k (t)fk + fd+1 + 2fd+2 > 1; t 2 [�1; r3℄;� dXk=1 G(n)k (t)fk + fd+1 + fd+2 > 1; t 2 (r3; t2℄;� dXk=1 G(n)k (t)fk + fd+2 > 1; t 2 (t2; t3);� dXk=1 G(n)k (t)fk > 1; t 2 �t3; 12�;fk > 0; k = 1; 2; : : : ; d+ 2:

(13)(14)(15)(16)(17)Äëÿ ëþáîãî 12 -êîäà C è ëþáîãî âåêòîðà f , óäîâëåòâîðÿþùåãî (13)�(17) ñïðà-âåäëèâî íåðàâåíñòâî L(�C) 6 S(f) (àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî â ï. 2).Îòñþäà âûòåêàåòÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Åñëè âåêòîð f = (f1; : : : ; fd+2) óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíè�ÿì (13)�(17), òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 12-êîäà C ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîjCj 6 1 + S(f):Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ êîíòàêòíîãî ÷èñëà: Mn 6 1 + S(f).6°. Çàìåíèâ íåïðåðûâíûé ïàðàìåòð t â îãðàíè÷åíèÿõ (13)�(17) íà òî÷êèñåòêè, ïîëó÷èì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðóþ ìîæíî ðåøàòüíà êîìïüþòåðå. Ïðè d = 11 ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó M9 6 379 (ñì. [1℄).



Ì. Í. Èñòîìèíà, À. Á. Ïåâíûé 377ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ì. À. Âñåìèðíîâ, Ì. �. �æåâñêèé. Âåðõíÿÿ îöåíêà êîíòàêòíîãî ÷èñëà âðàçìåðíîñòè 9 // Óñïåõè ìàòåì. íàóê. 2002. Ò. 57. Âûï. 5. Ñ. 149�150.2. Ph. Delsarte. An algebrai approah to the assoiation shemes of oding the-ory // Philips Res. Repts. Suppl. 1973. N 10. P. 1{97.3. Äæ. Êîíâåé, Í. Ñëîýí. Óïàêîâêè øàðîâ, ðåø¼òêè è ãðóïïû. Ò. 1. Ì.: Ìèð,1990. 416 .



�ÀÂÅÍÑÒÂÎ ÏÀ�ÑÅÂÀËßÈ Ò�È�ÎÍÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÅ ÑÓÌÌÛÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ17 èþíÿ 2011 ã.1°. Íîðìû ñèãíàëà x 2 C N è åãî ñïåêòðà Ôóðüå X = FN(x) ñâÿçàíû ðà-âåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ [1, ñ. 31℄ kxk2 = 1N kXk2: (1)Ýòî ðàâåíñòâî ïðèâîäèò ê íåòðèâèàëüíûì �îðìóëàì äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõñóìì â ñëó÷àå, êîãäà óäà¼òñÿ ÿâíî âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû ñïåêòðà X.Ï�ÈÌÅ� 1. Ïóñòü N = 2n èx(j) = ( 1 ïðè j 2 0 : n� 1,�1 ïðè j 2 n : N � 1.ßñíî, ÷òî kxk2 = N . Êàê èçâåñòíî [1, ñ. 32℄,X(k) = (0 ïðè ÷¼òíûõ k,2�1� i tg �kN � ïðè íå÷¼òíûõ k,òàê ÷òî kXk2 = 4 n�1Xk=0��1� i tg �(2k+1)N ��2 = 4 n�1Xk=0 1sin2 �(2k+1)N :Íà îñíîâàíèè (1) ïðèõîäèì ê �îðìóëån�1Xk=0 1sin2 �(2k+1)2n = n2:Ï�ÈÌÅ� 2. Ïóñòü N = 2n+ 1 èx(j) = (�1)j; j 2 0 : N � 1:378



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 379ßñíî, ÷òî kxk2 = N . Ïîêàæåì, ÷òîX(k) = 1 + i tg �kN ; k 2 0 : N � 1: (2)Ïî îïðåäåëåíèþ ÄÏÔ èìååìX(k) = nXj=0(�1)2j !�2kjN + n�1Xj=0(�1)2j+1 !�k(2j+1)N == !�2knN + (1� !�kN ) n�1Xj=0 !�2kjN :Â ÷àñòíîñòè, X(0) = 1. Ïðè k 2 1 : N � 1 ïîëó÷èìX(k) = !�2knN + (1� !�kN )1� !�2knN1� !�2kN = !�2knN + 1� !�2knN1 + !�kN == !�k(2n+1)N + 11 + !�kN = 21 + !�kN :Âìåñòå ñ òåì,11 + !�kN = 1 + !kN(1 + !�kN )(1 + !kN) = 1 + os 2�kN + i sin 2�kN2�1 + os 2�kN � = 12�1 + i tg �kN �;ïîýòîìó X(k) = 1 + i tg �kN ïðè k 2 1 : N � 1. �àâåíñòâî (2) óñòàíîâëåíî.Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òîkXk2 = N�1Xk=0 ��1 + i tg �kN ��2 = N�1Xk=0 1os2 �kN :Íà îñíîâàíèè (1) ïðèõîäèì ê �îðìóëå2nXk=0 1os2 �k2n+1 = (2n+ 1)2:Ï�ÈÌÅ� 3. Ïóñòü x(j) = j, j 2 0 : N � 1. Ïîêàæåì, ÷òîX(k) = ( 12N(N � 1) ïðè k = 0,�12N�1� i tg �kN � ïðè k 2 1 : N � 1. (3)Èìååì X(k) = N�1Xj=0 j !�kjN :



380 �ÀÂÅÍÑÒÂÎ ÏÀ�ÑÅÂÀËß È Ò�È�ÎÍÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÅ ÑÓÌÌÛÂ ÷àñòíîñòè, X(0) = 12N(N � 1). Ïðè k 2 1 : N � 1N�1Xj=0 (j + 1)!�kjN = X(k) +NÆN (k) = X(k):Âìåñòå ñ òåì, N�1Xj=0 (j + 1)!�kjN = !kN NXj=1 j !�kjN = !kN�X(k) +N�:Ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ X(k) = !kN�X(k) +N�, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òîX(k) = N!kN1� !kN = � N1� !�kN = �12N�1� i tg �kN �; k 2 1 : N � 1:�àâåíñòâî (3) óñòàíîâëåíî.Âû÷èñëèì êâàäðàòû íîðì ñèãíàëà x è åãî ñïåêòðà X. Èìååìkxk2 = N�1Xj=1 j2 = (N � 1)N(2N � 1)6 ;kXk2 = 14N2(N � 1)2 + 14N2 N�1Xk=1 1sin2 �kN :Íà îñíîâàíèè (1) ïîëó÷àåì(N � 1)(2N � 1)6 = 14(N � 1)2 + 14 N�1Xk=1 1sin2 �kN :Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèõîäèì ê çàìå÷àòåëüíîé �îðìóëåN�1Xk=1 1sin2 �kN = N2 � 13 : (4)2°. Ïóñòü r � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Íàïîìíèì, ÷òî äèñêðåòíàÿïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ Áåðíóëëè ïîðÿäêà r îïðåäåëÿåòñÿ òàê [2, ñ. 5℄:br(j) = 1N N�1Xk=1 (!kN � 1)�r !kjN ; j 2 Z: (5)Â ÷àñòíîñòè, b0(j) = ÆN (j)� 1N :



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 381Èç (5) ñëåäóåò, ÷òî�FN(br)�(k) = (0 ïðè k = 0,(!kN � 1)�r ïðè k 2 1 : N � 1.Óñëîâèå �FN(br)�(0) = 0 ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òîN�1Xj=0 br(j) = 0; r = 0; 1; : : : : (6)Äàëåå FN(br)2 = N�1Xk=1 1j!kN � 1j2r :Ó÷èòûâàÿ, ÷òîj!kN � 1j2 = (!kN � 1)(!�kN � 1) = 2(1� os 2�kN ) = 4 sin2 �kN ;ïîëó÷àåì FN(br)2 = 14r N�1Xk=1 1sin2r �kN :Íà îñíîâàíèè (1) ïðèõîäèì ê �îðìóëåN�1Xk=1 1sin2r �kN = 4rNkbrk2; r = 1; 2; : : : : (7)Â ÷àñòíîñòè, ïðè r = 1 N�1Xk=1 1sin2 �kN = 4Nkb1k2: (8)Ïðîâåðèì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè â (4) è (8) ðàâíû, ò.å. ÷òîkb1k2 = N2 � 112N : (9)Êàê èçâåñòíî [2, ñ. 6℄, äèñêðåòíûå ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè Áåðíóëëè óäî-âëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþbr+1(j + 1)� br+1(j) = br(j):



382 �ÀÂÅÍÑÒÂÎ ÏÀ�ÑÅÂÀËß È Ò�È�ÎÍÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÅ ÑÓÌÌÛÂû÷èñëèì ñ åãî ïîìîùüþ çíà÷åíèÿ b1(j) ïðè j 2 1 : N . Ïðè j 2 1 : N � 1èìååì b1(j + 1)� b1(1) = jXk=1�b1(k + 1)� b1(k)� = jXk=1 b0(k) = �j=N:Îáîçíà÷èâ  = b1(1), ïîëó÷èìb1(j) = � (j � 1)=N; j 2 2 : N:Ýòî ðàâåíñòâî âåðíî è ïðè j = 1. Êîíñòàíòó  îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ (6),NXj=1�� (j � 1)=N� = 0:Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî  = 1N2 NXj=1(j � 1) = N � 12N :Ïðèõîäèì ê �îðìóëåb1(j) = N � 12N � j � 1N = 1N �N + 12 � j�; j 2 1 : N:Òåïåðü ëåãêî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî (9). Äåéñòâèòåëüíî,kb1k2 = 1N2 NXj=1�N+12 � j�2 = 1N2n14N(N + 1)2 � (N + 1) NXj=1 j + NXj=1 j2o == 1N2��14N(N + 1)2 + 16N(N + 1)(2N + 1)	 == N+1N ��14(N + 1) + 16(2N + 1)	 = N2�112N :Ïî ñóùåñòâó óñòàíîâëåíî, ÷òî �îðìóëà (7) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì �îðìóëû (4).3°. Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü (7) ÷åðåç Sr(N). Â ðàáîòå [3℄ ïîêàçàíî,÷òî Sr(N) ïðè íàòóðàëüíûõ r, N åñòü àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè rîò N2, äåëÿùèéñÿ íà N2�1 (ñì. (4)). Ýòîò �àêò èñïîëüçóåòñÿ â [3℄ ïðè âûâîäåÿâíûõ �îðìóë äëÿ Sr(N).Ïðîâåðèì, íàïðèìåð, ÷òîS2(N) = 145(N2 � 1)(N2 + 11): (10)Çàïèøåì S2(N) = (N2 � 1)(AN2 +B): (11)



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 383Íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ S2(2) = 1, S2(3) = 329 . Ïðèä¼ì ê ñèñòåìåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî A è B:3(4A+B) = 1;8(9A+B) = 329 :Íàéä¼ì å¼ ðåøåíèå: A = 145 , B = 1145 . Ïîäñòàâèâ ýòî â (11), ïîëó÷èì (10).4°. Íàïîìíèì �îðìóëó äëÿ êîíå÷íîé ðàçíîñòè r-ãî ïîðÿäêà ñèãíàëà xèç C N : ��r(x)�(j) = rXs=0(�1)r�sCsr x(j + s):Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ. Ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ r ñïðàâåäëèâà �îðìóëà1N N�1Xk=1 (sin2r �kN )��X(k)��2 = 14r�r(x)2: (12)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì��r(x)�(j) = rXs=0(�1)r�sCsrnN�1Xl=0 x(l) ÆN (j + s� l)o == rXs=0(�1)r�s Csrn 1N N�1Xl=0 x(l) N�1Xk=0 !k(j+s�l)N o == 1N N�1Xk=0 !kjN N�1Xl=0 x(l)!�klN rXs=0(�1)r�sCsr !ksN == 1N N�1Xk=0 !kjN X(k)(!kN � 1)r = 1N N�1Xk=0 (!kN � 1)rX(k)!kjN :Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �FN��r(x)��(k) = (!kN � 1)rX(k):Â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ (1)1N N�1Xk=0 j!kN � 1j2r��X(k)��2 = �r(x)2:Îñòà¼òñÿ ó÷åñòü, ÷òî (ñì. ï. 2°)j!kN � 1j2r = ��2�1� os 2�kN ���r = 4r sin2r �kN :Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.



384 �ÀÂÅÍÑÒÂÎ ÏÀ�ÑÅÂÀËß È Ò�È�ÎÍÎÌÅÒ�È×ÅÑÊÈÅ ÑÓÌÌÛÏîäñòàâèì â (12) x = ÆN . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî �FN(ÆN )�(k) � 1, ïîëó÷àåì1N N�1Xk=1 sin2r �kN = 14r�r(ÆN )2: (13)Ïîêàæåì, ÷òî 14r�r(ÆN )2 = (2r � 1)!!(2r)!! ; r 2 1 : N � 1: (14)Ïðè r 2 1 : N � 1 èìååì�r(ÆN)2 = D rXs=0(�1)r�sCsr ÆN (�+ s); rXs0=0(�1)r�s0 Cs0r ÆN(�+ s0)E == rXs; s0=0(�1)s+s0 Csr Cs0r ÆN(s� s0) = rXs=0(Csr )2:Â òîæäåñòâå (1+x)2r = (1+x)r(1+xr) ñðàâíèì êîý��èöèåíòû ïðè xr. Ïðèä¼ìê ðàâåíñòâó Cr2r = rXs=0 Cr�sr Csr = rXs=0(Csr)2:Òàêèì îáðàçîì, 14r�r(ÆN )2 = 14r rXs=0(Csr )2 = 14rC2rr == (2r)!4r(r!)2 = (2r)!�(2r)!!�2 = (2r � 1)!!(2r)!! :�àâåíñòâî (14) óñòàíîâëåíî.Èç (13) è (14) ñëåäóåò, ÷òî1N N�1Xk=1 sin2r �kN = (2r � 1)!!(2r)!! ; r 2 1 : N � 1: (15)Â ÷àñòíîñòè, 1N N�1Xk=1 sin2 �kN = 12 ; 1N NXk=1 sin4 �kN = 38 :Ïî óñëîâèþ r 6 N � 1, òàê ÷òî ïåðâàÿ �îðìóëà âåðíà ïðè N > 2, à âòîðàÿ �ïðè N > 3.



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 3855°. Êàê èçâåñòíî [4, ñ. 312℄,Z �0 sin2rx dx = � (2r � 1)!!(2r)!! :Íà îñíîâàíèè (15) ïðè N > r + 1 ïîëó÷àåì�N N�1Xk=0 sin2r �kN = Z �0 sin2rx dx:Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè �óíêöèè sin2rx ïî îòðåçêó [0; �℄ �îðìóëàëåâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïðè N > r + 1 òî÷íà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îñíîâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà. ×àñòü 1. ÑÏá.: ÍÈÈÌÌ ÑÏá�Ó, 2003. 100 ñ.2. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îñíîâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà. ×àñòü 3. ÑÏá.: ÍÈÈÌÌ ÑÏá�Ó, 2003. 88 ñ.3. Áåñïàëîâ Ì. Ñ. Ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñóìì ÷¼òíûõ îòðèöàòåëüíûõ ñòå�ïåíåé ñèíóñîâ â ðàâíîñòîÿùèõ óçëàõ // Èçâåñòèÿ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà.1996. Ò.8 (441). C. 6�12.4. Ôèõòåíãîëüö �. Ì. Êóðñ äè��åðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.Ò. 2. Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2006. 864 ñ.



B'-ÑÏËÀÉÍÛ È ÊÀËÈÁ�ÎÂÎ×ÍÛÅÑÎÎÒÍÎØÅÍÈßÞ. Ê. Äåìüÿíîâè÷25 èþíÿ 2011 ã.ÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå äàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿè ãëàäêîñòè ïðîñòðàíñòâ S2(X;A; ') (âîîáùå ãîâîðÿ, íåïîëèíîìèàëü�íûõ) ñïëàéíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî âî ìíîæåñòâå ýòèõïðîñòðàíñòâ (ïðè �èêñèðîâàííîé ñåòêå X è �óíêöèè ') ñóùåñòâóåòëèøü îäíî ïðîñòðàíñòâo èç êëàññà C1. Äîêàçàíà âëîæåííîñòü óïîìÿ�íóòûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ âëîæåííûõ ñåòîê. Óñòàíîâëåíû êàëèáðîâî÷íûåñîîòíîøåíèÿ è ïðèâåäåíû ïðèìåðû.Ñïëàéíîâûå àïïðîêñèìàöèè ïîëó÷èëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå â òåîðèè è íàïðàêòèêå (ñì. [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10℄). Ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì ïðè ïîñòðîå-íèè ñïëàéíîâ ñòàëî èñïîëüçîâàíèå àïïðîêñèìàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé, ïîÿâèâ-øèõñÿ ïåðâîíà÷àëüíî â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è íàçâàííûõ Ñ. �. Ìèõëè-íûì �óíäàìåíòàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè (ñì. [5, 6, 7℄). Íà èñïîëüçîâàíèè óïî-ìÿíóòûõ ñîîòíîøåíèé áàçèðóþòñÿ íå òîëüêî ñâîéñòâà àïïðîêñèìàöèè, ãëàä-êîñòè è èíòåðïîëÿöèè ñïëàéíàìè, íî òàêæå è âýéâëåòíûå ðàçëîæåíèÿ.1°. B'-ñïëàéíû�àññìîòðèì ìèíèìàëüíûå ñïëàéíû íà êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì èíòåð-âàëå (�; �) âåùåñòâåííîé îñè R1 ñ ñåòêîé X :=fxjgj2Z,X : : : : < x�1 < x0 < x1 < : : : :Ñ÷èòàåì, ÷òî � = limj!�1xj; � = limj!+1xj:386



Þ. Ê. Äåìüÿíîâè÷ 387Ïóñòü '(t) � òð¼õêîìïîíåíòíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ (âåêòîð-ñòîëáåö) ñ êîì-ïîíåíòàìè èç C2(�; �), òàêàÿ, ÷òî âðîíñêèàí å¼ êîìïîíåíò îòäåë¼í îò íóëÿ:j det('; '0; '00)(t)j >  > 0 8t 2 (�; �): (1)�àññìîòðèì ìíîæåñòâî A :=fajg òð¼õìåðíûõ âåêòîðîâ aj ïðîñòðàíñòâà R3ñî ñâîéñòâîì det(aj�2; aj�1; aj) 6= 0 8j 2 Z:Òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàåì ïîëíîé öåïî÷êîé A âåêòîðîâ aj. Ìíîæåñòâî âñåõïîëíûõ öåïî÷åê îáîçíà÷èì A.Åñëè A 2 A, òî �óíêöèè !j(t); t 2M , j 2 Z, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èçóñëîâèéXj02Zaj0 !j0(t) � '(t) 8t 2 (xk; xk+1) 8k 2 Z; supp!j = [xj; xj+3℄ 8j 2 Z: (2)Ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì t 2 (xk; xk+1) ñîîòíîøåíèÿ (2) ñîäåðæàò íåáîëåå òð¼õ íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ,ak�2 !k�2(t) + ak�1 !k�1(t) + ak !k(t) � '(t): (3)Ïðè óêàçàííîì t ñîîòíîøåíèÿ (3) áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó ëèíåé-íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ !j(t). Ïî òåîðåìåÊðàìåðà íàéä¼ì !k�2(t) = det�'(t); ak�1; ak�det�ak�2; ak�1; ak� ; (4)!k�1(t) = det�ak�2; '(t); ak�det�ak�2; ak�1; ak� ; (5)!k(t) = det�ak�2; ak�1; '(t)�det�ak�2; ak�1; ak� : (6)Ïðîèçâîëüíî �èêñèðóÿ j 2 Z è ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëàãàÿ k = j, k = j + 1,k = j + 2 â (6), â (5) è â (4) ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ!j(t) = det�aj�2; aj�1; '(t)�det�aj�2; aj�1; aj� ïðè t 2 (xj; xj+1); (7)!j(t) = det�aj�1; '(t); aj+1�det�aj�1; aj; aj+1� ïðè t 2 (xj+1; xj+2); (8)!j(t) = det�'(t); aj+1; aj+2�det�aj; aj+1; aj+2� ïðè t 2 (xj+2; xj+3); (9)



388 B'-ÑÏËÀÉÍÛ È ÊÀËÈÁ�ÎÂÎ×ÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈßêîòîðûå (ñì. (2)) ñëåäóåò äîïîëíèòü âêëþ÷åíèåìsupp!j � [xj; xj+3℄:Áëàãîäàðÿ ïðåäïîëîæåíèþ (1) �óíêöèè !j, j 2 Z, îáðàçóþò ëèíåéíî íåçàâè-ñèìóþ ñèñòåìó. �àññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâîS2(X;A; ') :=fu j u(t) =Xj2Z j !j(t) 8j 2 R1g:Îíî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìèíèìàëüíûõ (X;A; ')-ñïëàéíîâ âòîðîãî ïî�ðÿäêà.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïóñòü s 2 Z, s � 0. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâîäíóþ s-ãîïîðÿäêà ìîæíî áûëî ïðîäîëæèòü íåïðåðûâíûì îáðàçîì íà èíòåðâàë (�; �)íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáûdet(aj�2; aj�1; '(s))(xj) = 0 8j 2 Z:Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ 'j :='(xj), '0j :='0(xj), è ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àéñîîòíîøåíèé (2):Xj02Za�j0 !�j0(t) � '(t) 8t 2 (xk; xk+1) 8k 2 Z; supp!�j = [xj; xj+3℄ 8j 2 Z;(10)ãäå âåêòîðû a�j ïîëó÷àþòñÿ ðàñêðûòèåì ñèìâîëè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ (âû-÷åðêèâàíèåì ïåðâîé ñòðîêè)a�j := det� 'j+1 '0j+1det('j+2; '0j+2; 'j+1) det('j+2; '0j+2; '0j+1)� : (11)Çàìåòèì, ÷òî áëàãîäàðÿ óñëîâèþ (1) ïðè äîñòàòî÷íî ìåëêîé ñåòêå X öåïî÷êàA� :=fa�jgj2Z ïîëíàÿ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òîdet(a�j�2; a�j�1; 'j) = 0; det(a�j�2; a�j�1; '0j) = 0:Cîãëàñíî òåîðåìå 1 íàõîäèì !�j 2 C1(�; �). �àññìàòðèâàÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàí-ñòâî S2(X;A�; ') :=fu j u(t) =Xj2Z j !�j (t) 8j 2 R1g;ïîëó÷àåì S2(X;A�; ') � C1(�; �):



Þ. Ê. Äåìüÿíîâè÷ 389ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Âî ìíîæåñòâå fS2(X;A; ')gA2A ïðîñòðàíñòâ S2(X;A; ')ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî êëàññà C1(�; �). Òàêèì ïðîñòðàí�ñòâîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî S2(X;A�; ').ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Êàæäàÿ �óíêöèÿ !�j (t) îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè âåêòîð��óíêöèè '(t) íà ìíîæåñòâå supp!�j .Ôóíêöèè !�j (t) íàçûâàþòñÿ B'-ñïëàéíàìè. �àññìîòðèì äâà ïðèìåðà B'--ñïëàéíîâ, âûáèðàÿ âåêòîð-�óíêöèþ ' ïî-ðàçíîìó. Â ïåðâîì ñëó÷àå â êà÷å-ñòâå êîìïîíåíò âåêòîð-�óíêöèè '(t) áåð¼ì 1, t, t2 è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷à-åì èçâåñòíûé ïîëèíîìèàëüíûé áàçèñíûé ñïëàéí âòîðîé ñòåïåíè, îáîçíà÷àå-ìûé çäåñü !Bj . Âî âòîðîì ñëó÷àå êîìïîíåíòàìè óïîìÿíóòîé âåêòîð-�óíêöèèñëóæàò 1, sin t, os t; â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèé áàçèñíûéñïëàéí �âòîðîãî ïîðÿäêà� (îáîçíà÷àåìûé !Tj , ñì. [10℄).1) Ïîëèíîìèàëüíûé áàçèñíûé ñïëàéí âòîðîé ñòåïåíè. Ïóñòü'(t) = 0�1tt21A:Ïî �îðìóëàì (11) íàõîäèì ïîëíóþ öåïî÷êó âåêòîðîâa?j = 2(xj+2 � xj+1)0� 1xj+1+xj+22xj+1 xj+21A:Ïîëîæèì j = 12(xj+2 � xj+1)�1. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè aj = j a?j â ðàâåí-ñòâà (7)�(9) ïîëó÷àåì èçâåñòíûé ïîëèíîìèàëüíûé B-ñïëàéí !Bj âòîðîéñòåïåíè: supp!Bj = [xj; xj+3℄;!Bj (t) = (t� xj)2(xj+1 � xj)(xj+2 � xj) ïðè t 2 [xj; xj+1);!Bj (t) = (xj+2 � xj)�1(xj+2 � xj+1)�1(xj+3 � xj+1)�1 �� h(xj � xj+2 � xj+3 + xj+1) t2 � 2(xj+1xj � xj+2xj+3) t + xjxj+1xj+3 �� xjxj+2xj+3 + xjxj+1xj+2 � xj+1xj+2xj+3i ïðè t 2 [xj+1; xj+2);!Bj (t) = (t� xj+3)2(xj+3 � xj+2)(xj+3 � xj+1) ïðè t 2 [xj+2; xj+3℄:



390 B'-ÑÏËÀÉÍÛ È ÊÀËÈÁ�ÎÂÎ×ÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß2) Tðèãîíîìåòðè÷åñêèé áàçèñíûé ñïëàéí âòîðîãî ïîðÿäêà. Âîçüìåì òåïåðü'(t) = 0� 1sin tos t1A:Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî xj+1 � xj < � 8j 2 Z;ïî �îðìóëàì (11) ïîëó÷àåì ïîëíóþ öåïî÷êó âåêòîðîâa?j = �2 sin xj+2 � xj+12 0�os xj+2�xj+12sin xj+2+xj+12os xj+2+xj+12 1A:Ïóñòü j = �12 sin�1�xj+2�xj+12 �. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè aj = j a?j â ðàâåí-ñòâà (7)�(9) íàõîäèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ñïëàéí !Tj âòîðîãî ïîðÿäêà:supp!Tj = [xj; xj+3℄; (12)!Tj (t) = sin2�t� xj2 � sin�1�xj+2 � xj2 � sin�1�xj+1 � xj2 �ïðè t 2 [xj; xj+1); (13)!Tj (t) = 12"sin�xj+2 + xj+32 � t� os xj+1 � xj2 ++ sin�t� xj + xj+12 � os xj+3 � xj+22 ++ sin xj+1 + xj � xj+2 � xj+32 #�� sin�1�xj+2 � xj+12 � sin�1�xj+3 � xj+12 � sin�1�xj+2 � xj2 �ïðè t 2 [xj+1; xj+2); (14)!Tj (t) = sin2�t� xj+32 � sin�1�xj+3 � xj+12 � sin�1�xj+3 � xj+22 �ïðè t 2 [xj+2; xj+3℄: (15)Àíàëîãè÷íî B-ñïëàéíó âòîðîé ñòåïåíè �óíêöèÿ !Tj (t), çàäàâàåìàÿ �îð-ìóëàìè (12)�(15), íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà íà âåùåñòâåííîé îñè,âîãíóòà íà èíòåðâàëàõ (xj; xj+1) è (xj+2; xj+3), âûïóêëà íà èíòåðâàëå(xj+1; xj+2), ïîëîæèòåëüíà íà èíòåðâàëå (xj; xj+3), à å¼ âòîðàÿ ïðîèçâîä-íàÿ èìååò íåóñòðàíèìûå ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà â òî÷êàõ xj, xj+1, xj+2,xj+3.



Þ. Ê. Äåìüÿíîâè÷ 3912°. Êàëèáðîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿÓêðóïíèì èñõîäíóþ ñåòêó X âûáðàñûâàíèåì óçëà xk+1, à èìåííî, ïîëîæèìexj = xj ïðè j � k; exj = xj+1 ïðè j � k + 1;è ðàññìîòðèì íîâóþ ñåòêó eX :=fexjgj2Z,eX : : : : < ex�1 < ex0 < ex1 < : : : :Èñïîëüçóÿ íîâóþ ñåòêó è ïîëàãàÿ e'j :='0(exj), e' 0j :='0(exj), ðàññìîòðèì àï-ïðîêñèìàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿXj02Zea�j0 e!�j0(t) � '(t) 8t 2 (exk; exk+1) 8k 2 Z; supp e!j = [exj; exj+3℄ 8j 2 Z;(16)ïðè ea�j := det� e'j+1 e' 0j+1det(e'j+2; e' 0j+2; e'j+1) det(e'j+2; e' 0j+2; e' 0j+1)�:Ïðîñòðàíñòâî B'-ñïëàéíîâ íà íîâîé ñåòêå îáîçíà÷èìS2( eX; eA�; ') :=fu j u(t) =Xj2Z j e!�j (t) 8j 2 R1g;ãäå eA� :=fea�jgj2Z.ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Ïðîñòðàíñòâî B'-ñïëàéíîâ íà ñåòêå X ñîäåðæèò ïðîñòðàí�ñòâî B'-ñïëàéíîâ íà óêðóïí¼ííîé ñåòêå eX:S2( eX; eA�; ') � S2(X;A�; '): (17)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç îïðåäåëåíèÿ óêðóïí¼ííîé ñåòêè ñëåäóåò, ÷òîe!�j (t) � !�j (t); ea�j = a�j ïðè j 6 k � 3; (18)e!�j+1(t) � !�j (t); ea�j = a�j+1 ïðè j > k + 1: (19)Íà îñíîâàíèè (10) è (16) èìååìXj02Zea�j0 e!�j0(t) �Xj2Za�j !�j (t) 8t 2 (�; �);îòêóäà ïîñëå óíè÷òîæåíèÿ îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøå-íèÿìè (18) è (19), ïîëó÷àåìea�k�2 e!�k�2(t) + ea�k�1 e!�k�1(t) + ea�k e!�k(t) � a�k�2 !�k�2(t) ++ a�k�1 !�k�1(t) + a�k !�k(t) + a�k+1 !�k+1(t): (20)



392 B'-ÑÏËÀÉÍÛ È ÊÀËÈÁ�ÎÂÎ×ÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈßÈç (20) âèäíî, ÷òî �óíêöèè e!�k�2(t), e!�k�1(t), e!�k(t) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áàçèñíûå�óíêöèè ïðîñòðàíñòâà S2(X;A�; '). Ïðèíèìàÿ òàêæå âî âíèìàíèå ñîîòíîøå-íèÿ (18) è (19), ïðèõîäèì ê �îðìóëå (17).Ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæàþùèå ñïëàéíû íà óêðóïí¼ííîé ñåòêå ÷åðåç ñïëàé-íû íà èñõîäíîé ñåòêå, ïðèíÿòî íàçûâàòü êàëèáðîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿ�ìè(ñì. [9℄).Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå nj :='j � '0j, ãäå çíàê � îçíà÷àåò âåêòîðíîå ïðîèçâå-äåíèå.ÒÅÎ�ÅÌÀ 5. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå êàëèáðîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿe!?k�2(t) = !?k�2(t) + det(nk;nk+1;nk+2)det(nk�1;nk;nk+2) !?k(t); (21)e!?k�1(t) = det(nk�1;nk;nk+1)det(nk�1;nk;nk+2)!?k(t) + det(nk;nk+2;nk+3)det(nk;nk+2;nk+3) !?k+1(t); (22)e!?k(t) = det(nk;nk+1;nk+2)det(nk;nk+2;nk+3) !?k+1(t) + !?k+1(t): (23)Åñëè '(t) = (1; t; t2)T , òî èç (21)�(23) âûâîäèìe!?k�2(t) = !?k�2(t) ++ xk+1 � xkxk � xk�1 � xk+2 � xk+1xk+2 � xk�1 � !?k�1(t); (24)e!?k�1(t) = xk+1 � xkxk+2 � xk � xk+1 � xk�1xk+2 � xk�1 � !?k�1(t) ++ xk+2 � xk+1xk+2 � xk � xk+3 � xk+1xk+3 � xk � !?k(t); (25)e!?k(t) = xk+1 � xkxk+3 � xk � xk+2 � xk+1xk+3 � xk+2 � !?k(t) ++ !?k+1(t) 8t 2 (�; �): (26)Åñëè æå â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå èñõîäíàÿ ñåòêà X çàäàíà íà âñåéâåùåñòâåííîé îñè (òî åñòü � = �1, � = +1) è ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîé (òî åñòüïðè íåêîòîðûõ a; h 2 R1 , h > 0, óçëû ñåòêè çàäàþòñÿ �îðìóëîé xj := jh + a),òî ñîîòíîøåíèÿ (24)�(26) ïðèíèìàþò âèäe!?k�2(t) = !?k�2(t) + 13 � !?k�1(t); e!?k�1(t) = 13 � !?k�1(t) + 13 � !?k(t);e!?k(t) = 13 � !?k(t) + !?k+1(t) 8t 2 (�; �):
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ÊÀËÈÁ�ÎÂÎ×ÍÎÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÅÄËß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕB-ÑÏËÀÉÍÎÂÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ25 èþíÿ 2011 ã.1°. Ïóñòü N = mn. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî m = 2t, ãäå t � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.Ïîëîæèì m� = m=2�; n� = 2�n; � 2 0 : t:ßñíî, ÷òî m�n� = N ïðè âñåõ �.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q�r (j) äèñêðåòíûé ïåðèîäè÷åñêèé B-ñïëàéí ïîðÿäêà r,ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðàìåòðàì m� , n� . Êàê èçâåñòíî [1, 2℄,Q�r(j) = 1N N�1Xk=0 y�(k)!kjN ;ãäå y�(k) = 8><>:n2r� ïðè k = 0,�sin(�k=m�)sin(�k=N) �2r ïðè k 2 1 : N � 1.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ñïðàâåäëèâî êàëèáðîâî÷íîå ñîîòíîøåíèåQ�+1r (j) = rXp=�rCr+p2r Q�r(j � pn�); � 2 0 : t� 1: (1)Äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèÿ (1) â �ðàçîáðàííîì� âèäå (ðàçáèòîå íà ñåðèþçàäà÷) ïðåäñòàâëåíî â [2, ñ. 62�63℄. Â äàííîì äîêëàäå ìû ïðèâåä¼ì êàíîíè÷å-ñêîå äîêàçàòåëüñòâî.
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Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 3952°. Íà÷í¼ì ñ äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.ËÅÌÌÀ 1. Èìååò ìåñòî �îðìóëày�+1(k) = �(k) y�(k); k 2 0 : N � 1; (2)ãäå �(k) = �2 os(�k=m�)�2r: (3)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àâåíñòâî (2) î÷åâèäíî ïðè k = 0. Äåéñòâèòåëüíî,y�+1(0) = n2r�+1 = (2n�)2r = �(0) y�(0):Ïóñòü k 2 1 : N � 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òîsin(�k=m�+1) = sin(2�k=m�) = 2 os(�k=m�) sin(�k=m�);íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ y�(k) ïîëó÷àåì (2).ËÅÌÌÀ 2. Êîý��èöèåíòû �(k) äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå�(k) = rXp=�rCr+p2r !�kpm� : (4)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èìååì!�km�(!km� + 1)2 = !km� + 2 + !�km� = 2(1 + os 2�km� ) = (2 os �km� )2;ïîýòîìó ñîãëàñíî (3)�(k) = !�krm� (!km� + 1)2r = 2rXp=0 C2r�p2r !�k(r�p)m� == rXp=�rCr+p2r !�kpm� :Ëåììà äîêàçàíà.3°. Îáðàòèìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.Íà îñíîâàíèè (2) è (4) çàïèøåìQ�+1r (j) = 1N N�1Xk=0 y�+1(k)!kjN = 1N N�1Xk=0 �(k) y�(k)!kjN == 1N N�1Xk=0 y�(k)!kjN rXp=�rCr+p2r !�kpn�N == rXp=�rCr+p2r h 1N N�1Xk=0 y�(k)!k(j�pn�)N i = rXp=�rCr+p2r Q�r(j � pn�):Òåîðåìà äîêàçàíà.



396 ÊÀËÈÁ�ÎÂÎ×ÍÎÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÅ ÄËß ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ B-ÑÏËÀÉÍÎÂ4°. Êàëèáðîâî÷íîå ñîîòíîøåíèå ñóùåñòâóåò è äëÿ äèñêðåòíûõ îðòîãîíàëü-íûõ ñïëàéíîâ, êîòîðûå ïðèìåíèòåëüíî ê ïàðàìåòðàìm�, n� îïðåäåëÿþòñÿ òàê([3℄, [2, ñ. 38℄):��k(j) = 1N n��1Xq=0 y�(qm� + k)!(qm�+k)jN ; k 2 0 : m� � 1:ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïðè k 2 0 : m�+1�1 ñïðàâåäëèâî êàëèáðîâî÷íîå ñîîòíîøåíèå��+1k (j) = �(k)��k(j) + �(m�+1 + k)��m�+1+k(j); � 2 0 : t� 1; (5)ãäå �(k) èìåþò âèä (3).Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (2) è m�-ïåðèîäè÷íîñòüþ êî-ý��èöèåíòîâ �(k). Ïîëó÷èì��+1k (j) = 1N 2n��1Xq=0 y�+1(qm�+1 + k)!(qm�+1+k)jN == 1N n��1Xq=0 y�+1(2qm�+1 + k)!(2qm�+1+k)jN ++ 1N n��1Xq=0 y�+1�(2q + 1)m�+1 + k�!((2q+1)m�+1+k)jN == �(k) 1N n��1Xq=0 y�(qm� + k)!(qm�+k)jN ++ �(m�+1 + k) 1N n��1Xq=0 y�(qm� +m�+1 + k)!(qm�+m�+1+k)jN == �(k)��k(j) + �(m�+1 + k)��m�+1+k(j):Òåîðåìà äîêàçàíà.5°. Êàëèáðîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (1) è (5) ñëóæàò îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿâåéâëåòíûõ ðàçëîæåíèé ïðîñòðàíñòâà äèñêðåòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñïëàéíîâ(ñì., íàïðèìåð, [3℄, [2, ñ. 47�52℄).



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 397ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á. Äèñêðåòíûå ïåðèîäè÷åñêèå ñïëàéíû è èõâû÷èñëèòåëüíûå ïðèìåíåíèÿ // Æóðí. âû÷èñë. ìàò. è ìàòåì. �èç. 1998.Ò. 38. � 8. C. 1235�1246.2. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îñíîâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà. ×àñòü 3. ÑÏá.: ÍÈÈÌÌ ÑÏá�Ó, 2003. 88 ñ.3. Êèðóøåâ Â. À., Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á. Âåéâëåòíîå ðàçëîæåíèåïðîñòðàíñòâà äèñêðåòíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñïëàéíîâ // Ìàòåì. çàìåòêè.2000. Ò. 67. Âûï. 5. C. 712�720.



ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ Ê�ÈÂÛÕ ÌÅÒÎÄÎÌSUBDIVISIONÍ. Â. ×àøíèêîâ1 îêòÿáðÿ 2011 ã.Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû ìåòîäà subdivision [1℄.Îïèñàí âàðèàíò ìåòîäà subdivision, ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü êðèâûå, êîòîðûåàíàëèòè÷åñêè îïðåäåëÿþòñÿ ñïëàéíàìè ñ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¼ííûìè óçëà-ìè.1°. Ââåä¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðìàëèçîâàííûõ B-ñïëàéíîâ ñ öåëî÷èñ-ëåííûìè óçëàìè. B-ñïëàéí íóëåâîãî ïîðÿäêà N0(t) çàäà¼òñÿ �îðìóëîéN0(t) = (1; åñëè t 2 [0; 1),0; èíà÷å.B-ñïëàéíû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ îïðåäåëèì ïðè ïîìîùè ñâ¼ðòêè:N�+1(t) = Z 1�1N�(t� s)N0(s) ds = Z 10 N�(t� s) ds:Â ÷àñòíîñòè, N1(t) = 8><>:t; åñëè t 2 [0; 1℄,2� t; åñëè t 2 (1; 2℄,0; èíà÷å.Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ñïëàéíîâ N0, N1 è N2.
1N0(t) t 1 2N1(t) t 1 2 3N2(t) t�èñ. 1. B-ñïëàéíû ìàëûõ ïîðÿäêîâ



Í. Â. ×àøíèêîâ 399ËÅÌÌÀ 1. Ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ r ñïëàéí Nr îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé�ñòâàìè:1) �óíêöèÿ Nr ïðèíàäëåæèò êëàññó Cr�1;2) íà êàæäîì îòðåçêå [k; k+1℄, ãäå k � öåëîå, Nr(t) ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûìïîëèíîìîì ñòåïåíè íå âûøå r.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Áàçà èí-äóêöèè ïðè r = 1, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâîéñòâà 1 è 2ñïðàâåäëèâû äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî r. Ïåðåïèøåì ðåêóððåíòíîå ñîîò-íîøåíèå â âèäå Nr+1(t) = Z 10 Nr(t� s) ds = Z tt�1Nr(s) ds: (1)Äè��åðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, ïîëó÷àåìN 0r+1(t) = Nr(t)�Nr(t� 1):Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ Nr 2 Cr�1. Ñëåäîâàòåëüíî, Nr+1 2 Cr.Åñëè t ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [k; k + 1℄, ãäå k � öåëîå, òî t � 1 2 [k � 1; k℄,ïîýòîìó N 0r+1(t) ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì ïîëèíîìîì ñòåïåíè íå âûøå r. Çíà÷èò,Nr+1 íà ýòîì îòðåçêå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè íå âûøå r + 1.Ëåììà äîêàçàíà.ËÅÌÌÀ 2. Ïðè âñåõ r > 0 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿsuppNr � [0; r + 1℄; (2)Z 1�1Nr(t) dt = 1; (3)Xj2ZNr(t� j) = 1 ïðè âñåõ t 2 R. (4)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè r = 0 ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé (2)�(4) ïðîâåðÿ-åòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè âûïîëíÿþòñÿ äëÿ Nr. Ñäåëàåìèíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò r ê r + 1.Åñëè Nr+1(t) îòëè÷íî îò íóëÿ ïðè íåêîòîðîì t, òî â ñèëó (1) è èíäóêöèîí-íîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïåðåñå÷åíèå [t� 1; t℄ \ [0; r + 1℄ äîëæíî áûòü íåïóñòî, òîåñòü t 2 [0; r + 2℄. Ñëåäîâàòåëüíî, suppNr+1 � [0; r + 2℄.Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (1) è äîêàçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà íîñèòåëèñïëàéíîâ Nr+1 è Nr. ÇàïèøåìZ 1�1Nr+1(t) dt = Z r+20 Nr+1(t) dt = Z r+20 dt Z tt�1Nr(s) ds =



400 ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ Ê�ÈÂÛÕ ÌÅÒÎÄÎÌ SUBDIVISION= Z r+2�1 ds Z s+1s Nr(s) dt = Z r+2�1 Nr(s) ds = Z 1�1Nr(s) ds = 1:Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâà (4) äëÿ ñïëàéíà Nr+1. ÈìååìXj2ZNr+1(t� j) =Xj2ZZ t�jt�j�1Nr(s) ds = Z 1�1Nr(s) ds = 1:Ëåììà äîêàçàíà.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïðè âñåõ r > 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèåNr(t) = 12r r+1Xk=0 Ckr+1Nr(2t� k): (5)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè r = 0 òîæäåñòâî (5) î÷åâèäíî:N0(t) = N0(2t) +N0(2t� 1):Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò r � 1 ê r. ÈìååìNr(t) = 12r�1 rXk=0 Ckr Z 10 Nr�1(2t� 2s� k) ds = 12r rXk=0 Ckr Z 20 Nr�1(2t� �� k) d�:Ïîñêîëüêó Z 21 Nr�1(2t� k � �) d� = Z 10 Nr�1(2t� (k + 1)� s) ds;òî Nr(t) = 12r rXk=0 Ckr �Nr(2t� k) +Nr(2t� k � 1)� == 12r�Nr(2t) +Nr(2t� r � 1) + rXk=1(Ckr + Ck+1r )Nr(2t� k)� == 12r r+1Xk=0 Ckr+1Nr(2t� k):Òåîðåìà äîêàçàíà.



Í. Â. ×àøíèêîâ 4012°. Ïóñòü ffkgk2Z� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ èç ïðîñòðàíñòâà Rn , â êî-òîðîé ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåéïîñëåäîâàòåëüíîñòè fk íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿf(z) =Xk2Z fk zk:Â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü ìíîæåñòâà ñóììèðîâàíèÿ, åñëè ñóììèðîâàíèåâåä¼òñÿ ïî âñåì öåëûì ÷èñëàì. Çàìåòèì, ÷òî �àêòè÷åñêè â ñóììå êîíå÷íîåêîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ, òàê ÷òî âîïðîñû ñõîäèìîñòè íå âîçíèêàþò.Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé.1) Ïóñòü f(z) è g(z) � ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ffkgè fgkg ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà f(z) + g(z) � ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè ffk + gkg, à f(z) � g(z) � ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè ffk � gkg.2) Åñëè f(z) � ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ffkg, òî äëÿïîñëåäîâàòåëüíîñòè ffk�fk�1g ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé áóäåò (1�z)f(z).3) Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ffkg è å¼ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè f(z)ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâàXk fk = f(1); Xk (�1)k fk = f(�1);Xk f2k = f(1) + f(�1)2 ; Xk f2k+1 = f(1)� f(�1)2 :Â ñëó÷àå R1 ïîëó÷àåì, ÷òî óêàçàííûå ñâîéñòâà ñïðàâåäëèâû è äëÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.3°. Ïóñòü çàäàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî r è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðíûõ êî-ý��èöèåíòîâ fp0kgk2Z èç ïðîñòðàíñòâà Rn , â êîòîðîé òîëüêî êîíå÷íîå êîëè÷å-ñòâî ÷ëåíîâ îòëè÷íî îò íóëÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p0(z) ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþïîñëåäîâàòåëüíîñòè fp0kg. �àññìîòðèì ñïëàéíf(t) =Xk p0kNr(t� k); t 2 R:Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ f(t) ïðèíàäëåæèò êëàññó Cr�1 è íà êàæäîìîòðåçêå âèäà [j; j+1℄, ãäå j � öåëîå, ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì ïîëèíîìîì ñòåïåíèíå âûøå r.



402 ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ Ê�ÈÂÛÕ ÌÅÒÎÄÎÌ SUBDIVISIONÏåðåïèøåì ìàñøòàáèðóþùåå óðàâíåíèå (5) â âèäåNr(t) =Xk skNr(2t� k); (6)ãäå sk = (Ckr+12r ; åñëè k 2 0 : r + 1,0; èíà÷å.Óêàæåì ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fskg:s(z) =Xk sk zk = r+1Xk=0 Ckr+12r zk = (1 + z)r+12r :ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Äëÿ ëþáîãî m > 0 ñïëàéí f(t) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ñäâèãàìB-ñïëàéíîâ êðàòíîãî àðãóìåíòà:f(t) =Xk pmk Nr(2m t� k); t 2 R; (7)ãäå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîý��èöèåíòîâ fpmk gk2Z ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëå�íîâ îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïðè ýòîì ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè pm(z) ïîñëåäîâàòåëü�íîñòåé êîý��èöèåíòîâ îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåìpm(z) = s(z)pm�1(z2); m = 1; 2; : : : : (8)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåä¼ì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Áàçà èí-äóêöèè ïðè m = 0 ñïðàâåäëèâà ïî îïðåäåëåíèþ ñïëàéíà f(t). Ñäåëàåì èí-äóêöèîííûé ïåðåõîä îò m � 1 ê m äëÿ m > 1. Ïîëüçóÿñü èíäóêöèîííûìïðåäïîëîæåíèåì è ìàñòøàáèðóþùèì óðàâíåíèåì (6), çàïèñûâàåìf(t) =Xk pm�1k Nr(2m�1 t� k) =Xk pm�1k Xj sj Nr(2m t� 2k � j):Çàìåíèì âî âíóòðåííåé ñóììå ïåðåìåííóþ j íà l = 2k + j:f(t) =Xk pm�1k Xl sl�2kNr(2m t� l) =Xl Nr(2m t� l)Xk pm�1k sl�2k:Ïîëîæèâ pml =Xk pm�1k sl�2k;ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå (7).



Í. Â. ×àøíèêîâ 403Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü ðåêóððåíòíîé �îðìóëû (8) äëÿ ïðîèçâîäÿùåé�óíêöèè pm(z). Èìååìpm(z) =Xl pml zl =Xl Xk pm�1k sl�2k z2k zl�2k =Xk pm�1k z2kXj sj zj == pm�1(z2) s(z):Òåîðåìà äîêàçàíà.Îïèøåì àëãîðèòì Ëåéíà-�èçåí�åëüäà (Lane-Riesenfeld algorithm), ïîçâî-ëÿþùèé áûñòðî âû÷èñëèòü íàáîð êîý��èöèåíòîâ pmk ïî ïðåäûäóùåìó íàáî-ðó pm�1k . Ïîäñòàâèì â �îðìóëó (8) çíà÷åíèå �óíêöèè s(z) è çàïèøåìpm(z) = �pm�1(z2)(1 + z)� 1 + z2 � 1 + z2 � : : : � 1 + z2| {z }r ñîìíîæèòåëåé :Âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè äà¼ò ïîøàãîâîå ïðåîáðàçîâàíèå �óíêöèè pm�1(z)â pm(z): ñíà÷àëà îò pm�1(z) ïåðåõîäèì ê pm�1(z2)(1+z), à ïîòîì r ðàç óìíîæà-åì íà 1+z2 . �àññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîý��èöèåíòîâ,ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì îïåðàöèÿì íàä ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé. Íà ïåðâîìøàãå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü : : : ;pm�10 ;pm�11 ;pm�12 ; : : :ïðåîáðàçóåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: : : ;pm�10 ;pm�10 ;pm�11 ;pm�11 ;pm�12 ;pm�12 ; : : : :Óìíîæåíèå ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè íà 1+z2 ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå êàæäîãî ÷ëå-íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ïîëîâèíó åãî ñóììû ñ ïðåäûäóùèì ÷ëåíîì. Ïîñëåâòîðîãî øàãà ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: : : ;pm�10 ; pm�10 + pm�112 ;pm�11 ; pm�11 + pm�122 ;pm�12 ; : : : ; (9)ïîñëå òðåòüåãî � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: : : ; 3pm�10 + pm�114 ; pm�10 + 3pm�114 ; 3pm�11 + pm�124 ; pm�11 + 3pm�124 ; : : : ; (10)è òàê äàëåå. Åñëè ïîðÿäîê r ðàâåí åäèíèöå, òî ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ ïî-ñëå âòîðîãî øàãà, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9) è åñòü fpmk g. Åñëè r = 2, òî âêà÷åñòâå fpmk g áåð¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (10).



404 ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ Ê�ÈÂÛÕ ÌÅÒÎÄÎÌ SUBDIVISION4°. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé fpmk g ïðè íåîãðàíè÷åííîìóâåëè÷åíèè m.Ïîëîæèì�pmk = pmk �pmk�1 ïðèm > 0, k 2 Z. Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ�pmïîñëåäîâàòåëüíîñòè f�pmk g îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé �pm(z) = (1� z)pm(z).Â êà÷åñòâå íîðìû âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Rn áóäåì èñïîëüçîâàòü åâêëèäî-âó íîðìó.ËÅÌÌÀ 3. Ïðè âñåõ m > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîmaxk k�pmk k 6 12m maxk k�p0kk: (11)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåä¼ì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Áàçàèíäóêöèè ïðè m = 0 î÷åâèäíî. Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò m� 1 ê mäëÿ m > 1.Âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì (8). Çàïèøåì�pm(z) = (1� z)pm(z) = (1� z)s(z)pm�1(z2) = (1� z)(1 + z)r+12r pm�1(z2) == �1 + z2 �r(1� z2)pm�1(z2) = �1 + z2 �r�pm�1(z2):Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå d(z) = �1+z2 �r, ïðèä¼ì ê ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ äëÿïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè �pm(z):�pm(z) = d(z)�pm�1(z2): (12)Ïóñòü dk � êîý��èöèåíò ïðè zk ó ïîëèíîìà d(z). ßñíî, ÷òîdk = (Ckr2r ; åñëè k 2 0 : r,0; èíà÷å,íî íàì äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî âñå dk íåîòðèöàòåëüíû. Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (12)â âèäå Xk �pmk zk =Xj dj zj Xl �pm�1l z2l =Xl Xj dj�pm�1l zj+2l:Çàìåíÿÿ ïåðåìåííóþ j íà k = j + 2l, ïîëó÷àåìXk �pmk zk =Xk Xl dk�2l�pm�1l zk:Ïðèðàâíÿåì êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ z. Ïðèä¼ì ê ðàâåíñòâó�pmk =Xl dk�2l�pm�1l :



Í. Â. ×àøíèêîâ 405Äàëåå,maxk k�pmk k = maxk Xl dk�2l�pm�1l  6 maxl k�pm�1l k maxk Xl jdk�2lj:Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîñòè dk�2l èìååìmaxk Xl jdk�2lj = maxk Xl dk�2l = maxnXl d2l; Xl d2l+1o == maxnd(1) + d(�1)2 ; d(1)� d(�1)2 o = 12 :Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêàmaxk k�pmk k 6 12 maxl k�pm�1l k:Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå, ïðèõîäèì ê íåðàâåí-ñòâó (11).Ëåììà äîêàçàíà.ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Äëÿ âñåõ m > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîmaxj f� j2m �� pmj  6 2m ; (13)ãäå  = (r + 1)maxl k�p0l k.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó (7) èìååìmaxj f� j2m �� pmj  = maxj Xk pmk Nr(j � k)� pmj :Âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì (4) è ïåðåïèøåì ïîñëåäíþþ ñóììó â âèäåXk pmk Nr(j � k)�Xk pmj Nr(j � k) =Xk (pmk � pmj )Nr(j � k):Èç ñîîòíîøåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî ñëàãàåìûå ïîñëåäíåé ñóììû ìîãóò áûòü îò-ëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî åñëè j � k 2 0 : r+1. Íî äëÿ òàêèõ ñëàãàåìûõ ñïðàâåä-ëèâî íåðàâåíñòâîkpmk � pmj k 6 (r + 1)maxl k�pml k 6 r + 12m maxl k�p0l k = 2m :Ïðèõîäèì ê îöåíêåmaxj f� j2m �� pmj  6 maxj Xk 2m jNr(j � k)j:Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ íåîòðèöàòåëüíî-ñòüþ B-ñïëàéíà Nr è òîæäåñòâîì (4).



406 ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ Ê�ÈÂÛÕ ÌÅÒÎÄÎÌ SUBDIVISION5°. Ïîêàæåì, êàê èçëîæåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ â ãåîìåòðè-÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèâûõ.Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ ëîìàíàÿ íà ïëîñêîñòè èëè â òð¼õìåðíîì ïðî-ñòðàíñòâå è �èêñèðîâàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî r. Âîçüì¼ì âåðøèíû ëîìàíîéâ êà÷åñòâå íà÷àëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fp0kg, ïîëàãàÿ âñå îñòàëüíûå ÷ëå-íû íóëåâûìè. Ïîëüçóÿñü àëãîðèòìîì Ëåéíà-�èçåí�åëüäà, ïî ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè fp0kg íàéä¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fp1kg, ïî íåé � ïîñëåäîâàòåëüíîñòüfp2kg è òàê äàëåå. Åñëè îòáðîñèòü ëèøíèå íóëåâûå ÷ëåíû, êàæäàÿ èç ïîñòðî-åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé çàäà¼ò ëîìàíóþ. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (13), ïðèíåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè m ïîëó÷åííûå òàêèì ñïîñîáîì ëîìàíûå ñ ýêñïî-íåíöèàëüíîé ñêîðîñòüþ ñõîäÿòñÿ ê êðèâîé, îïðåäåëÿåìîé ñïëàéíîì f(t). Ïî-ýòîìó ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ m ëîìàíûå, çàäàâàåìûå ïîñëåäîâàòåëü-íîñòÿìè fpmk g, äàþò äîñòàòî÷íî õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ïðåäåëüíîé êðèâîé.Îïèñàííûé ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîì ìåòî-äà, íàçûâàåìîãî subdivision. Áîëåå ïîäðîáíûå îïèñàíèÿ ýòîãî è äðóãèõ ìåòî-äîâ subdivision, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé, äàíûâ êíèãå [1℄.Ï�ÈÌÅ� 1. Ïóñòü r = 2. Â òàêîì ñëó÷àå àëãîðèòì Ëåéíà-�èçåí�åëüäàçàêàí÷èâàåòñÿ ïîñëå òðåòüåãî øàãà, ïðåîáðàçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fpm�1k g âïîñëåäîâàòåëüíîñòü fpmk g âèäà (10). �åîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïå-ðåõîäà îò ëîìàíîé fpm�1k g ê fpmk g íàäî âçÿòü íà êàæäîì îòðåçêå ëîìàíîé äâåòî÷êè, äåëÿùèå îòðåçîê â îòíîøåíèè 1 : 2 : 1, ïîñëå ÷åãî îòáðîñèòü âåðøèíûèñõîäíîé ëîìàíîé è âçÿòü ïîëó÷åííûå òî÷êè â êà÷åñòâå âåðøèí íîâîé ëîìà-íîé. Äàííûé ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ëîìàíûõ íàçûâàåòñÿàëãîðèòìîì ×àéêèíà.Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà ×àéêèíà â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíàÿëîìàíàÿ îáðàçóåò êâàäðàò (ðèñ. 2). Íà ðèñ. 3 ïîêàçàí ïåðåõîä îò ëîìàíîé fp0kgê fp1kg, íà ðèñ. 4 � îò fp1kg ê fp2kg. Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ ëîìàíàÿ èçîáðàæå-íà øòðèõîâîé ëèíèåé, à ïðåîáðàçîâàííàÿ ëîìàíàÿ � ñïëîøíîé ëèíèåé è å¼âåðøèíû îòìå÷åíû êðóæêàìè. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíà ëîìàíàÿ, çàäàâàåìàÿïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ fp3kg.
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�èñ. 4. fp2kg �èñ. 5. fp3kgÏ�ÈÌÅ� 2. Ïóñòü r = 3. �àññìîòðèì ïåðâûå øàãè ìåòîäà subdivision äëÿëîìàíîé, èçîáðàæ¼ííîé íà ðèñ. 6. Íà ðèñ. 7 ïîêàçàí ïåðåõîä îò ëîìàíîé fp0kgê fp1kg, íà ðèñ. 8 � îò fp1kg ê fp2kg. Íà ðèñ. 9 ïðåäñòàâëåíà ëîìàíàÿ, çàäàâàåìàÿïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ fp3kg.
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�èñ. 8. fp2kg �èñ. 9. fp3kgËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Andersson L. E., Stewart N. F. Introdution to the mathematis of subdivisionsurfaes. SIAM, 2010.



ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�ÎÏ�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÓÎËØÀÌ. Ñ. Áåñïàëîâ8 îêòÿáðÿ 2011 ã.Äîêëàä ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà äîêëàä Â. Í. Ìàëîç¼ìîâà [1℄, ãäå ïðè-âåäåíû áàçîâûå ñâåäåíèÿ. ×òîáû íå ïîâòîðÿòü îïðåäåëåíèÿ è �îðìóëû èçýòîãî äîêëàäà, ññûëêè íà ïðîíóìåðîâàííûå �îðìóëû äîêëàäà [1℄ î�îðìèìäâîéíûì èíäåêñîì: óêàæåì (1.2) ïðè ññûëêå íà �îðìóëó (2) èç äîêëàäà [1℄.1°. Ôîðìóëà (1.1) ñëóæèò îïðåäåëåíèåì äèñêðåòíîé �óíêöèè Óîëøà âíóìåðàöèè Àäàìàðà óðîâíÿ s, îáîçíà÷åííîé vk. Âåêòîð çíà÷åíèé vk(j) (ãäåj 2 0 : N � 1, N = 2s) äèñêðåòíîé �óíêöèè Óîëøà â íóìåðàöèè Àäàìàðàóðîâíÿ s áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì vk èëè ïîäðîáíåå ñèìâîëîì vkfsg(ñ óêàçàíèåì óðîâíÿ) è íàçûâàòü âåêòîðîì ä�ó èëè âåêòîðîì ä�ó-Àäàìàðà.Îñíîâíîé íóìåðàöèåé äèñêðåòíûõ �óíêöèé Óîëøà ñ÷èòàåòñÿ íóìåðàöèÿ,ïðåäëîæåííàÿ Ïýëè [2℄. Â ïóíêòàõ 8�10 äîêëàäà [1℄ ýòà íóìåðàöèÿ ââîäèòñÿ÷åðåç ïåðåñòàíîâêó reverse äâîè÷íîãî êîäà ïî �îðìóëå (1.17). Âåêòîð çíà÷åíèéäèñêðåòíîé �óíêöèè Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè óðîâíÿ s áóäåì îáîçíà÷àòü wkèëè wkfsg (ñ óêàçàíèåì óðîâíÿ), íàçûâàòü âåêòîð ä�ó-Ïýëè è îïðåäåëÿòü÷åðåç âåêòîð ä�ó-Àäàìàðà wk = vrevs(k).ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 1. Ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì s âñåãî ðàçëè÷íûõ âåêòî-ðîâ ä�ó óðîâíÿ s ðîâíî 2s.�àçëè÷íûå âåêòîðû ä�ó �èêñèðîâàííîãî óðîâíÿ s èìåþò ðàçíîå ÷èñëîïåðåìåí çíàêà.Åñëè âçÿòü çà îñíîâó îïðåäåëåíèå (1.1) èëè (1.2), òî äîêàçàòåëüñòâî äàííî-ãî óòâåðæäåíèÿ çàíÿëî áû ëèøíþþ ñòðàíèöó äîêëàäà. Íèæå ââîäèòñÿ îïðå-äåëåíèå 1, èç êîòîðîãî âûòåêàåò äàííîå óòâåðæäåíèå.Òðåòüåé òðàäèöèîííîé íóìåðàöèåé äèñêðåòíûõ �óíêöèé Óîëøà ñëóæèòíóìåðàöèÿ Óîëøà, ïðè êîòîðîé �óíêöèè óïîðÿäî÷åíû ïî ÷èñëó ïåðåìåí çíàêàâåêòîðîâ ä�ó. Áóäåì îáîçíà÷àòü âåêòîðû ä�ó-Óîëøà ñèìâîëîì uk.408



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 409Â ñòàòüå [3℄ ââîäèòñÿ åù¼ îäíà íóìåðàöèÿ âåêòîðîâ-ä�ó. Ñîîòâåòñòâóþùèåâåêòîðû îáîçíà÷èì bk.2°. Ïðåäëîæèì îïðåäåëåíèå âåêòîðîâ ä�ó, íå ïðèâÿçàííîå ê íóìåðàöèè.Íàïîìíèì [4, ñ. 331℄, ÷òî êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö C=(ij)n�1;m�1i;j=0è B åñòü áëî÷íàÿ ìàòðèöà âèäàC 
 B = (ij �B)n�1;m�1i;j=0 :Ââåä¼ì ìàòðèöû S = (1 1), A = (1 �1) (ñìûñëîâàÿ íàãðóçêà ñèìâîëîâ: S� ñèììåòðè÷íûé, A � àíòèñèììåòðè÷íûé).ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Âåêòîðîì çíà÷åíèé äèñêðåòíîé �óíêöèè Óîëøà óðîâ-íÿ s (âåêòîðîì ä�ó óðîâíÿ s) íàçîâ¼ì ëþáîå êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå âåê-òîðîâ S è A â êîëè÷åñòâå s ñîìíîæèòåëåé.Ï�ÈÌÅ� 1. Ïîñòðîèì ïî îïðåäåëåíèþ 1 âåêòîðû ä�ó óðîâíÿ 2 è ïðèâåä¼ìèõ îáîçíà÷åíèå â íóìåðàöèÿõ Ïýëè, Àäàìàðà, Óîëøà è â íîâîé [3℄:S 
 S = (1 1 1 1) = w0 = v0 = u0 = b0;A
 S = (1 1 �1 �1) = w1 = v2 = u1 = b3;S 
 A = (1 �1 1 �1) = w2 = v1 = u3 = b2;A
 A = (1 �1 �1 1) = w3 = v3 = u2 = b1:Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Âåêòîðû ä�ó â íóìåðàöèè Àäàìàðà óïîðÿäî÷åíû âëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå â àë�àâèòå fS;Ag, ãäå ñèìâîë 
 ñ÷èòàåì ðàçäå�ëèòåëüíûì çíàêîì.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ïðèìåðå 1 ïîñòðîåíà áàçà èíäóêöèè. Ñäåëàåì èíäóê-òèâíûé ïåðåõîä. Ñîãëàñíî �îðìóëå (1.2) ïðè 0 6 k < 2��1 èìååìvkf�g = S 
 vkf� � 1g; vk+2��1f�g = A
 vkf� � 1g:Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Âåêòîðû ä�ó â íóìåðàöèè Ïýëè óïîðÿäî÷åíû â ëåê�ñèêîãðà�è÷åñêîì îáðàòíîì ïîðÿäêå â àë�àâèòå fS;Ag.Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.Åñëè ìû êàæäûé ñèìâîë S çàìåíèì íà 0, à ñèìâîë A çàìåíèì íà 1, îïó-ñòèâ ñèìâîëû 
, òî ïî îïðåäåëåíèþ 1 ïîëó÷èì íîìåð âåêòîðà ä�ó-Àäàìàðàâ äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Ïðè ïðî÷òåíèè ýòîãî âûðàæåíèÿ â îáðàòíîìïîðÿäêå ïîëó÷èì íîìåð äèñêðåòíîé �óíêöèè Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè.



410ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÓÎËØÀ3°. Ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ ä�ó �èêñèðîâàííîãî óðîâíÿ ìîæíî ñòðîèòü äèñ-êðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà (DWT�Disrete Walsh Transform) ðàçëè÷íûõíóìåðàöèé. Ôîðìóëà (1.2) ñëóæèò îïðåäåëåíèåì ìàòðèöû DWT â íóìåðàöèèÀäàìàðà, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü (â îòëè÷èè îò [1℄) ñèìâîëîì H� (îò íà-ïèñàíèÿ Hadamard), òàê êàê ñèìâîë A çàíÿò.Ìàòðèöó DWT â íóìåðàöèè Ïýëè áóäåì îáîçíà÷àòüW� . Îáû÷íî [5℄ å¼ îïðå-äåëÿþò êàê ìàòðèöó, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè êîòîðîé åñòü âåêòîð çíà÷åíèé�óíêöèè Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïî k 2 0 : 2� � 1èíòåðâàëàõ �-ãî ðàíãà �k� = [ k2� ; k+12� ).Ìàòðèöó DWT-Óîëøà U� îïðåäåëèì êàê ìàòðèöó, â êîòîðîé ñòðîêè óïî-ðÿäî÷åíû ïî ÷èñëó ïåðåìåí çíàêà.Ïóñòü ìàòðèöà R åñòü ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà ïîáî÷íîéäèàãîíàëè, ó êîòîðîé âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû 0. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ìàòðèöûëåãêî çàäàòü ïåðåñòàíîâêó ñòðîê ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû C â îáðàòíîì ïîðÿä-êå Crev = R � C (ðåâåðñ ñòðîê) è ïåðåñòàíîâêó ñòîëáöîâ â îáðàòíîì ïîðÿäêåCrev = C � R (ðåâåðñ ñòîëáöîâ). Â [3℄ ïðåäëîæåíà íóìåðàöèÿ ìàòðèö DWT ïîàíàëîãèè ñ (1.2): B� = � B��1 RB��1B��1R �RB��1R� : (1)Ïåðå÷èñëåííûå ìàòðèöû DWT: H�,W�, U�, B� � ïðèíàäëåæàò òàêæå êëàñ-ñó íîðìàëèçîâàííûõ ìàòðèö Àäàìàðà, êîòîðûì ïîñâÿùåíà ãëàâà 14 â êíè-ãå [6℄. Âñå ýòè ìàòðèöû, à òàêæå è äðóãèå ìàòðèöû ýòîãî êëàññà, ïîëó÷àþòñÿïåðåñòàíîâêîé ñòðîê ìàòðèöûW� , íå çàòðàãèâàþùåé íà÷àëüíîé ñòðîêè. Ýòèììåòîäîì êðîìå ìàòðèöH2,W2, U2, B2 ìîæíî ïîñòðîèòü åù¼ äâå ìàòðèöû DWTóðîâíÿ 2 26641 1 1 11 �1 1 �11 �1 �1 11 1 �1 �13775; 26641 1 1 11 �1 �1 11 1 �1 �11 �1 1 �13775: (2)Â îòëè÷èè îò ìàòðèö H2, W2, U2, B2 ìàòðèöû (2) íåñèììåòðè÷íûå. Íîìàòðèöû (2) ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì îïåðàöèåé òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ïîýòîìó èñòîëáöû ýòèõ ìàòðèö òîæå ñóòü âåêòîðû ä�ó.4°. Äëÿ ìàòðèö DWT áîëåå âûñîêîãî óðîâíÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ìàò-ðèö DWT ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê íîðìàëèçîâàííîé ìàòðèöû ÀäàìàðàH� íåëüçÿñ÷èòàòü óäà÷íûì.Ï�ÈÌÅ� 2. Åñëè ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè äâå ïîñëåäíèå ñòðîêè ëþáîé èç ìàò-ðèö H3, W3, U3, B3, òî íå âñå ñòîëáöû ïðåîáðàçîâàííîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿâåêòîðàìè ä�ó.



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 411Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Ïóñòü V åñòü ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïåðåñòàíîâêîéñòðîê ìàòðèöû DWT óðîâíÿ s. ÒîãäàV T � V = V � V T = 2s E(s);ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà, E(s) � å¼ êðîíåêåðîâà ñòåïåíü,à ïîòîìó åñòü åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2s.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ñòîëáöû òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû ñîâïàäà-þò ñî ñòðîêàìè èñõîäíîé, òî ñîãëàñíî îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ ä�ó, óñòàíîâ-ëåííîé â ïðåäëîæåíèè 2 äîêëàäà [1℄, ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ V �V T = 2s E(s).Ó÷èòûâàÿ ñîâïàäàþùèé ïîðÿäîê òð¼õ ìàòðèö, âûâîäèì V T � V = V � V T .Ïðèíöèï öè�ðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëà (ÖÎÑ) íà ïðèìåðå äèñêðåòíîãî ïðå-îáðàçîâàíèÿ Óîëøà ïðîèçâîëüíîé íóìåðàöèè ñëåäóþùèé. Èñõîäíûé äèñêðåò-íûé ñèãíàë x äëèíû N = 2s ïðåîáðàçóåì â ñèãíàë y = V x è ïåðåäàåì åãî ïîêàíàëó ñâÿçè. Ïîëó÷àòåëü òî÷íî âîññòàíàâëèâàåò èñõîäíûé ñèãíàë ïî �îðìó-ëå x = 1NV Ty.Äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëåíèÿ ïðè ðåàëèçàöèè îïåðàòîðà ñèíòåçà V è îïå�ðàòîðà àíàëèçà V T îñóùåñòâëÿëèñü â êëàññå äèñêðåòíûõ �óíêöèé Óîëøà,ââåä¼ì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Íàçîâ¼ì W -ìàòðèöåé òàêóþ ìàòðèöó, âñå ñòðîêè èñòîëáöû êîòîðîé åñòü ðàçëè÷íûå âåêòîðû ä�ó.Â êíèãå [7℄ áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à îïèñàíèÿ êëàññà âîçìîæíûõ äèñêðåò-íûõ ïðåîáðàçîâàíèé Óîëøà, ðåøåíèåì êîòîðîé ñëóæàò W -ìàòðèöû. �àíååñ÷èòàëîñü [7℄, ÷òî óäîáíûì äëÿ ÖÎÑ îïåðàòîðîì äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâà-íèÿ Óîëøà ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé DWT. Ïîýòîìó â [7℄ðåøàåòñÿ (ïàðàãðà� 2.8), íî ê ñîæàëåíèþ íåâåðíî, çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ êîëè÷å-ñòâà ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Óîëøà. Îøèáêà áûëàâûçâàíà, â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî íå áûëî âûðàáîòàíî ïðàâèëüíîå îïðåäåëåíèåìíîæåñòâà ìàòðèö äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Óîëøà.Ïðèìåð 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî íå âñå ïåðåñòàíîâêè ñòðîê ìàòðèöû DWT ïðè-âîäÿò ê W -ìàòðèöå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ëèøü W -ìàòðèöû çàäàþò îïåðàòîðäèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà ïðîèçâîëüíîé íóìåðàöèè.5°. Ñ�îðìóëèðóåì ïðèíöèï ïîñòðîåíèÿ W -ìàòðèö, êîòîðûé ýêâèâàëåíòåíïðåäëîæåííîìó â ñòàòüå [8℄, íî ïî-äðóãîìó èçëîæåí.ËÅÌÌÀ 1. Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ä�ó óðîâíÿ s îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿñâîèìè êîîðäèíàòàìè ñ íîìåðàìè, óêàçàííûìè â âûáîðêå f1; 2; 22; : : : ; 2s�1g.



412ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÓÎËØÀÄîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê îòìå÷åíî â [4℄, êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå àññîöèà-òèâíî. Ïîýòîìó ëþáîé âåêòîð ä�ó wfsg = (a0 a1 a2 : : : aN�1) ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå wfsg = ufkg
vfs�kg, îòäåëåíèåì ïåðâûõ k ñîìíîæèòåëåé îò ïîñëåä-íèõ s�k. (Ïðèìåíÿåì îáîçíà÷åíèÿ w, u, v äëÿ âåêòîðîâ ä�ó áåç óòî÷íåíèÿ èõâèäà.) Îïèðàåìñÿ íà òî, ÷òî ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ëþáîãî âåêòîðà ä�ó ðàâíà 1.Åñëè s � k = 1, òî wfsg = ufs � 1g 
 S, è â ýòîì ñëó÷àå a1 = 1; èëè æåwfsg = ufs� 1g 
 A è â ýòîì ñëó÷àå a1 = �1.Èìååì wfsg = ufs� j � 1g 
 S 
 vfjg èëè wfsg = ufs� j � 1g 
A
 vfjgâ îáùåì ñëó÷àå. Ïåðâûå 2j+1 êîîðäèíàò ïðåäñòàâëÿþò âåêòîð S 
 vfjg èëèA 
 vfjg ñîîòâåòñòâåííî. Â ïåðâîì âàðèàíòå a2j = 1, à âî âòîðîì âàðèàíòåa2j = �1.ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Â ðåçóëüòàòå ïåðåêîäèðîâêè ïî ïðàâèëó 1 ! 0, �1 ! 1êîîðäèíàò ïîäâåêòîðà, âûäåëåííîãî âûáîðêîé f1; 2; 22; : : : ; 2s�1g èç âåêòîðàä�ó wfsg, ïîëó÷àåì äâîè÷íûé êîä íîìåðà ýòîãî âåêòîðà ä�ó wfsg â íóìåðà�öèè Ïýëè.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âåêòîð (a2s�1 : : : a4 a2 a1) èç çàïèñè âåêòîðà ä�ó ïîîïðåäåëåíèþ 1 ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé S ! 1, A ! �1 è óäàëåíèåì ðàçäåëè-òåëüíûõ çíà÷êîâ 
. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîäâåêòîðà (a1 a2 a4 : : : a2s�1) âåêòîðà ä�óäîïîëíèòåëüíî ïðèìåíÿåì îïåðàöèþ îáðàùåíèÿ êîîðäèíàò (reverse). Ñðàâíè-âàÿ ñ ïðåäëîæåíèÿìè 1 è 2, ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå 1.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 3. Íàçîâ¼ì êîäèðóþùåé ìàòðèöåé äëÿ W -ìàòðèöû å¼ïîäìàòðèöóK, ñòðî÷êè è ñòîëáöû êîòîðîé âûäåëåíû âûáîðêîé f1; 2; : : : ; 2s�1g.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 4. Êàæäàÿ W -ìàòðèöà îäíîçíà÷íî îïðåäåÿåòñÿ ñâîåéêîäèðóþùåé ìàòðèöåé.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîññòàíîâèì âñå ñòðî÷êè ïðåäëîæåííîé W -ìàòðèöû Vñ íîìåðàìè, óêàçàííûìè â âûáîðêå f1; 2; 22; : : : ; 2s�1g.Ïî j-é ñòðîêå (j 2 0 : s � 1) êîäèðóþùåé ìàòðèöû K ñîãëàñíî ëåììå 1âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñòðîêà ñ íîìåðîì 2j ìàòðèöû V ïåðåêîäèðîâêîé 1 ! S,�1! A è ðàññòàíîâêîé ðàçäåëèòåëüíûõ çíà÷êîâ 
. Äàëåå âû÷èñëÿåì êðàòíîåêðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå.Â ðåçóëüòàòå ýòîãî îêàæóòñÿ âû÷èñëåííûìè êîîðäèíàòû ñ íîìåðàìèf1; 2; 22; : : : ; 2s�1g âñåõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû V . Ïîâòîðÿåì ìåòîä âîññòàíîâëå-íèÿ, ïðèìåí¼ííûé äëÿ ñòðîê ñ íîìåðàìè f1; 2; 22; : : : ; 2s�1g, äëÿ âñåõ ñòîëáöîâìàòðèöû V .Èòàê, â ñòðîêàõ êîäèðóþùåé ìàòðèöû K óêàçàíû çàêîäèðîâàííûå (ðàñ-êîäèðîâêà 1 ! 0, �1 ! 1) íîìåðà â íóìåðàöèè Ïýëè îáðàçóþùèõ ñòðîêW -ìàòðèöû.



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 413Àíàëîãè÷íî, â ñòîëáöàõ êîäèðóþùåé ìàòðèöû K óêàçàíû çàêîäèðîâàííûåíîìåðà îáðàçóþùèõ ñòîëáöîâ W -ìàòðèöû.Ï�ÈÌÅ� 3. ×åòûðå ñòðîêè ïðèìåðà 1 â óêàçàííîì ïîðÿäêå ñîñòàâëÿþòìàòðèöó W2. Êîäèðóþùåé äëÿ íå¼ ñëóæèò ñðåäíÿÿ ÷àñòü (ìàòðèöà âòîðîãîïîðÿäêà), ó êîòîðîé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò 1, à íà ïîáî÷íîé ñòîÿò �1.Ïîñëå ïåðåêîäèðîâêè ïîëó÷èì áóëåâó ìàòðèöó ñ åäèíèöàìè òîëüêî íà ïîáî÷-íîé äèàãîíàëè, â êîòîðîé çàïèñàíû íîìåðà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1,2 (ñâåðõóâíèç è ñëåâà íàïðàâî â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ). Ïîýòîìó êîä ìàòðèöûW2 åñòü (1 2), ÷òî îáîçíà÷èì W2 � (1 2).Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì H2 � (2 1), U2 � (1 3), B2 � (3 2).6°. �àññìîòðèì ñèììåòðè÷íûå W -ìàòðèöû V . Ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿÏ�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 5. W -ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ñèììåòðè÷íà å¼ êîäèðóþùàÿ ìàòðèöà.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 6. Ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ñèììåòðè÷íîéW -ìàòðèöûóðîâíÿ s ÿâëÿþòñÿ �1 = pN è �2 = �pN , ãäå N = 2s.Ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè, îòâå÷àþùèìè ÷èñëó �1, ÿâëÿþòñÿ âñå ñòîëá�öû ìàòðèöû (V +pNE(s)), à ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè, îòâå÷àþùèìè ÷èñëó�2, ÿâëÿþòñÿ âñå ñòîëáöû ìàòðèöû (V �pNE(s)).Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ïðåäëîæåíèþ 3 èìååì V 2 = N E(s), ÷òî ïåðåïèøåìâ âèäå (V �pNE(s))(V +pNE(s)) = 0: (3)ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. �àçìåðíîñòü ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ R+ (îòâå÷àåòñîáñòâåííîìó ÷èñëó �1 > 0) è R� (îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó ÷èñëó �2)W -ìàòðèöû V óðîâíÿ s ñîâïàäàåò è ðàâíà N2 , åñëè íà ãëàâíîé äèàãîíàëèå¼ êîäèðóþùåé ìàòðèöû K âñòðå÷àåòñÿ �1.Åñëè æå âñå ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè êîäèðóþùåé ìàòðèöû Kåñòü 1, òî dimR+ = 12(N +pN), dimR� = 12(N �pN).Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåíî â [8℄. ×àñòíûé ñëó÷àé äëÿ òðàäèöè-îííûõ íóìåðàöèé óñòàíîâèë Áóà [9℄: â ñëó÷àå íóìåðàöèé Àäàìàðà è Óîëøà,à òàêæå â ñëó÷àå íå÷¼òíîãî óðîâíÿ äëÿ íóìåðàöèè Ïýëè, dimR+ = dimR�;äëÿ ìàòðèöû DWT â íóìåðàöèè Ïýëè ÷¼òíîãî óðîâíÿ dimR+ = 12(N +pN),dimR� = 12(N �pN).Â ïóíêòå 10 áóäåò ïðèâåäåíà äðóãàÿ �îðìà çàïèñè ñîìíîæèòåëåé �îðìó-ëû (3), ïðèâîäÿùàÿ ê ïðîåêòîðàì íà ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà.



414ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÓÎËØÀ7°. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò íå ïðîñòî ñîáñòâåííûå âåêòîðû, à áàçèñû ñîá-ñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ R+ è R�.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Åñëè â êà÷åñòâå ìàòðèöû V âîçüì¼ì Hs èëè Bs, òî íà÷àëü�íûå N2 = 2s�1 ñòîëáöîâ ìàòðèö (V +pNE(s)) è (V �pNE(s)) îáðàçóþò áàçèñïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ñëó÷àé íóìåðàöèè Àäàìàðà. Âîñïîëüçîâàâ-øèñü ïðåäñòàâëåíèåì ìàòðèöû Hs ïî �îðìóëå (1.2), ïðåäñòàâèìHs � � E(s) = �Hs�1 � � E(s�1) Hs�1Hs�1 �Hs�1 � � E(s�1)� ;ãäå â êà÷åñòâå � áåð¼ì �1 = pN èëè �2 = �pN .Âû÷èñëèì îáðàòíóþ ìàòðèöó ê íà÷àëüíîìó áëîêó. Çàìåòèì, ÷òî(Hs�1 � � E(s�1))(Hs�1 + � E(s�1)) = H2s�1 � �2 E(s�1) = (2s�1 � 2s)E(s�1):Çíà÷èò, (Hs�1 � � E(s�1))�1 = �21�s(Hs�1 + � E(s�1)):Ïðåäñòàâëåíèåì Øóðà äëÿ îòäåëüíîãî áëîêà áëî÷íîé ìàòðèöû �A BC D� íà-çûâàåòñÿ S = D�CA�1B. Â [10, . 61℄ îòìå÷åíî, ÷òî áëîê A ñëóæèò áàçèñíûììèíîðîì áëî÷íîé ìàòðèöû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S = 0.Â íàøåì ñëó÷àåCA�1B = Hs�1��21�s(Hs�1 + � E(s�1))�Hs�1 = �(Hs�1 + � E(s�1)):Çíà÷èò N2 ñòîëáöîâ ëåâîé ïîëîâèíû ìàòðèöû Hs � � E(s) ñîñòàâëÿþò áàçèñïðîñòðàíñòâà R+ èëè R� ñîîòâåòñòâåííî.Äëÿ ñëó÷àÿ íóìåðàöèè, ïðåäëîæåííîé Áåñïàëîâûì [3℄, äîêàçàòåëüñòâî àíà-ëîãè÷íî (îïèðàåòñÿ íà �îðìóëó (1) âìåñòî �îðìóëû (1.2)). Îíî ïðèâåäåíîâ [8℄.Â ñëó÷àå íóìåðàöèé Ïýëè è Óîëøà áàçèñíûå ñòîëáöû ïî-äðóãîìó ðàñïîëà-ãàþòñÿ â ìàòðèöàõ (V +pNE(s)) è (V �pNE(s)). Äàæå �îðìóëèðîâêà ðåçóëü-òàòà â ýòèõ ñëó÷àÿõ äîâîëüíî ãðîìîçäêàÿ. Áàçèñû èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâìîæíî âûäåëèòü, ïðèìåíÿÿ ïðåäñòàâëåíèå Øóðà, ÷òî è ïðîäåìîíñòðèðîâà-íî â ñòàòüå [11℄. Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèöû DWT-Ïýëè ÷¼òíîãî óðîâíÿ s = 2mñòîëáöû ìàòðèö ñîìíîæèòåëåé �îðìóëû (3) ðàçîáü¼ì íà 2m ïîñëåäîâàòåëü-íûõ ãðóïï ïî 2m ñòîëáöîâ â ãðóïïå. Èç êàæäîé î÷åðåäíîé ãðóïïû â áàçèñâêëþ÷àåì íà îäèí ñòîëáåö ìåíüøå, ÷åì èç ïðåäûäóùåé ãðóïïû. Äëÿ ìàò-ðèöû W +pNE íà÷èíàåì ñ âûáîðà âñåõ ñòîëáöîâ ãðóïïû, à äëÿ W �pNE



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 415íà÷èíàåì ñ âûáîðà âñåõ ñòîëáöîâ áåç ïîñëåäíåãî. Âíóòðè ãðóïïû îðãàíèçóåòñÿðåâåðñíûé ïîðÿäîê ñòîëáöîâ.Â ñëó÷àå íå÷¼òíîãî s èçáàâèòüñÿ îò ðàäèêàëîâ â çàïèñè ñîáñòâåííûõ âåê-òîðîâ íåëüçÿ, à ïîòîìó ýòîò ñëó÷àé ìåíåå èíòåðåñåí äëÿ ïðàêòèêè.8°. Èçó÷èì íàèáîëåå èíòåðåñíûé ñëó÷àé íóìåðàöèè Ïýëè ÷¼òíîãî óðîâíÿ.Òåðìèí �óðîâåíü s� äëÿ âåêòîðîâ äëèíû 2s ïåðåíåñ¼ì ñ âåêòîðîâ ä�ó íàäðóãèå âåêòîðû. Â ÷àñòíîñòè, áóäåì ïðèìåíÿòü îáîçíà÷åíèå ekfsg äëÿ k-ãî âåêòîðà ñòàíäàðòíîãî áàçèñà (îäíà åäèíèöà â êà÷åñòâå k-é êîîðäèíàòû,îñòàëüíûå íóëè) ïðîñòðàíñòâà RN , ãäå N = 2s, k 2 0 : N � 1.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 7. Îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà RN ïðè N = 2s,ãäå s ÷¼òíîå, s = 2m, ñîñòàâëÿåò ñèñòåìà âåêòîðîâ�ekfmg 
 wlfmg	2m�1k;l=0 : (4)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñèñòåìà âåêòîðîâ fekfmgg2m�1k=0 ñîñòàâëÿåò îðòîíîðìè-ðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà RN1 , ãäå N1 = 2m. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2 èç [1℄ñèñòåìà âåêòîðîâ fwlfmgg2m�1l=0 ñîñòàâëÿåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâàRN1 . Äëÿ âåêòîðîâ �èêñèðîâàííîé äëèíû ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êðîíåêåðî-âûõ ïðîèçâåäåíèé ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèéhu
 v; w 
 ti = hu; wi � hv; ti; (5)÷òî è äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå.Â ñëó÷àå ÷¼òíîãî óðîâíÿ s = 2m äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà âåêòî-ðà x 2 RN (â âèäå ñòîëáöà) è �îðìóëó (1.13) åãî îáðàùåíèÿ ìîæíî çàïèñàòüâ ñèììåòðè÷íîì âèäå áåç ðàäèêàëîâ:X = 1N1Ws � x; x = 1N1Ws �X:Â ýòîì âèäå ìàòðèöà 1N1Ws îòíîñèòñÿ ê êëàññó óíèòàðíûõ ìàòðèö, êîòîðûåâ äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå (êàê ó íàñ) íàçûâàþò îðòîãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè.Âåêòîðû áàçèñà (4) áóäåì ñ÷èòàòü çàïèñàííûìè â âèäå ñòîëáöîâ, ÷òîáûäåéñòâèå îïåðàòîðà âûðàæàëîñü â âèäå îáû÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (êàêè â âûíîñíûõ �îðìóëàõ âûøå).Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 8. Îðòîãîíàëüíîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîââàíèå Óîëøà âíóìåðàöèè Ïýëè óðîâíÿ s = 2m ïðåîáðàçóåò âåêòîðû áàçèñà (4) ïî ïðàâèëó1N1Ws�ekfmg 
 wlfmg� = elfmg 
 wkfmg:



416ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÓÎËØÀÄîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì ìàòðèöó Ws ïîðÿäêà N21 â âèäå áëî÷íîéêâàäðàòíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà N1 ñ êâàäðàòíûìè áëîêàìè ïîðÿäêà N1. Ñòðîêàñ íîìåðîì r = lN1+k, ãäå k; l 2 0 : N1� 1, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2 èìååò âèäwrfsg = wkfmg 
 wlfmgè ðàñïîëàãàåòñÿ â l-é áëî÷íîé ñòðîêå áëî÷íîé ìàòðèöû ïîä k-ì íîìåðîì âáëîêå. Áóäåì ïðèìåíÿòü îïåðàòîð Ws ê ñòîëáöó ek1fmg 
 wl1fmg ïîñòðî÷íî,âû÷èñëÿÿ êîîðäèíàòû (ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè) ñèãíàëà íà âûõîäå. Íàîñíîâàíèè �îðìóëû (5)hwkfmg 
 wlfmg; ek1fmg 
 wl1fmgi = hwkfmg; ek1fmgi � hwlfmg; wl1fmgi:Ñîãëàñíî îðòîãîíàëüíîñòè (ïðåäëîæåíèå 2 èç [1℄) hwlfmg; wl1fmgi = 2m, åñëèl = l1, è hwlfmg; wl1fmgi = 0, åñëè l 6= l1. Ïîýòîìó ñèãíàë íà âûõîäå ïðåîá-ðàçîâàíèÿ 1N1Ws�ek1fmg 
 wl1fmg� áóäåò èìåòü âèä el1fmg 
 afmg (òîëüêîñòðîêè l1-é áëî÷íîé ñòðîêè ïðè óìíîæåíèè äàäóò �1).Âèä âåêòîðà afmg äàëåå èùåì áåç óêàçàíèÿ óðîâíÿ m (åãî çà�èêñèðóåì).Êîîðäèíàòû âåêòîðà a = (a0 a1 : : : aN1�1)T ñîãëàñíî �îðìóëå hwkfmg; ek1fmgi,âû÷èñëÿþòñÿ êàê k1-å êîîðäèíàòû âåêòîðîâ wk (à ýòî è åñòü çíà÷åíèå k-éäèñêðåòíîé �óíêöèè Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè íà àðãóìåíòå k1; êàê ñëåäñòâèåñèììåòðè÷íîñòè äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà-Ïýëè, íîìåð �óíêöèè èçíà÷åíèå àðãóìåíòà ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè):ak = wk(k1) = wk1(k):Äîêàçàëè, ÷òî a = wk1.Ïðèâåäåíî íîâîå, îòëè÷íîå îò äàííîãî â [8℄, äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ.ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äèñêðåò�íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà-Ïýëè ÷¼òíîãî óðîâíÿ s = 2m ÿâëÿåòñÿ:�ekfmg 
 wlfmg � elfmg 
 wkfmg	06k<l62m�1äëÿ ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R�;�ekfmg 
 wkfmg	2m�1k=0 [ �ekfmg 
 wlfmg+ elfmg 
 wkfmg	06k<l62m�1äëÿ ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R+.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âñå âåêòîðû áàçèñà (4) èìåþò îäèíàêîâóþ íîðìó. Ïî-ýòîìó çàìåíà ëþáûõ äâóõ èç íèõ íà ñóììó è ðàçíîñòü ñîõðàíÿåò ñâîéñòâîáàçèñíîñòè. Ïî ïðåäëîæåíèþ 8 ïðîâåðÿåì, ÷òî ïîëó÷åííûå âåêòîðû áóäóòñîáñòâåííûìè, è âû÷èñëÿåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà:Ws�ekfmg
wlfmg� elfmg
wkfmg� = �1(elfmg
wkfmg� ekfmg
wlfmg):



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 4179°. Ïîëó÷èì ïðèíöèï âûäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ äèñêðåòíûõïðåîáðàçîâàíèé Óîëøà ïðîèçâîëüíîé íóìåðàöèè.ÒÅÎ�ÅÌÀ 4 (î ñïåêòðàëüíîì ðàçëîæåíèè îïåðàòîðà). Äëÿ óíèòàðíîãî(J�1 = J�) ïåðèîäè÷åñêîãî (Jm = Id) îïåðàòîðà J : C N ! C N (èëè â äðó�ãîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå) îðòîïðîåêòîðû íà ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàí�ñòâà Rk, ãäå k 2 0 : m � 1, âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçî�âàíèÿ Ôóðüå (ÄÏÔ) îò ñòåïåíåé îïåðàòîðàQk = 1m m�1Xl=0 !klm J l; ãäå !m = exp�2�im �. (6)Ïîñðåäñòâîì îáðàòíîãî ÄÏÔ âîññòàíàâëèâàþòñÿ ñòåïåíè îïåðàòîðàJ l = m�1Xk=0 !�klm Qk: (7)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåðèì îðòîãîíàëüíîñòü îïåðàòîðîâ (6) (ïðè îáîçíà-÷åíèè ! = exp(2�im )). Ñóììèðóÿ ïî äèàãîíàëÿì êâàäðàòà, ïîëó÷àåìQkQr = 1m2 m�1Xl=0 !kl J l � m�1Xj=0 !jr J j = 1m2 m�1Xl=0 m�1Xj=0 !kl+jr J l+j == 1m2�m�1Xs=0 sXj=0 !sr+kj�jrJs + 2m�2Xt=m m�1Xj=t�m+1!rt+kj�jrJ t� =(çàìåíà t�m = s) = 1m2 m�1Xs=0 !srJs� sXj=0 !(k�r)j + m�1Xj=s+1!(k�r)j�:Âûðàæåíèå â ïîñëåäíèõ ñêîáêàõ ðàâíî 0, åñëè k 6= r (ïîëàãàåì k; r 2 0 : m�1),è ðàâíî m, åñëè k = r.Èòàê, äîêàçàëè èäåìïîòåíòíîñòü îïåðàòîðîâ Q2k = 1mPm�1s=0 !ksJs = Qkè èõ âçàèìíóþ îðòîãîíàëüíîñòü QkQr = 0, åñëè k 6= r.Îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿK� îïåðàòîðà K äëÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà åñòü òðàíñ-ïîíèðîâàíèå ïëþñ êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé !m = 1,Jm = E = J0 (â òåðìèíàõ ìàòðèö), äîìíîæèâ íà !mlJm ñîîòâåòñòâóþùèå ñëà-ãàåìûå, ïðîâåðèì ñàìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòîðîâQk� = 1m m�1Xl=0 !�klm (J�)l = 1m(!mkJm + m�1Xl=1 !(m�k)lm J (m�l)) = Qk:



418ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÅ �ÀÇËÎÆÅÍÈÅ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÎ�Î Ï�ÅÎÁ�ÀÇÎÂÀÍÈß ÓÎËØÀÂ êíèãå [12℄ äîêàçàíî, ÷òî èäåìïîòåíòíûé ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ÿâ-ëÿåòñÿ îðòîïðîåêòîðîì. Ïðîâåðèì, ÷òî ïðîåêòèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íàñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî Rk = Im(Qk), è âû÷èñëèì ñîáñòâåííûå ÷èñëà:JQk = QkJ = 1m m�1Xl=0 !klmJ l+1 = !�km � 1m(J0 + m�1Xs=1 !ksmJs) = !�km �Qk:Òàê êàê �îðìóëà (6) åñòü �îðìóëà ÄÏÔ, òî âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîäèòñÿïî �îðìóëå (7) îáðàòíîãî ê (6) ÄÏÔ.Ïðîâåðèì ñâîéñòâî ñèììåòðèè äëÿ îðòîïðîåêòîðîâQk = 1m m�1Xl=0 !�klm J l = 1m m�1Xl=0 !k(m�l)m J l = Qm�k: (8)Ôîðìóëà (7) ñîäåðæèò (ïðè l = 0) ñîêðàùåííîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû è(ïðè l = 1) ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà.10°. Â ðåçóëüòàòå íîðìèðîâêè (äåëåíèå íà �1) ëþáîé îïåðàòîð äèñêðåòíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà ñ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé (ê ýòîìó êëàññó îòíîñÿòñÿîïåðàòîðû DWT ÷åòûð¼õ ðàññìîòðåííûõ íóìåðàöèé) ïðåâðàùàåòñÿ â îïåðà-òîð èíâîëþöèè � óíèòàðíûé äåéñòâèòåëüíûé îïåðàòîð ïåðèîäà 2.ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Äëÿ îðòîãîíàëüíîãî ñèììåòðè÷íîãî äèñêðåòíîãî ïðåîá�ðàçîâàíèÿ Óîëøà ëþáîé íóìåðàöèè ñ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé J = 1�1Vs ïðî�åêòîðû íà ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà R+ è R�, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåí�íûì ÷èñëàì �1, èìåþò âèä Q+ = 12(E + J) è Q� = 12(E � J).Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 9. Êâàäðàò ëþáîé îðòîãîíàëüíîé (äåéñòâèòåëüíîéóíèòàðíîé) íåñèììåòðè÷íîé W -ìàòðèöû åñòü ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òðåáîâàíèå îðòîãîíàëüíîñòè îçíà÷àåò íîðìèðîâêó ìàò-ðèöû DWT, òî åñòü äåëåíèå å¼ íà �1 = pN , N = 2s.Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ W -ìàòðèö è ïðåäëîæåíèþ 2 èç [1℄ êàæäàÿ ñòðîêàîðòîãîíàëüíà êàêîìó-òî îäíîìó ñòîëáöó, ÷òî è äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå.ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3. Ëþáàÿ îðòîãîíàëüíàÿ íåñèììåòðè÷íàÿW -ìàòðèöà åñòüïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ÷¼òíûì m = 2n ïîêàçàòåëåì ïåðèîäà è äëÿ íå¼ âåð�íà òåîðåìà 4. Âñå íå÷¼òíûå ñòåïåíè ýòîé ìàòðèöû åñòü îðòîãîíàëüíûåW -ìàòðèöû.Ï�ÈÌÅ� 4. Äëÿ W -ìàòðèö ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû12H2, 12W2, 12U2, 12B2 èìåþò ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå íà ïðîåêòîðû ñîãëàñíîñëåäñòâèþ 2. Áàçèñû ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íàõîäèì ïî òåîðåìàì 2 è 3.



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 419Ïðîíîðìèðóåì (ïîäåëèì íà 2) ïåðâóþ èç ìàòðèö �îðìóëû (2), êîä ñòðîêêîòîðîé (2 3). Åñëè âû÷èñëèì ïîî÷åð¼äíî å¼ ñòåïåíè J2, J3, J4, J5, J6 = E, òîíàéäåì å¼ ïåðèîä 6. Ïðè ýòîì óâèäèì, ÷òî J3 = 12W2, à J5 åñòü íîðìèðîâàííàÿïðàâàÿ ìàòðèöà �îðìóëû (2) ñ êîäîì ñòðîê (3 1).Ïðîâåä¼ì âû÷èñëåíèå ïî �îðìóëàì (6). Çàìåòèì, ÷òî Q0 = 16(E + J ++ J2 + J3 + J4 + J5) è Q3 = 16(E � J + J2 � J3 + J4 � J5) åñòü îäíîìåðíûåäåéñòâèòåëüíûå ïðîåêòîðû, Q2 = Q4 (ñì. (8)) åñòü îäíîìåðíûå êîìïëåêñíûå,à Q1 = Q5 = 0.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í. Äèñêðåòíûå �óíêöèè Óîëøà // Ñåìèíàð ¾DHA &CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 12 ìàðòà 2011 ã.(http://dha.spb.ru/reps11.shtml#0312)2. Paley R. E. A. C. A Remarkable Series of Orthogonal Funtions. I, II // Pro.Lond. Math. So. 1932. V. 34. P. 241{279.3. Áåñïàëîâ Ì. Ñ. Íîâàÿ íóìåðàöèÿ ìàòðèö Óîëøà // Ïðîáëåìû ïåðåäà÷èèí�. 2009. Ò. 45. Âûï. 4. Ñ. 43�53.4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ. Ò. 5. Ì., 1984.5. �îëóáîâ Á. È., Å�èìîâ À. Â., Ñêâîðöîâ Â. À. �ÿäû è ïðåîáðàçîâàíèÿÓîëøà: Òåîðèÿ è ïðèìåíåíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1987.6. Õîëë Ì. Êîìáèíàòîðèêà. Ì.: Ìèð, 1970.7. Òðàõòìàí À. Ì., Òðàõòìàí Â. À. Îñíîâû òåîðèè äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ íàêîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ. Ì.: Ñîâåòñêîå ðàäèî, 1975.8. Áåñïàëîâ Ì. Ñ. Ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâà�íèÿ Óîëøà // Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èí�. 2010. Ò. 46. Âûï. 3. Ñ. 60�79.9. Bois P. Determination des valeurs propres des matries de Walsh, Hadamardet Walsh-Fourier // Rev. CETHEDEC. 1973. V. 37. P. 65{71.10. �àíòìàõåð Ô. �. Òåîðèÿ ìàòðèö. Ì.: Íàóêà, 1966.11. Áåñïàëîâ Ì. Ñ. Àëãîðèòìû âû÷èñëåíèé, îñíîâàííûå íà ïðåäñòàâëåíèèØóðà // Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è å¼ ïðèëîæåíèÿ. Òðóäû ìåæä. êîí�.ïî äè��. óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷. ñèñòåìàì. 2006. Ò. 38. ×. 3. Èí-ò ìàòåì.ÀÍ �ðóçèè, Òáèëèñè. Ñ. 28�36.12. Àõèåçåð Í. È., �ëàçìàí È. Ì. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòî�âîì ïðîñòðàíñòâå. Ì.: Íàóêà, 1966.



Ô�ÅÉÌÛ ÏÀ�ÑÅÂÀËß ÈÎ�ÒÎÏ�ÎÅÊÒÎ�ÛÌ. Ñ. Áåñïàëîâ21 îêòÿáðÿ 2011 ã.Æ¼ñòêèì �ðåéìàì ïîñâÿù¼í öèêë èçáðàííûõ äîêëàäîâ äàííîãî ñåìèíàðàâ 2006�2009 ã., êîòîðûå ïîäãîòîâèëè Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á., Ñîëî-âüåâà Í. À., Èñòîìèíà Ì. Í. è Ñàáàåâ À. Í. Â ýòè æå ãîäû â îáèõîä âîø¼ëòåðìèí ��ðåéì Ïàðñåâàëÿ� äëÿ íàèáîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ æ¼ñòêîãî �ðåéìà.Ëþáîé æ¼ñòêèé �ðåéì íîðìèðîâêîé (óìíîæåíèåì âñåõ ýëåìåíòîâ �ðåéìà íàîäíî ÷èñëî) ïåðåâîäèòñÿ âî �ðåéì Ïàðñåâàëÿ. Ïîýòîìó ñâîéñòâà è ïðèíöè-ïû ïîñòðîåíèÿ æ¼ñòêèõ �ðåéìîâ è èõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (â âèäå ñèñòåìû òèïàÌåðñåäåñ-Áåíö) óäîáíåå �îðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ �ðåéìîâ Ïàðñåâàëÿ.Â äîêëàäå ðàññìîòðèì ñâîéñòâà �ðåéìîâ Ïàðñåâàëÿ â êîíå÷íîìåðíîì åâ-êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòè ñâîéñòâà ñ îòäåëüíûìè èçìåíåíèÿìè ìîæíî ïå-ðåíåñòè â ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.1°. Òðè ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ æ¼ñòêîãî �ðåéìà â Rn ïðè-âåäåíû â äîêëàäå [1℄. Èçó÷èì îáùèé ñëó÷àé �ðåéìà Ïàðñåâàëÿ, ðàññìàòðè-âàÿ â êà÷åñòâå H ïðîñòðàíñòâî Rn èëè C n . Îáîçíà÷èì � îäíî èç ìíîæåñòâf1; 2; : : : ; mg èëè N , ÷òîáû ó÷åñòü è âàðèàíò �ðåéìà áåñêîíå÷íîãî îáúåìà.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ â H íàçûâàåòñÿ íàáîð âåêòîðîâf'kgk2� èç H òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî x 2 H âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîkxk2 =Xk2� jhx; 'kij2: (1)Â îñíîâíîì ñëó÷àå � = f1; 2; : : : ; mg èìååì �ðåéì Ïàðñåâàëÿ îáú¼ìà m. Âêíèãå [2℄ �ðåéì Ïàðñåâàëÿ íàçâàí îðòîïîäîáíîé ñèñòåìîé.Ï�ÈÌÅ� 1. Ñëåäóþùèé áåñêîíå÷íûé íàáîð âåêòîðîâ ñîñòàâëÿåò �ðåéìÏàðñåâàëÿ â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå'1 = ��1=20 �; '2 = � 3=4�1=2�; '3 = �3=83=4�; '4 = 12 '3; : : : ; 'k = 12 'k�1; : : : :420



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 421Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x = �ab� êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ðàâ-íû 1 = �a2 ; 2 = 34 a� b2 ; 3 = 38(a + 2b); 4 = 12 3; : : : ; k = 12 k�1; : : : :Âû÷èñëèì ñóììó èõ êâàäðàòîâ:a24 + 9a216 � 34ab + b24 + (a2 + 4ab+ 4b2) 964�1 + 14 + 116 + : : :� = a2 + b2 = jxj2:Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Íàáîð âåêòîðîâ f'kgk2� èç H ñîñòàâëÿåò �ðåéìÏàðñåâàëÿ â H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî x 2 H ñïðàâåäëèâîx =Xk2�hx; 'ki'k: (2)Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ïðè-âåäåíî â êíèãå [2, ñ. 74℄, à äëÿ Rn â [1℄, ãäå òàêæå äàíî äîêàçàòåëüñòâî ïðåä-ëîæåíèÿ 2.ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Åñëè íàáîð âåêòîðîâ � = f'1; : : : ; 'mg ëèíåéíî íåçàâèñèìè ñîñòàâëÿåò �ðåéì Ïàðñåâàëÿ â H, òî � � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ H.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ãàðàíòèðóåò åäèíñòâåííîñòüïðåäñòàâëåíèÿ (2): x =Pk2� k'k. Ïîäñòàâëÿÿ â (2) ïî î÷åðåäè âñå ýëåìåíòû�ðåéìà �, ïðîâåðÿåì îðòîíîðìèðîâàííîñòü.Îáîçíà÷èì ÷åðåç: � ìàòðèöó ñî ñòîëáöàìè '1; : : : ; 'm â ñëó÷àå j�j = m èëèñî ñòîëáöàìè '1; : : : ; 'k; : : : â ñëó÷àå � = N ; �� ñîïðÿæ¼ííóþ ê íåé ìàòðèöó,êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû è êîìïëåêñíîãîñîïðÿæåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ; In åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Íàáîð âåêòîðîâ f'kgk2� èç Rn ñîñòàâëÿåò �ðåéìÏàðñåâàëÿ â Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà��� = In: (3)Âîçìîæåí ñëó÷àé, êîãäà ñòîëáöû f'kgk2� èç Rs ëåæàò è ñîñòàâëÿþò �ðåéìÏàðñåâàëÿ òîëüêî â n-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå H (n < s). Òîãäà ��� åñòüìàòðèöà îðòîïðîåêòîðà íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî H (ñì. ïðèìåð 5).



422 Ô�ÅÉÌÛ ÏÀ�ÑÅÂÀËß È Î�ÒÎÏ�ÎÅÊÒÎ�Û2°. Îñíîâíûì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ �ðåéìîâ Ïàðñåâàëÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ìå-òîä îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Åñëè ffkgk2� � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â åâêëèäî�âîì (êîíå÷íîìåðíîì èëè áåñêîíå÷íîìåðíîì) ïðîñòðàíñòâå H1, à P : H1 ! Hîðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð íà åãî ïîäïðîñòðàíñòâî H, òî ñèñòåìà f'kgk2�,ãäå 'k = Pfk, åñòü �ðåéì Ïàðñåâàëÿ â H.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîãî x 2 H1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿkxk2 =Xk2� jhx; fkij2:Åñëè æå âçÿòü x 2 H, òî ïî ñâîéñòâó îðòîãîíàëüíîñòè ïðîåêòèðîâàíèÿfk � 'k 2 H? è hx; fki = hx; 'ki+ hx; fk � 'ki = hx; 'ki;à ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ ïðåâðàùàåòñÿ â (1).Â ñòàòüå [3℄ ñëåäóþùåå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñ�îðìóëèðîâàíî äëÿ æ¼ñò-êîãî �ðåéìà ñî ññûëêîé íà òåîðåìó Íàéìàðêà [4, ãë. IX℄. Áîëåå îáùàÿ �îð-ìóëèðîâêà ïðèíöèïà ïðîåêòèðîâàíèÿ äîêàçàíà â ñòàòüå [5℄.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Äëÿ ëþáîãî �ðåéìà Ïàðñåâàëÿ � = f'kgk2� â H ñóùåñòâóåòîáúåìëþùåå ïðîñòðàíñòâî H1 � H ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì ffkgk2�,êîòîðûé ïðè îðòîãîíàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè íà H ïåðåõîäèò â �.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû â ïðîñòðàíñòâå ñ áàçèñîì äàíî â [6℄, à àíà-ëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ áàçèñîâ �èññà ïðèâåäåíî â êíèãå [2, ñ. 76℄.ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Äëèíû âñåõ âåêòîðîâ �ðåéìà Ïàðñåâàëÿ íàõîäÿòñÿ â ïðå�äåëàõ îò 0 äî 1.Ï�ÈÌÅ� 2. Â òåîðåìå 1 �ðàçó äëÿ ëþáîãî �ðåéìà Ïàðñåâàëÿ íåëüçÿ çàìå-íèòü (ñð. ñ [3℄) íà �ðàçó äëÿ ëþáîãî æ¼ñòêîãî �ðåéìà, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿèçâåñòíûì ïðèìåðîì ñèñòåìû Ìåðñåäåñ-Áåíö [7, ñ. 100℄:'1 = �01�; '2 =  �p32�12 !; '3 =  p32�12! :Òàê êàê ó ëþáîãî (íåíóëåâîãî), íå ÿâëÿþùåãîñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ îðòîïðîåê-òîðà, âåêòîðà ïðè ïðîåêòèðîâàíèè óìåíüøàåòñÿ åãî äëèíà, òî äàííûå âåêòîðûíå ìîãóò áûòü îðòîïðîåêöèåé îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà.Äàííûé æ¼ñòêèé �ðåéì ñòàíîâèòñÿ �ðåéìîì Ïàðñåâàëÿ ïîñëå íîðìèðîâêèâ âèäå óìíîæåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ íà q23 .



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 4233°. Ôîðìàëüíî îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ÿâëÿåòñÿ òîæå �ðåéìîì Ïàð-ñåâàëÿ. Ïðè äîáàâëåíèè íóëåâûõ ýëåìåíòîâ �ðåéì Ïàðñåâàëÿ ïåðåõîäèò âî�ðåéì Ïàðñåâàëÿ, íî áîëüøåãî îáúåìà. Ýòè ñëó÷àè ñ÷èòàåì íåèíòåðåñíûìèè íàçûâàåì âûðîæäåííûìè �ðåéìàìè Ïàðñåâàëÿ.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Âûðîæäåííûì íàçîâ¼ì òàêîé �ðåéì Ïàðñåâàëÿ, êî-òîðûé ñîäåðæèò âåêòîðû íóëåâîé èëè åäèíè÷íîé äëèíû.Ëþáîé íåâûðîæäåííûé �ðåéì Ïàðñåâàëÿ � = f'kgmk=1 â Rn (èëè â C n)õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî 0 < j'kj < 1 äëÿ âñåõ k è �ðåéì èçáûòî÷åí: m > n.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 3. Êî-ðàíãîì �ðåéìà Ïàðñåâàëÿ � = f'kgmk=1 â ïðîñòðàí-ñòâå ðàçìåðíîñòè n íàçîâ¼ì âåëè÷èíó r(�) = m� n.Ïîýòîìó, îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñëóæèò �ðåéìîì Ïàðñåâàëÿ íóëåâîãîêî-ðàíãà. Ëþáîé íåâûðîæäåííûé �ðåéì Ïàðñåâàëÿ èìååò ïîëîæèòåëüíûé êî-ðàíã. Êî-ðàíã ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, åñëè âî �ðåéìå Ïàðñåâàëÿ ñ÷¼òíîå ÷èñëîâåêòîðîâ. Íåâûðîæäåííûé �ðåéì Ïàðñåâàëÿ íàçûâàþò èçáûòî÷íîé ñèñòåìîéè âìåñòî òåðìèíà �êî-ðàíã� ÷àñòî óïîòðåáëÿþò [8℄ òåðìèí �èçáûòî÷íîñòü�.Ç àì å ÷ à í è å 1.1. Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî êî-ðàíã âû÷èñëÿåòñÿ íå ïîîòíîøåíèþ ê ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì çàäàíû âåêòîðû, à ïî îò-íîøåíèþ ê ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì äåéñòâóåò �ðåéì.ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 1. Ëþáîé êîíå÷íûé íàáîð âåêòîðîâ f'kg ñîñòàâëÿåò�ðåéì â ëèíåéíîé îáîëî÷êå spanf'kg, íî íå â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå.Ýòî åñòü ïðîñòîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïåðâîé ïî ïîðÿäêó òåîðåìû èç êíèãè [2℄,â êîòîðîé ãîâîðèòñÿ, ÷òî ñèñòåìà �èññà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì �èññà â çàìûêàíèèñâîåé ëèíåéíîé îáîëî÷êè. Ïðèâåä¼ì îáùåå îïðåäåëåíèå.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 4. Íàáîð âåêòîðîâ f'kgk2� åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà H1ñîñòàâëÿåò �ðåéì Ïàðñåâàëÿ â H � H1, ãäå â êà÷åñòâå H áåð¼ì spanf'kgk2�,åñëè äëÿ ëþáîãî x 2 H âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1) (èëè ýêâèâàëåíòíîå åìó (2)).Â äîêëàäå â êà÷åñòâå H áåð¼ì êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîýòîìó íåîá-õîäèìîñòü ïåðåõîäèòü ê çàìûêàíèþ ëèíåéíîé îáîëî÷êè îòïàäàåò. Ôîðìàëüíî�ðåéì Ïàðñåâàëÿ â H ìîæíî áûëî áû òðàêòîâàòü êàê �ðåéì Ïàðñåâàëÿ â ëþ-áîì ïîäïðîñòðàíñòâå H, ÷òî âëåêëî áû íåêîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ êî-ðàíãà.Ï�ÈÌÅ� 3. Ñòîëáöû ìàòðèöû� = 13 24 2 �1 �1�1 2 �1�1 �1 2 35 (4)îáðàçóþò �ðåéì Ïàðñåâàëÿ â äâóìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, îðòîãîíàëüíîì îä-íîìåðíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó, îáðàçîâàííîìó âåêòîðîì f = (1 1 1)T .Áîëåå òîãî, ýòî è åñòü íîðìèðîâàííûé �ðåéì Ìåðñåäåñ-Áåíö èç ïðèìåðà 2.



424 Ô�ÅÉÌÛ ÏÀ�ÑÅÂÀËß È Î�ÒÎÏ�ÎÅÊÒÎ�Û4°. Ìåòîä ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðîñòî ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè íîâûõ �ðåé-ìîâ Ïàðñåâàëÿ. Åñëè èç ïðîèçâîëüíîé óíèòàðíîé (U�1 = U�) ìàòðèöû U óäà-ëèì íåñêîëüêî ñòðîê, òî ñòîëáöû îñòàâøåéñÿ ìàòðèöû � ñîñòàâÿò �ðåéì Ïàð-ñåâàëÿ. Ñòîëáöû óäàë¼ííîé ìàòðèöû 	 òîæå ñîñòàâëÿþò �ðåéì Ïàðñåâàëÿ,êîòîðûé íàçûâàåòñÿ [6℄ äîïîëíèòåëüíûì ê �ðåéìó �. Îòìåòèì, ÷òî �ðåéìðàññìàòðèâàåì êàê óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ýëåìåíòîâ.Ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà ïðîåêòèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùååÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 2. Åñëè �ðåéì Ïàðñåâàëÿ íåâûðîæäåííûé, òî è åãî äî-ïîëíèòåëüíûé �ðåéì Ïàðñåâàëÿ òîæå íåâûðîæäåííûé.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 4. Ñòîëáöû ìàòðèö � è 	 ñîñòàâëÿþò ïàðó âçàèìíîäîïîëíèòåëüíûõ �ðåéìîâ Ïàðñåâàëÿ îáú¼ìà m â Rn è Rm�n ñîîòâåòñòâåííîòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà��� = In; 		� = Im�n; �	� = 0 (5)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Åñëè � è 	 äîïîëíèòåëüíûå �ðåé-ìû Ïàðñåâàëÿ, òî ïî îïðåäåëåíèþ áëî÷íàÿ ìàòðèöà ��	� óíèòàðíà. Òî åñòüIm = ��	� � (� 	)� = ��	� � (�� 	�) = � ��� �	�	�� 		� � :Îòñþäà âûòåêàåò (5) è 	�� = 0.Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. �àâåíñòâî �	� = 0 âëå÷¼ò 	�� = 0. Ñòîëáöû ìàòðèö �è 	 ÿâëÿþòñÿ �ðåéìàìè Ïàðñåâàëÿ ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2. Àíàëîãè÷íîïðîâåðÿåì óíèòàðíîñòü áëî÷íîé ìàòðèöû ��	�.Ï�ÈÌÅ� 4. Ñòîëáöû ëþáîé èç äâóõ ìàòðèö�1 = 12 24 1 1 �1 �11 �1 1 �11 �1 �1 1 35 ; �2 = 12 24 1 i �1 �i1 �1 1 �11 �i �1 i 35îáðàçóþò �ðåéì Ïàðñåâàëÿ â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (�2 â C 3). Äîïîëíè-òåëüíûé �ðåéì Ïàðñåâàëÿ ê êàæäîìó èç ýòèõ �ðåéìîâ ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õîäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ (1=2) îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.Ýëåìåíòû �ðåéìà íå îáÿçàíû áûòü âåêòîðàìè, çàäàííûìè â êîîðäèíàòàõ.Êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî H ìîæåò, íàïðèìåð, âîçíèêíóòü êàê ïîäïðî-ñòðàíñòâî ñòóïåí÷àòûõ �óíêöèé â ïðîñòðàíñòâå L2. Íî è â êîîðäèíàòàõ âîç-ìîæíî ïðåäñòàâëåíèå H â âèäå Rs ñ óñëîâèåì s > m (ñì. ïðèìåð 5). Îòìåòèì,÷òî â ïðèìåðå 1 äîïîëíèòåëüíûé �ðåéì Ïàðñåâàëÿ äåéñòâóåò â l2.



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 425ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 5. Äëÿ íåâûðîæäåííîãî �ðåéìà Ïàðñåâàëÿ � = f'kgk2�â H � H äîïîëíèòåëüíûì íàçûâàåòñÿ òàêîé íåâûðîæäåííûé �ðåéì Ïàð-ñåâàëÿ 	 = f kgk2� â íåêîòîðîì H1 � H, ÷òî � + 	 = f'k +  kgk2� åñòüîðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â H �H1 � H, ãäå H1?H.5°. Èñ÷åðïûâàþùóþ õàðàêòåðèñòèêó î âíóòðåííåì óñòðîéñòâå �ðåéìàÏàðñåâàëÿ äàåò ìàòðèöà �ðàìà. Ìàòðèöåé �ðàìà G íàáîðà âåêòîðîâ f'kgñëóæèò [4, ñ. 25℄ ìàòðèöà ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé h'k; 'li. Â êîîðäèíàòíîìïðîñòðàíñòâå èìååì G = �� � � (6)Íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû �ðàìà êâàäðàòû äëèí âåêòîðîâ (íîðì ýëå-ìåíòîâ). Ïîýòîìó, åñëè êàæäóþ ñòðîêó è êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû �ðàìàïîäåëèì íà äëèíó ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà, òî ïîëó÷èì ìàòðèöó êîñèíó-ñîâ óãëîâ ìåæäó ýëåìåíòàìè.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 6. Ôðåéìû Ïàðñåâàëÿ ñ îäèíàêîâûìè ìàòðèöàìè �ðàìàíàçîâ¼ì èçîìîð�íûìè.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 5. Ìàòðèöà �ðàìà �ðåéìà Ïàðñåâàëÿ èäåìïîòåíòíà(òî åñòü G2 = G) è ýðìèòîâà (òî åñòü G� = G).Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ñòîëáöû � èç Rn , òî ïî �îðìóëå (3) òðàêòóåì Idêàê In. Åñëè æå ñòîëáöû � èç Rs (s > n), òî ��� (êàê âûòåêàåò èç äîêàçà-òåëüñòâà â [1℄) òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð ïî îòíîøåíèþ ê ñòîëáöàì �:G2 = ��� � ��� = ��Id(�) = ��� = G:Ïî ïðàâèëó ñîïðÿæåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ G� = (�� � �)� = ��� = G.ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3. Ñòîëáöû ìàòðèöû �ðàìà �ðåéìà Ïàðñåâàëÿ ñîñòàâëÿþò�ðåéì Ïàðñåâàëÿ èçîìîð�íûé èñõîäíîìó.Â (4) ïðèâåäåíà ìàòðèöà �ðàìà íîðìèðîâàííîãî �ðåéìà Ìåðñåäåñ-Áåíö.ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 3. [4, ñ. 111℄ Îïåðàòîð ñ ìàòðèöåé P ÿâëÿåòñÿ îðòîïðî-åêòîðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí èäåìïîòåíòíûé è ýðìèòîâ.ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 4. Ìàòðèöà �ðàìà G �ðåéìà Ïàðñåâàëÿ � = f'kg çàäàåòîðòîïðîåêòîð íà H = spanf'kg.Ìàòðèöà îðòîïðîåêòîðà åñòü ìàòðèöà �ðàìà íåêîãî �ðåéìà Ïàðñåâàëÿ.ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 5. Åñëè 	 åñòü äîïîëíèòåëüíûé �ðåéì Ïàðñåâàëÿ ê íåâû�ðîæäåííîìó �ðåéìó Ïàðñåâàëÿ � íà H îáú¼ìà m ñ ìàòðèöåé �ðàìà G, òîìàòðèöà �ðàìà äëÿ 	 åñòü îðòîïðîåêòîð Im �G íà H?, ãäå H �H? = Rm .



426 Ô�ÅÉÌÛ ÏÀ�ÑÅÂÀËß È Î�ÒÎÏ�ÎÅÊÒÎ�ÛÑËÅÄÑÒÂÈÅ 6. Äëÿ îïåðàòîðà ñ ìàòðèöåé �ðàìà G îò �ðåéìà Ïàðñå�âàëÿ: ñòîëáöû ìàòðèö �� è G ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè, îòâå�÷àþùèìè ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 1, à ñòîëáöû ìàòðèö 	� è Im � G ÿâëÿþòñÿñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè, îòâå÷àþùèìè ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 0.Ìàòðèöà �ðàìà �ðåéìà Ïàðñåâàëÿ ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼í�íîé.6°. Â êíèãå [9℄ ïðèâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå åäèíèöû � ðàçëîæåíèå òîæäåñòâåí-íîãî îïåðàòîðà íà ñóììó îäíîìåðíûõ îðòîïðîåêòîðîâ, ÷òî â ìàòðè÷íîé çàïè-ñè ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèþ åäèíè÷íîé ìàòðèöû íà ñóììó ìàòðèö îäíîìåð-íûõ îðòîïðîåêòîðîâ. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå åñòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ââèäå ñòîëáöîâ ffkgk2�, òî îäíîìåðíûå îðòîïðîåêòîðû âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç âåê-òîðû áàçèñà êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö (ìàòðèöà-ñòîëáåö íà ìàòðèöó-ñòðîêó):I =Xk2� Pk =Xk2� fk � f �k :Ñóùåñòâóåò ïðîöåäóðà ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî îðòîïðîåêòîðà P íàñóììó îäíîìåðíûõ. Îäíîìåðíûå ïðîåêòîðû ïîòîìó íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëü-íûìè, ÷òî Pk � Pj = Pj � Pk = 0 ïðè k 6= j:ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 7. Åâêëèäîâîé íîðìîé ìàòðèöû A ðàçìåðà n �m íàçû-âàåòñÿ [10, ñ. 353℄ kAkE =vuut n;mXi;j=1 jaijj2:Â äðóãèõ êíèãàõ äëÿ íå¼ ïðèìåíÿþò íàçâàíèÿ íîðìà Ôðîáåíèóñà, èëè �èëü�áåðòà-Øìèäòà, èëè Øóðà.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Äëÿ ëþáîãî �ðåéìà Ïàðñåâàëÿ â H ñ ìàòðèöåé �ðàìà G âû�ïîëíåíî (à åñëè ýëåìåíòû �ðåéìà ïðåäñòàâëåíû â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàí�ñòâå ñòîëáöàìè ìàòðèöû �, òî âåðíû è ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà öåïî÷êè)dimH = rankG = kGk2E = TrG = rank� = k�k2E:Åñëè èñõîäíûé �ðåéì íåâûðîæäåííûé è êîíå÷íîãî îáú¼ìà m, à â ñòîëáöàõìàòðöû 	 óêàçàí åãî äîïîëíèòåëüíûé �ðåéì Ïàðñåâàëÿ â íåêîòîðîì H1, òîr(�) = dimH1 = rank(Im �G) = kIm �Gk2E = Tr(Im �G) = rank	 = k	k2E:



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 427Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü dimH = n. Ïî ñëåäñòâèþ 4 èìååì ImG = dimH.À îáðàç îïåðàòîðà G ðàâåí ðàíãó åãî ìàòðèöû. Ïðîèçâîëüíûé îðòîïðîåêòîððàñêëàäûâàåòñÿ íà ñóììó îäíîìåðíûõ G =Pnk=1 Pk, ñëåä êàæäîãî èç êîòîðûõðàâåí 1. Ïîýòîìó TrG = n. Î÷åâèäíî, ÷òî kGk2E = TrGG�. Ïî ïðåäëîæåíèþ 5èìååì GG� = G.Äëÿ ìàòðèöû � åâêëèäîâó íîðìó âû÷èñëèì òàêæå, êàê äëÿ ìàòðèöû G:k�k2E = Tr���, ãäå ��� = G ñîãëàñíî (6). Ñòîëáû ìàòðèö � è G èçîìîð�íûå�ðåéìû Ïàðñåâàëÿ. Ïîýòîìó rank� = rankG.×òîáû ïîâòîðèòü ýòè ðàññóæäåíèÿ äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî �ðåéìà Ïàðñå-âàëÿ, íóæíî íà èñõîäíûé �ðåéì íàëîæèòü óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè è êî-íå÷íîñòè îáúåìà. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà H1, äëÿ êîòîðîãî 	 ñóòü�ðåéì Ïàðñåâàëÿ, áóäåò ðàâíàm�n, ÷òî ñëóæèò êî-ðàíãîì èñõîäíîãî �ðåéìà.Èç ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû äëÿ ïðîñòðàíñòâà H �H1 âûòåêàåò òî, ÷òî ìàòðèöà�ðàìà (ïðîåêòîð íà ïðîñòðàíñòâî H1) äëÿ 	 èìååò âèä Im �G.Ï�ÈÌÅ� 5. Ñòîëáöû ìàòðèöû � ñîñòàâëÿþò íîðìèðîâàííûé �ðåéì Ìåð-ñåäåñ-Áåíö â äâóìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå ñ ìàòðèöåé �ðàìà (4). Â êà÷åñòâå 	ìîæíî âçÿòü ìàòðèöó èç ÷åòûð¼õ îäèíàêîâûõ ñòîëáöîâ p26 (�1 0 2 1)T .� = 16 2664 0 �2p3 2p32 �p3� 1 p3� 1�2 �p3 + 1 p3 + 14 �2 �2 3775ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Â. Í. Ìàëîçåìîâ, À. Á. Ïåâíûé. Ñèñòåìû Ìåðñåäåñ-Áåíö è æåñòêèå�ðåéìû // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 28 �åâðàëÿ2007 ã. (http://dha.spb.ru/reps07.shtml#0228)2. È. ß. Íîâèêîâ, Â. Þ. Ïðîòàñîâ, Ì. À. Ñêîïèíà. Òåîðèÿ âñïëåñêîâ. Ì.:Ôèçìàòëèò, 2005.3. Á. Ñ. Êàøèí, Ò. Þ. Êóëèêîâà. Çàìå÷àíèå îá îïèñàíèè �ðåéìîâ îáùåãîâèäà // Ìàòåì. çàìåòêè. 2002. Ò. 72, � 6. Ñ. 941�945.4. Í. È. Àõèåçåð, È. Ì. �ëàçìàí. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòî�âîì ïðîñòðàíñòâå // Ì.: Íàóêà, 1966.5. Ò. Ï. Ëóêàøåíêî. Î êîý��èöèåíòàõ ñèñòåì ðàçëîæåíèÿ, ïîäîáíûõ îðòî�ãîíàëüíûì // Ìàòåì. ñá. 1997. Ò. 188, � 12. Ñ. 57�72.6. Ì. Í. Èñòîìèíà, Â. Â. Ìàêñèìåíêî, À. Á. Ïåâíûé. Äîïîëíèòåëüíûåæåñòêèå �ðåéìû // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 1 àï-ðåëÿ 2009 ã. (http://dha.spb.ru/reps09.shtml#0401)
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ÑÏËÀÉÍ-ÂÅÉÂËÅÒÍÎÅ ÑÆÀÒÈÅÍÀ ÎÒ�ÅÇÊÅÀ. À. Ìàêàðîâ12 íîÿáðÿ 2011 ã.Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âåéâëåòíîå ñæàòèå ñïëàéíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ëàãðàí-æåâà òèïà ïåðâîãî ïîðÿäêà íà îòðåçêå (ñ êîíå÷íîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêîé).Âûâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìóëû äåêîìïîçèöèè è ðåêîíñòðóêöèè.1°. Ñïëàéíû, ìàòðèöû ðåêîíñòðóêöèè è äåêîìïîçèöèèÍà èíòåðâàëå (�; �) � R1 ðàññìîòðèì ñåòêó X = fxjgj2Z,X : : : : < x�1 < x0 < x1 < : : : ; (1)ãäå � = limj!�1xj, � = limj!+1xj (ñëó÷àè � = �1, � = +1 íå èñêëþ÷àþòñÿ).Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ ñåòîê âèäà (1) ñî ñâîéñòâîì ëîêàëüíîé êâàçè�ðàâíîìåðíîñòèK�10 6 xj+1 � xjxj � xj�1 6 K0 8 j 2 Z; K0 > 1; K0 2 R1 :Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî A = fajgj2Z âåêòîðîâ aj 2 R2 áóäåì íàçûâàòüöåïî÷êîé âåêòîðîâ. Êîìïîíåíòû âåêòîðîâ îáîçíà÷àþòñÿ êâàäðàòíûìè ñêîá-êàìè è íóìåðóþòñÿ öè�ðàìè; íàïðèìåð, aj = ([aj℄0; [aj℄1)T . Öåïî÷êà A íà-çûâàåòñÿ ïîëíîé öåïî÷êîé âåêòîðîâ, åñëè det(aj�1; aj) 6= 0 äëÿ âñåõ j 2 Z.Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ M = [j2Z(xj; xj+1), Sj = [xj; xj+2℄, Jk = fk � 1; kg, ãäåk; j 2 Z. Ïóñòü X(M) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííîçíà÷íûõ �óíê-öèé, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå M . �àññìîòðèì âåêòîð-�óíêöèþ ' : (�; �) 7! R2ñ êîìïîíåíòàìè èç X(M).Åñëè öåïî÷êà âåêòîðîâ fajg ïîëíàÿ, òî èç óñëîâèéXj02Jk aj0 !j0(t) � '(t) 8 t 2 (xk; xk+1); 8 k 2 Z;!j(t) � 0 8 t =2 Sj \M; (2)429



430 ÑÏËÀÉÍ-ÂÅÉÂËÅÒÍÎÅ ÑÆÀÒÈÅ ÍÀ ÎÒ�ÅÇÊÅîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ �óíêöèè !j(t), t 2M , j 2 Z. ßñíî, ÷òî supp!j(t) �� Sj. Ïî �îðìóëàì Êðàìåðà èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-íèé (2) íàõîäèì!j(t) = 8>>><>>>:det(aj�1;'(t))det(aj�1; aj) ïðè t 2 [xj; xj+1),det('(t); aj+1)det(aj; aj+1) ïðè t 2 [xj+1; xj+2).Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà �óíêöèé !j(t), j 2 Z, íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìè�íèìàëüíûõ (A; ')-ñïëàéíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Óñëîâèÿ (2) íàçûâàþòñÿ àïïðîê�ñèìàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè.�àññìîòðèì âåêòîðû dj 2 R2 , çàäàâàåìûå òîæäåñòâîì dTj x � det('j; x),x 2 R2 , j 2 Z è îïðåäåëèì âåêòîðû a�j 2 R2 �îðìóëîé a�j = 'j+1. Ïðåäñòàâèìâåêòîðû a�j è dj â ïîêîìïîíåíòíîì âèäåa�j = �['j+1℄0; ['j+1℄1�T ; dj = ��['j ℄1; ['j℄0�T :Åñëè ' 2 C1(�; �) è W (t) := j det(';' 0)(t)j > onst > 0 äëÿ âñåõ t 2 (�; �),òî !j 2 C(�; �) è ñïðàâåäëèâû �îðìóëû [1℄!j(t) = 8>>>><>>>>:dTj '(t)dTj a�j ïðè t 2 [xj; xj+1),dTj+2'(t)dTj+2a�j ïðè t 2 [xj+1; xj+2). (3)Ïðîñòðàíñòâî S(X) = �u j u =Xj2Z j !j 8 j 2 R1	íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ìèíèìàëüíûõ B'-ñïëàéíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà íàñåòêå X.Åñëè ['(t)℄0 � 1, òî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâîXj2Z!j(t) � 1 8 t 2 (�; �);ïðè ýòîì �îðìóëû (3) ïðèíèìàþò âèä!j(t) = 8>>><>>>: ['(t)℄1 � ['j℄1['j+1℄1 � ['j ℄1 ïðè t 2 [xj; xj+1),['j+2℄1 � ['(t)℄1['j+2℄1 � ['j+1℄1 ïðè t 2 [xj+1; xj+2).



À. À. Ìàêàðîâ 431Áîëåå òîãî, åñëè �óíêöèÿ ['(t)℄1 ñòðîãî ìîíîòîííà íà ìíîæåñòâåM , òî ñïëàé-íû !j(t) ïîëîæèòåëüíû ïðè âñåõ t 2 (xj; xj+2).�àññìîòðèì íåêîòîðûå âàðèàíòû ñïëàéíîâ. Ïóñòü '(t) = (1; t�)T , ãäå� 2 R1 n f0g. Òîãäà âðîíñêèàí W (t) = �t��1 îòëè÷åí îò íóëÿ íà îòðåçêå [a; b℄íå ñîäåðæàùåì 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìåëêîé ñåòêè èç �èêñèðî-âàííîãî êëàññà ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíûõ ñåòîê êîîðäèíàòíûå B'-ñïëàéíûñóùåñòâóþò. Áóäåì íàçûâàòü ýòè ñïëàéíû ñòåïåíí�ûìè B'-ñïëàéíàìè è îáî-çíà÷àòü ÷åðåç !powj;1 (t). Èç �îðìóë (3) âûòåêàåò ïðåäñòàâëåíèå (ñì. ðèñ. 1)!powj;1 (t) = 8>>><>>>: t� � x�jx�j+1 � x�j ; t 2 [xj; xj+1);x�j+2 � t�x�j+2 � x�j+1 ; t 2 [xj+1; xj+2):Ïðè � = 1 âðîíñêèàí W (t) îòëè÷åí îò íóëÿ íà îòðåçêå [a; b℄, íà êîòîðîìñïëàéíû !powj;1 (t) ñîâïàäàþò ñ èçâåñòíûìè ïîëèíîìèàëüíûìè B-ñïëàéíàìè ïåð-âîé ñòåïåíè, òî åñòü ñ îäíîìåðíûìè �óíêöèÿìè Êóðàíòà.
�èñ. 1. Ñïëàéí !powj;1 ïðè � = �1.Ïóñòü '(t) = (1; sin�t)T , ãäå � 2 R1 n f0g. Òîãäà âðîíñêèàí W (t) = � os�tîòëè÷åí îò íóëÿ íà îòðåçêå [a; b℄ íå ñîäåðæàùåì òî÷åê �2�+ ��k, k 2 Z. Ýòî îçíà-÷àåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìåëêîé ñåòêè èç �èêñèðîâàííîãî êëàññà ëîêàëüíîêâàçèðàâíîìåðíûõ ñåòîê êîîðäèíàòíûå B'-ñïëàéíû ñóùåñòâóþò. Áóäåì íàçû-âàòü ýòè ñïëàéíû òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè B'-ñïëàéíàìè è îáîçíà÷àòü ÷åðåç!trigj;1 (t). Èç �îðìóë (3) âûòåêàåò ïðåäñòàâëåíèå (ñì. ðèñ. 2)!trigj;1 (t) = 8>><>>: sin�t� sin�xjsin�xj+1 � sin�xj ; t 2 [xj; xj+1);sin�xj+2 � sin�tsin�xj+2 � sin�xj+1 ; t 2 [xj+1; xj+2):Ïðè '(t) = (sin t; os t)T ñïëàéíû !j(t) ñîâïàäàþò ñ NUAT-B -ñïëàéíàìè [2℄.Ïðè '(t) = (sin t2 ; os t2)T ñïëàéíû !j(t) ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [3℄.
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�èñ. 2. Ñïëàéí !trigj;1 ïðè � = 1.Ïóñòü '(t) = (1; sh�t)T , ãäå � 2 R1 n f0g. Òîãäà âðîíñêèàí W (t) = � h�tîòëè÷åí îò íóëÿ íà îòðåçêå [a; b℄. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìåëêîé ñåò-êè èç �èêñèðîâàííîãî êëàññà ëîêàëüíî êâàçèðàâíîìåðíûõ ñåòîê êîîðäèíàò-íûå B'-ñïëàéíû ñóùåñòâóþò. Áóäåì íàçûâàòü ýòè ñïëàéíû ãèïåðáîëè÷åñêèìèB'-ñïëàéíàìè è îáîçíà÷àòü ÷åðåç !hypj;1 (t). Èç �îðìóë (3) âûòåêàåò ïðåäñòàâ-ëåíèå (ñì. ðèñ. 3)!hypj;1 (t) = 8>><>>: sh�t� sh �xjsh�xj+1 � sh�xj ; t 2 [xj; xj+1);sh�xj+2 � sh�tsh�xj+2 � sh�xj+1 ; t 2 [xj+1; xj+2):

�èñ. 3. Ñïëàéí !hypj;1 ïðè � = 1.�àññìîòðèì êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ñïëàéíîâ. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿa = x0; b = xn; J1;n = f�1; 0; : : : ; n� 1; ng:Èç áåñêîíå÷íîé ñåòêè X âûäåëèì êîíå÷íóþ ñåòêó Xn; n 2 N , n > 2,Xn : x�1 < a = x0 < x1 < : : : < xn�1 < xn = b < xn+1;



À. À. Ìàêàðîâ 433èç ïîëíîé áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè A� = fa�jgj2Z âûäåëèì êîíå÷íóþ öåïî÷êóA�n = fa��1; : : : ; a�ng.Äëÿ èçìåðèìîãî (ïî Ëåáåãó) ìíîæåñòâàM� R1 îáîçíà÷èì ÷åðåç mes (M)åãî ëåáåãîâó ìåðó. Ïóñòü ñèñòåìà fgjg ñîñòîèò èç �óíêöèé gj(t), çàäàí-íûõ ïî÷òè âåçäå íà èíòåðâàëå (�; �), è [a; b℄ � (�; �). Ñèñòåìà �óíêöèéfgj j mes (supp gj \ (a; b)) > 0g íàçûâàåòñÿ ñóæåíèåì ñèñòåìû fgjg íà îò-ðåçîê [a; b℄.Ñóçèì âñå �óíêöèè ïðîñòðàíñòâà S(X) íà îòðåçîê [a; b℄. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõñóæåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâîS(Xn) = fu j u = Xj2J1;n�1 j !j 8 j 2 R1g � C[a; b℄:Èç èñõîäíîé ñåòêè X ïðè �èêñèðîâàííîì k 2 Z óäàëèì îäèí óçåë xk+1,è íà ïîëó÷åííîé òàêèì îáðàçîì ðàçðåæåííîé ñåòêå eX ðàññìîòðèì ñïëàéíûe!j(t), j 2 Z.Ïóñòü � = xk+1, à exj � óçëû âíîâü ïîëó÷åííîé ñåòêè eX = fexj j j 2 Zg:exj = (xj ïðè j 6 k,xj+1 ïðè j > k + 1. (4)Óñëîâèìñÿ ñòàâèòü âîëíó ñâåðõó íàä îáîçíà÷åíèÿìè âñåõ ðàíåå ââåä¼ííûõîáúåêòîâ, îïðåäåëÿåìûõ íîâîé ñåòêîé eX. Ôóíêöèè e!j(t) ìîæíî ïîñòðîèòü ïî�îðìóëå (3), çàìåíèâ óçëû èñõîäíîé ñåòêè xj íà óçëû exj, j 2 Z.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1 (ñì. [4℄). Äëÿ j; k 2 Z è t 2 (�; �) ñïðàâåäëèâû êàëèáðîâî÷íûåñîîòíîøåíèÿ e!i(t) =Xj2Zepi;j !j(t) 8 i 2 Z; (5)ãäå ýëåìåíòû epi;j çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìèepi;j = 8>>><>>>:Æi;j ïðè i 6 k � 2, 8j,Æk�1;j ïðè i = k � 1, j 6= k,Æk+1;j ïðè i = k, j 6= k,Æi;j�1 ïðè i > k + 1, 8j, (6)à òàêæå �îðìóëàìèepk�1;k = 1dTk�1ea�k�1 dTk�1a�k � dTk�1a�k+1 dTk a�kdTk a�k+1!; (7)epk;k = dTk a�kdTk a�k+1 : (8)



434 ÑÏËÀÉÍ-ÂÅÉÂËÅÒÍÎÅ ÑÆÀÒÈÅ ÍÀ ÎÒ�ÅÇÊÅÏðåäïîëàãàÿ, ÷òî k 2 f0; 1; : : : ; n � 2g, óäàëèì óçåë xk+1 èç ñåòêè Xn; âðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàçðåæåííóþ ñåòêóeXn : ex�1 < a = ex0 < ex1 < : : : < exn�1 = b < exn;ãäå óçëû exi, i = �1; : : : ; n, ïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (4).Ââåä¼ì êîíå÷íîìåðíûå âåêòîð-�óíêöèè!(n)(t) = �!�1(t); !0(t); : : : ; !n�1(t)�T ;e!(n)(t) = �e!�1(t); e!0(t); : : : ; e!n�2(t)�T :Ââèäó ðàâåíñòâà (5) â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå êàëèáðîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿk 2 f0; 1; : : : ; n� 2g, t 2 [a; b℄ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäåe!(n)(t) = ePn!(n)(t); (9)ãäå ePn � ïðÿìîóãîëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n� (n+ 1). Ìàòðèöà ePníàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ðàçðåæàþùåé ðåêîíñòðóêöèè íà îòðåçêå [a; b℄, è èìååòñëåäóþùèé âèä
ePn =

0BBBBBBBBBBBBBBBBB�
�1 : : : k � 3 k � 2 k � 1 k k + 1 k + 2 : : : n� 1�1 1 : : : 0 0 0 0 0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :k � 4 0 : : : 0 0 0 0 0 0 : : : 0k � 3 0 : : : 1 0 0 0 0 0 : : : 0k � 2 0 : : : 0 1 0 0 0 0 : : : 0k � 1 0 : : : 0 0 1 epk�1;k 0 0 : : : 0k 0 : : : 0 0 0 epk;k 1 0 : : : 0k + 1 0 : : : 0 0 0 0 0 1 : : : 0k + 2 0 : : : 0 0 0 0 0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :n� 2 0 : : : 0 0 0 0 0 0 : : : 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA:�àññìîòðèì íåêîòîðîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî U íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ÷èñåë è ñîïðÿæåííîå åìó ïðîñòðàíñòâî U� ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ f íàäïðîñòðàíñòâîì U. Çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà f íà ýëåìåíòå u 2 U îáîçíà÷èì ÷åðåçhf; ui.�àññìîòðèì ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû ffjgj2Z, çàäàííûå íà ïðîñòðàíñòâåC(�; �) �îðìóëîé hfj; ui = u(xj+1); u 2 C(�; �); j 2 Z: (10)



À. À. Ìàêàðîâ 435ßñíî, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ ffjgj2Z áèîðòîãîíàëüíà ñèñòåìå�óíêöèé f!j0gj02Z, òî åñòühfj; !j0i = Æj;j0; 8j; j 0 2 Z; (11)ãäå Æj;j0 � ñèìâîë Êðîíåêåðà.�àññìîòðèì ñèñòåìó �óíêöèîíàëîâ f efjgj2Z, áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìå�óíêöèé fe!j0gj02Z. Ïóñòü qj;j0 = h efj; !j0i 8j; j 0 2 Z. Òîãäà (ñì. [4℄) äëÿ j; j 0; k 2 Zñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâàqj;j0 = 8><>:Æj;j0 ïðè j 0 6 k � 1,0 ïðè j 0 = k,Æj;j0�1 ïðè j 0 > k + 1. (12)Âûäåëèì èç ìíîæåñòâà �óíêöèîíàëîâ ffjgj2Z êîíå÷íûé íàáîð èç n + 1�óíêöèîíàëà, èç ìíîæåñòâà �óíêöèîíàëîâ f efjgj2Zêîíå÷íûé íàáîð èç n �óíê-öèîíàëîâ. Äëÿ ñèñòåì �óíêöèîíàëîâ ffjgj2J1;n�1, f efigi2J1;n�2 ñïðàâåäëèâû ðà-âåíñòâà hfj; !j0i = Æj;j0; j; j 0 2 J1;n�1; h efi; e!i0i = Æi;i0; i; i0 2 J1;n�2;ïðè÷¼ì supp fj � [a; b℄, supp efi � [a; b℄.Ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà eQn = (qi;j), i 2 J1;n�2, j 2 J1;n�1, ðàçìåðà n �� (n+1) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ðàçðåæàþùåé äåêîìïîçèöèè íà îòðåçêå [a; b℄,è èìååò ñëåäóþùèé âèä
eQn =

0BBBBBBBBBBBB�
�1 : : : k � 3 k � 2 k � 1 k k + 1 k + 2 : : : n� 1�1 1 : : : 0 0 0 0 0 0 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :k � 3 0 : : : 1 0 0 0 0 0 : : : 0k � 2 0 : : : 0 1 0 0 0 0 : : : 0k � 1 0 : : : 0 0 1 0 0 0 : : : 0k 0 : : : 0 0 0 0 1 0 : : : 0k + 1 0 : : : 0 0 0 0 0 1 : : : 0: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :n� 2 0 : : : 0 0 0 0 0 0 : : : 1

1CCCCCCCCCCCCA:Äëÿ ìàòðèö ePn è eQn ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèåeQn ePTn = In; (13)ãäå In � åäèíè÷íàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.



436 ÑÏËÀÉÍ-ÂÅÉÂËÅÒÍÎÅ ÑÆÀÒÈÅ ÍÀ ÎÒ�ÅÇÊÅ2°. Ñïëàéí-âåéâëåòíîå ñæàòèå íà îòðåçêåÑîãëàñíî êàëèáðîâî÷íûì ñîîòíîøåíèÿì (9) ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ïðî-ñòðàíñòâ S( eXn) � S(Xn):�àññìîòðèì îïåðàòîð ePn ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà S(Xn) íà ïîäïðî-ñòðàíñòâî S( eXn), çàäàâàåìûé �îðìóëîéePn u = Xi2J1;n�2 eai e!i; ãäå eai = h efi; ui 8 u 2 S(Xn);è ââåä¼ì îïåðàòîð eQn = I � ePn, ãäå I � òîæäåñòâåííûé â S(Xn) îïåðàòîð.Ïðîñòðàíñòâî fWn = eQn S(Xn) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì âåéâëåòîâ â êî-íå÷íîìåðíîì ñëó÷àå, à ïðÿìîå ðàçëîæåíèåS(Xn) = S( eXn)ufWn; (14)ïîðîæäàåò ñïëàéí-âåéâëåòíîå ñæàòèå ïðîñòðàíñòâà S(Xn).Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì (14) äëÿ u 2 S(Xn) èìååìu = Xi2J1;n�2 eai e!i + Xi02J1;n�1ebi0 !i0 = Xi02J1;n�1 Xi2J1;n�2 eai epi;i0 +ebi0!!i0;òàê ÷òî äëÿ ÷èñåë ej = hfj; ui ïîëó÷àåìej = Xi2J1;n�2 eai epi;j +ebj 8 j 2 J1;n�1: (15)Ïóñòü èçâåñòíû êîý��èöèåíòû ei0 â ðàçëîæåíèè ýëåìåíòà u 2 S(X) ïîýëåìåíòàì áàçèñà !i0, à èìåííî,u = Xi02J1;n�1 ei0 !i0 :Èç ñîîòíîøåíèé (15) èìååìebj = ej � Xi2J1;n�2 epi;j eai 8 j 2 J1;n�1:Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî eai = h efi; ui, äëÿ âñåõ j 2 J1;n�1 ïîëó÷àåìebj = ej � Xi2J1;n�2 epi;j h efi; Xi02J1;n�1 ei0 !i0i =



À. À. Ìàêàðîâ 437= ej � Xi2J1;n�2 epi;j Xi02J1;n�1 ei0h efi; !i0i = ej � Xi2J1;n�2 epi;j Xi02J1;n�1 ei0 qi;i0: (16)Ôîðìóëû eai = Xi02J1;n�1 qi;i0 ei0 8 i 2 J1;n�2; (17)ebj = ej � Xi02J1;n�1 Xi2J1;n�2 epi;j qi;i0!ei0 8 j 2 J1;n�1; (18)íàçûâàþòñÿ �îðìóëàìè äåêîìïîçèöèè.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Åñëè k 2 f0; 1; : : : ; n� 2g, òî äëÿ ñïëàéí-âåéâëåòíîãî ðàçëî�æåíèÿ (14) �îðìóëû äåêîìïîçèöèè (17)�(18) ïðè i 2 J1;n�2, j 2 J1;n�1 èìåþòâèä eai = (ei ïðè i 6 k � 1,ei+1 ïðè i > k, (19)ebj = (0 ïðè j 6= k,ek � epk�1;k ek�1 � epk;k ek+1 ïðè j = k. (20)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîäñòàâëÿÿ ðàâåíñòâà (12) â âûðàæåíèå (17), íàõîäèìeai = Xi02J1;n�1 ei0 qi;i0 = k�1Xi0=�1ei0Æi;i0 + n�1Xi0=k+1ei0Æi;i0�1;îòêóäà âûòåêàåò �îðìóëà (19).Èç ñîîòíîøåíèÿ (16), ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâî (12), âûâîäèìebj = ej � k�1Xi=�1epi;j ei � n�2Xi=k epi;j ei+1:Èç �îðìóë (6)�(8) ñëåäóåò, ÷òîebj = ej � k�2Xi=�1 Æi;j ei � epk�1;j ek�1 � epk;j ek+1 � n�2Xi=k+1 Æi;j�1 ei+1: (21)Ïðè ïîäñòàíîâêå ðàçëè÷íûõ j 6= k â ðàâåíñòâî (21) ïîëó÷àåì ebj = 0. Ïðè j = kèìååì ebk+1 = ek � epk�1;k ek�1 � epk;k ek+1. Òåîðåìà äîêàçàíà.



438 ÑÏËÀÉÍ-ÂÅÉÂËÅÒÍÎÅ ÑÆÀÒÈÅ ÍÀ ÎÒ�ÅÇÊÅÑîãëàñíî �îðìóëå (20) áàçèñîì âåéâëåòíîãî ïðîñòðàíñòâà fWn ñëóæèòñïëàéí !k, òî åñòü fWn = febk !k j ebk 2 R1g.Ïóñòü òåïåðü èçâåñòíû êîý��èöèåíòû eai, i 2 J1;n�2 è ebk â ðàçëîæåíèÿõïðîåêöèé ýëåìåíòà u 2 S(Xn) íà ïðîñòðàíñòâà S( eXn) è fWn:ePnu = Xi2J1;n�2 eai e!i; eQnu = ebk !k:Íàéä¼ì �îðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ â ïðåäñòàâëåíèè u == Pj2J1;n�1 ej !j. Òàêèå �îðìóëû íàçûâàþòñÿ �îðìóëàìè ðåêîíñòðóêöèè.ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Åñëè k 2 f0; 1; : : : ; n�2g è i 2 J1;n�1, òî äëÿ ñïëàéí-âåéâëåò�íîãî ðàçëîæåíèÿ (14) �îðìóëû ðåêîíñòðóêöèè èìåþò âèäei = 8><>:eai ïðè i 6 k � 1,ebk + epk�1;k eak�1 + epk;k eak ïðè i = k,eai�1 ïðè i > k + 1.Ýòî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ðàâåíñòâ (19) è (20).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. À. À. Ìàêàðîâ. Î âýéâëåòíîì ðàçëîæåíèè ïðîñòðàíñòâ ñïëàéíîâ ïåðâîãîïîðÿäêà // Ïðîáëåìû ìàòåì. àíàëèçà. Âûï. 38. 2008. Ñ. 47�60.2. G. Wang, Q. Chen, M. Zhou. NUAT-B-spline urves // Computer AidedGeometri Design. 2004. Vol. 21, No 2. P. 193�205.3. Ì. Â. Ñ. Î. �àáð. Ñïëàéí-âåéâëåòíûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷å�ñêèõ ñïëàéíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûåäîêëàäû. 18 ñåíòÿáðÿ 2010 ã. (http://dha.spb.ru/reps10.shtml#0918)4. À. À. Ìàêàðîâ. Ìàòðèöû ðåêîíñòðóêöèè è äåêîìïîçèöèè äëÿ ëèíåéíûõñïëàéíîâ // Òðóäû ÑÏÈÈ�ÀÍ. 2011. Âûï. 18. Ñ. 215�236.



ÂÇÂÅØÅÍÍÛÅ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÅÏÎËÓÄÈÇÀÉÍÛ È ÊÓÁÀÒÓ�ÍÛÅÔÎ�ÌÓËÛ ÄËß ÂÛ×ÈÑËÅÍÈßÈÍÒÅ��ÀËÎÂ ÏÎ ÑÔÅ�ÅÍ. Î. Êîòåëèíà À. Á. Ïåâíûé19 íîÿáðÿ 2011 ã.Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ âçâåøåííûå ñ�åðè÷åñêèå ïîëóäèçàéíûè ñâÿçàííûå ñ íèìè êóáàòóðíûå �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâïî ñ�åðå.1°. Çà�èêñèðóåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà n > 2 è ÷¼òíîå t. Èñïîëüçóåì ñêà-ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå hx; yi = x1y1 + � � � + xnyn âåêòîðîâ x; y 2 Rn è íîðìókxk =phx; xi. Ïóñòü Sn�1 = fx 2 Rn j kxk = 1g� åäèíè÷íàÿ ñ�åðà â Rn .ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Ïàðà (�; W ), ãäå � = f'1; : : : ; 'mg � Sn�1, W 2 Rm ,Pmi=1Wi = 1, íàçûâàåòñÿ âçâåøåííûì ñ�åðè÷åñêèì t-ïîëóäèçàéíîì, åñëè âû-ïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî mXi=1 Wi[h'i; xi℄t = tkxkt 8x 2 Rn ; (1)ãäå t = (t� 1)!!n(n+ 2) � � � (n+ t� 2) : (2)×èñëà Wi íàçûâàþòñÿ âåñàìè.Òîæäåñòâî (1) áóäåì íàçûâàòü òîæäåñòâîì Âàðèíãà, â ÷åñòü àíãëèéñêîãîìàòåìàòèêà Ý. Âàðèíãà (1734�1798), êîòîðûé èíòåðåñîâàëñÿ ïðåäñòàâëåíèåì�îðìû (x21 + � � �+ x2n) t2 â âèäå ñóììû t-õ ñòåïåíåé ëèíåéíûõ �îðì (ñì. [1℄).439



440 ÂÇÂÅØÅÍÍÛÅ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÅ ÏÎËÓÄÈÇÀÉÍÛ È ÊÓÁÀÒÓ�ÍÛÅ ÔÎ�ÌÓËÛÏ�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ïóñòü (�; W ) � âçâåøåííûé ñ�åðè÷åñêèé t-ïîëó-äèçàéí. Òîãäà (�; W ) � âçâåøåííûé ñ�åðè÷åñêèé p-ïîëóäèçàéí äëÿ p == 2; 4; : : : ; t.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:Sp(x) = mXi=1 Wi[h'i; xi℄p; !p(x) = kxkp; p = 2; 4; : : : ; t:Ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì òîæäåñòâà (1) îïåðàòîð Ëàïëàñà �. Ïîñëå ïåðâîãîïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïîëó÷èì ðàâåíñòâît(t� 1)St�2(x) = t t(t + n� 2)!t�2(x); x 2 Rn :Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (�; W ) ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííûì ñ�åðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîìïîðÿäêà (t� 2) ñ êîíñòàíòîét�2 = t t + n� 2t� 1 = (t� 3)!!n(n+ 2) � � � (n + t� 4) :Ïðèìåíÿÿ äàëåå îïåðàòîð Ëàïëàñà, ïîëó÷àåì, ÷òî (�; W ) ÿâëÿåòñÿ âçâåøåí-íûì ñ�åðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì ïîðÿäêîâ t� 4; t� 6; : : : ; 2.2°. Â ðàáîòå [2℄ ïðèâåäåíî îïðåäåëåíèå ñ�åðè÷åñêîãî t-äèçàéíà ñ ïîìîùüþñèñòåìû òîæäåñòâ. Äàäèì àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå âçâåøåííîãî ñ�åðè÷åñêî-ãî t-äèçàéíà. Ïóñòü òåïåðü t � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, óñëîâèå ÷¼òíîñòèíå òðåáóåòñÿ.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Ïàðà (�; W ), ãäå � = f'1; : : : ; 'mg � Sn�1, W 2 Rm ,Pmi=1Wi = 1, íàçûâàåòñÿ âçâåøåííûì ñ�åðè÷åñêèì t-äèçàéíîì, åñëè äëÿ ëþ-áîãî x 2 Rn âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâàmXi=1 Wi[h'i; xi℄p = (0; p íå÷¼òíîå, p 6 t,pkxkp; p ÷¼òíîå, p 6 t. (3)3°. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð âçâåøåííîãî ñ�åðè÷åñêîãî ïîëóäèçàéíà. Â [1℄ óïîìè-íàåòñÿ òîæäåñòâî Ëóêàñà (1877):8 3Xi=1 x4i + 4X(x1 � x2 � x3)4 = 12kxk4; x 2 R3 : (4)Çäåñü çàïèñü P4(x1 � x2 � x3)4 îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñå-âîçìîæíûì êîìáèíàöèÿì çíàêîâ +, �. Âñåãî òàêèõ êîìáèíàöèé áóäåò 4. Èç



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 441òîæäåñòâà (4) ïîëó÷èì òîæäåñòâî Âàðèíãà è âçâåøåííûé ñ�åðè÷åñêèé 4-ïîëóäèçàéí. Äëÿ ýòîãî â ïðàâîé ÷àñòè äîëæíî ñòîÿòü âûðàæåíèå 4kxk4. Çà-ìåòèì, ÷òî ïðè n = 3 êîíñòàíòà 4 ðàâíà 15 , è òîãäà òîæäåñòâî Âàðèíãà áóäåòèìåòü âèä 215 3Xi=1 x4i + 160 4X(x1 � x2 � x3)4 = 15kxk4:�àññìîòðèì îðòû ei; i 2 1 : 3, è âåêòîðû 'i = 1p3(1;�1;�1), i 2 1 : 4.Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå òîæäåñòâî ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèé:215 3Xi=1 [hei; xi℄4 + 320 4Xi=1 [h'i; xi℄4 = 15kxk4: (5)Îñþäà ñëåäóåò, ÷òî (�; W ), ãäå� = fei; i 2 1 : 3; 'i; i 2 1 : 4g;W = � 215 ; 215 ; 215 ; 320 ; 320 ; 320 ; 320�;ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííûì ñ�åðè÷åñêèì 4-ïîëóäèçàéíîì. �àññìîòðèì ïàðó (�0,W0), ãäå �0 = f�ei; i 2 1 : 3; �'i; i 2 1 : 4g;W0 = � 115 ; : : : ; 115 ; 340 ; : : : ; 340�(âW0 ÷èñëî 115 âõîäèò 6 ðàç, 340 � 8 ðàç). Òîãäà (�0; W0) áóäåò âçâåøåííûì ñ�å-ðè÷åñêèì 5-äèçàéíîì. Â ñèñòåìå (3) òîæäåñòâà äëÿ ÷¼òíûõ p 6 5 âûïîëíÿþòñÿâ ñèëó (5) è ïðåäëîæåíèÿ 1, à òîæäåñòâà äëÿ íå÷¼òíûõ p 6 5 âûïîëíÿþòñÿ âñèëó ñèììåòðè÷íîñòè (�0; W0).Ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ âåêòîðîâ èç ñèñòåìû�0: �ei � âåðøèíû îêòàýäðà, �'i � ïðîåêöèè ñåðåäèí ãðàíåé îêòàýäðà íàñ�åðó S2 (ñì. êíèãó È. Ï. Ìûñîâñêèõ [3℄).4°. Ïóñòü t ÷¼òíîå, t > 2. ÑïðàâåäëèâàÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïàðà (�; W ), ãäå � = f'1; : : : ; 'mg � Sn�1,W 2 Rm , Pmi=1Wi = 1, áûëà âçâåøåííûì ñ�åðè÷åñêèì t-ïîëóäèçàéíîì, íåîá�õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî1�n ZSn�1 Q(x) dS = mXi=1 WiQ('i) (6)äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà Q(x) ñòåïåíè t. Çäåñü �n � ïëîùàäü ñ�åðûSn�1, �n = 2� n2 =�(n2 ).



442 ÂÇÂÅØÅÍÍÛÅ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÅ ÏÎËÓÄÈÇÀÉÍÛ È ÊÓÁÀÒÓ�ÍÛÅ ÔÎ�ÌÓËÛÍàïîìíèì, ÷òî îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè t çàïèñûâàåòñÿ â âèäåQ(x) = Xjkj=ta(k)xk; (7)ãäå k = (k1; : : : ; kn) � âåêòîð ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè(ìóëüòèèíäåêñ), jkj = k1 + � � �+ kn, xk = xk1 � � �xkn .Ç àì å ÷ à í è å. Äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ äèçàéíîâ ñ ðàâíûìè âåñàìè ýòó òåîðåìó äî-êàçàë Â. À. Þäèí [2℄. Íèæå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà äðóãîéèäåå. Òåîðåìà 1 îòêðûâàåò íîâûå ïóòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êóáàòóðíûõ �îðìóëäëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî ñ�åðå Sn�1.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Ïóñòü (�; W ) � âçâåøåííûé ñ�å-ðè÷åñêèé t-ïîëóäèçàéí. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (1):S(x) := mXi=1 Wi[h'i; xi℄t = tkxkt 8x 2 Rn :�àññìîòðèì âåêòîð 'i = ('i1; 'i2; : : : ; 'in) è ïðèìåíèì ìóëüòèèíäåêñíóþ òåõ-íèêó: [h'i; xi℄t = Xjkj=t t!k! ('i1x1)k1 : : : ('inxn)kn = Xjkj=t t!k!'ki xk:Çäåñü k = (k1; : : : ; kn) � ìóëüòèèíäåêñ, k! = k1! � � �kn!. Äëÿ S(x) ïîëó÷èìâûðàæåíèå S(x) = Xjkj=t t!k!� mXi=1 Wi'ki �xk:Çíà÷èò, S(x) � ýòî îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè t. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ s = t2è yi = x2i äëÿ i = 1; : : : ; n. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü â (1) çàïèøåòñÿ â âèäåR(x) := tkxkt = t(x21+ � � �+ x2n) t2 = t(y1+ � � �+ yn)s = tXjlj=s s!l! yl = tXjlj=s s!l! x2l:Ôóíêöèÿ R(x) òàêæå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïîëèíîìîì ñòåïåíè t. Òàê êàêS(x) � R(x), òî èõ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x ðàâíû. �àñ-ñìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.Ïóñòü k = (k1; : : : ; kn) è õîòü îäíî kj íå÷¼òíî. Òîãäàt!k! mXi=1 Wi 'ki = 0: (8)



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 443Ïóñòü â k = (k1; : : : ; kn) âñå kj ÷¼òíûå, kj = 2lj, lj 2 Z, lj > 0. Òîãäàt!k! mXi=1 Wi 'ki = t s!l! : (9)Òàê êàê ëþáîé îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè t ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (7),òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî (6) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ Q(x) = xk, jkj = t.Çäåñü xk = xk11 : : : xknn . Åñëè õîòü îäíî kj íå÷¼òíî, òî â ñèëó (8) èìååì1�n ZSn�1 xk dS = 0 = mXi=1 Wi 'ki ;òî åñòü äëÿ Q(x) = xk âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (6).Ïóñòü òåïåðü k ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå k = 2l, ãäå l = (l1; : : : ; ln), jlj = s. Âëåâîé ÷àñòè (6) ïîëó÷èì èíòåãðàë Äèðèõëå (ñì. [4℄)I(k) := 1�n ZSn�1 xk dS = (k1 � 1)!! � � � (kn � 1)!!n(n + 2) � � � (n+ jkj � 2) : (10)Çäåñü (�1)!! = 1.Â ïðàâîé ÷àñòè (6) ñòîèò ñóììà, êîòîðàÿ â ñèëó (9) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäåT (k) := mXi=1 Wi 'ki = k!t! t � s!l! = k1! � � �kn!t! � (t� 1)!!n(n+ 2) � � � (n + t� 2) � s!l1! � � � ln! :Èìååì (t� 1)!!t! = 12 � 4 � 6 � � � t = 12ss! :Äàëåå, ïðè ÷¼òíûõ k1; : : : ; kn ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâàkj! = (kj � 1)!! 2lj lj!è k1! � � �kn! = (k1 � 1)!! � � � (kn � 1)!! 2s l1! � � � ln!:Çíà÷èò,T (k) = (k1 � 1)!! � � � (kn � 1)!! 2s l1! � � � ln!2ss! � s!l1! � � � ln! � 1n(n+ 2) � � � (n+ t� 2) == (k1 � 1)!! � � � (kn � 1)!!n(n + 2) � � � (n+ t� 2) :Ïîëó÷àåì, ÷òî I(k) = T (k), è äëÿ Q(x) = xk âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (6).Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è íåîáõîäèìîñòü, íî ðàññóæ-äåíèÿìè �â îáðàòíîì ïîðÿäêå�.



444 ÂÇÂÅØÅÍÍÛÅ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÅ ÏÎËÓÄÈÇÀÉÍÛ È ÊÓÁÀÒÓ�ÍÛÅ ÔÎ�ÌÓËÛ5°. Ïîêàæåì, êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 1 â ÷àñòè íåîáõîäèìîñòè.Ïóñòü (�; W ) � âçâåøåííûé ñ�åðè÷åñêèé t-ïîëóäèçàéí. Òîãäà äëÿ ëþáîãîîäíîðîäíîãî ïîëèíîìà Q(x) ñòåïåíè t ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî1�n ZSn�1 Q(x) dS = mXi=1 WiQ('i): (11)Òàê êàê (�; W ) ÿâëÿåòñÿ òàêæå p-ïîëóäèçàéíîì äëÿ p = 2; 4; : : : ; t, òî ðàâåí-ñòâî (11) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà âèäàQ(x) =Xjij=pa(i)xi; p = 2; 4; : : : ; t:�àâåíñòâî (11) âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ p = 0. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì Q(x) � C è1�nC�n = mXi=1 WiC = C:×òîáû êóáàòóðíàÿ �îðìóëà (11) òî÷íî èíòåãðèðîâàëà ïîëèíîìû íå÷¼òíîéñòåïåíè, äîáàâëÿþò óçëû �'1; �'2; : : : ;�'m. Ïîëó÷àåì êóáàòóðíóþ �îðìóëó1�n ZSn�1 Q(x) dS � mXi=1 12�Wi(Q('i) +Q(�'i))�: (12)Òàêàÿ �îðìóëà áóäåò òî÷íîé äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà Q(x) ñòåïåíè 6 t + 1.Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå t + 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäåQ(x) =Pt+1p=0Qp(x), ãäå Qp(x) � îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè p.6°. Âåðí¼ìñÿ ê ñèñòåìå (�0; W0) èç ïðèìåðà â ïóíêòå 3. Äëÿ ñèñòåìû �0ïîëó÷àåì êóáàòóðíóþ �îðìóëó ñî ñòåïåíüþ òî÷íîñòè d = 5:14� ZS2 f(x) dS � 115 3Xi=1 �f(ei) + f(�ei)�+ 340 4Xi=1 �f('i) + f(�'i)�: (13)Äåéñòâèòåëüíî, �îðìóëà (13) áóäåò òî÷íà äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà f(x) ñòåïåíèíå âûøå 5. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà íå òî÷íà äëÿ ïîëèíîìà f(x) = x61. Âýòîì ñëó÷àå 14� RS2 x61 dS = 17 , à ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 745 . Ôîðìóëó (13) áóäåìíàçûâàòü îêòàýäðè÷åñêîé. Àíàëîãè÷íóþ �îðìóëó ïîñòðîèì â Rn . Ïîëó÷èìòîæäåñòâîA nXi=1 x4i +B 2n�1X�x1 � x2 � � � � � xnpn �4 = 4kxk4; x 2 Rn : (14)



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 445Â ëåâîé ÷àñòè �îðìóëû (14) ñòîèò ñèììåòðè÷åñêèé ïîëèíîì îò x21; : : : ; x2n.Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðèðàâíÿòü êîý��èöèåíòû ïðè x41 è x21x22. Çàìåòèì, ÷òî4 = 3n(n+2) . Ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿìx41 : A + B � 2n�1n2 = 3n(n+ 2) ;x21x22 : B � 2n�1 � 4!2! 2!n2 = 3n(n+ 2) � 2;îòêóäà B = n2n�1(n+2) , A = 2n(n+2) . Â ðåçóëüòàòå èìååì êóáàòóðíóþ �îðìóëó1�n ZSn�1 f(x) dS � A2 nXi=1 �f(ei) + f(�ei)�+ B2 2n�1Xi=1 �f('i) + f(�'i)�; (15)ãäå ei � åäèíè÷íûå îðòû, 'i = 1pn(1;�1; : : : ;�1). ×èñëî óçëîâ â ýòîé �îðìóëåðàâíî N = 2n + 2n. Ñòåïåíü òî÷íîñòè �îðìóëû ðàâíà 5. Ïî àíàëîãèè ñ n = 3ïîëó÷àåì, ÷òî �ei � ýòî âåðøèíû ãèïåðîêòàýäðà On, �'i � ïðîåêöèè öåíòðîâãðàíåé (n� 1)-ìåðíûõ ãðàíåé On íà Sn�1. Â êíèãå È. Ï. Ìûñîâñêèõ [3, ñ. 314℄ðàññìàòðèâàåòñÿ �îðìóëà, â êîòîðîé èñïîëüçóþòñÿ ïðîåêöèè ñåðåäèí âñåõð¼áåð âìåñòî âåêòîðîâ 'i. Òàêàÿ �îðìóëà òàêæå èìååò ñòåïåíü òî÷íîñòè d = 5.×èñëî óçëîâ â �îðìóëå È. Ï. Ìûñîâñêèõ ðàâíî 2n2. Åñëè ñðàâíèâàòü ÷èñëîóçëîâ â �îðìóëå (15) è â �îðìóëå È. Ï. Ìûñîâñêèõ, òî ïðè n = 3; 4; 5 ÷èñëîóçëîâ â �îðìóëå (15) ìåíüøå, ÷åì â �îðìóëå Ìûñîâñêèõ.Ç àì å ÷ à í è å. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñòåïåíü òî÷íîñòè â (15) äåéñòâèòåëüíîðàâíà 5. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ f(x) = x61 �îðìóëà íå òî÷íà.Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå, ïî �îðìóëå (10)1�n ZSn�1 x61 dS = 15n3 + 6n2 + 8n;à ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 2n+1n3+2n2 . �àâåíñòâî ìåæäó ýòèìè äâóìÿ âåëè÷èíàìè áóäåòòîëüêî ïðè n = 1, n = 2.7°.Êóáàòóðíàÿ �îðìóëà ñî ñòåïåíüþ òî÷íîñòè 9.Ïðèâåä¼ì åù¼ îäèíïðèìåð ïîñòðîåíèÿ êóáàòóðíîé �îðìóëû. Äàííàÿ êóáàòóðíàÿ �îðìóëà âñòðå-÷àåòñÿ ó Â. È. Ëåáåäåâà (ñì. [5℄). Íàø ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò ñïîñîáàÂ. È. Ëåáåäåâà. Â R3 ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà âåêòîðîâ fx(0)i g6i=1 = f�eig3i=1, �âåðøèíû îêòàýäðà, fx(1)i g8i=1 = � 1p3(�1;�1;�1)� � ïðîåêöèè öåíòðîâ ãðàíåéíà ñ�åðó. Ïîñëåäíÿÿ çàïèñü ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî èñïîëüçóþòñÿ âñå 8 âîçìîæ-íûõ êîìáèíàöèé çíàêîâ�. Ïîëó÷èâøèåñÿ 8 âåêòîðîâ îáîçíà÷åíû x(1)i , i 2 1 : 8.



446 ÂÇÂÅØÅÍÍÛÅ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÅ ÏÎËÓÄÈÇÀÉÍÛ È ÊÓÁÀÒÓ�ÍÛÅ ÔÎ�ÌÓËÛÍà êàæäîì ðåáðå îêòàýäðà ñ âåðøèíàìè f�eig3i=1 âîçüì¼ì ïî äâå ñèììåòðè÷íîðàñïîëîæåííûå òî÷êè a è b. Ïóñòü, íàïðèìåð, ýòî ðåáðî ñîåäèíÿåò âåðøèíûV1 = (�1; 0; 0) è V2 = (0;�1; 0). Òîãäà a = (�(1��);��; 0), b = (��;�(1��); 0),ãäå � 2 (0; 1).Ïðîåêòèðóåì âñå ïîëó÷èâøèåñÿ òî÷êè íà S2 è ïîëó÷àåì 24 óçëà ñëåäóþ-ùåãî âèäà:fx(2)i g24i=1 =f(�p;�q; 0); (�q;�p; 0); (�p; 0;�q); (�q; 0;�p);(0;�p;�q); (�q;�p; 0)g;ãäå p2 + q2 = 1. Íàéä¼ì p èç èíòåðâàëà (0; 1), ïðè êîòîðîì ñèñòåìà� = fx(0)i g6i=1 [ fx(1)i g8i=1 [ fx(2)i g24i=1áóäåò ñ�åðè÷åñêèì âçâåøåííûì 9-äèçàéíîì. Äëÿ ýòîãî ïðè íåêîòîðûõ A, B,C, p äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîæäåñòâî Âàðèíãà:A 6Xi=1 [hx(0)i ; xi℄8 +B 8Xi=1 [hx(1)i ; xi℄8 + C 24Xi=1 [hx(2)i ; xi℄8 = 8kxk8äëÿ âñåõ x 2 R3 . Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿS(x) :=A 3Xi=1 2x8i +B 8X 181(�x1 � x2 � x3)8 + C 4X�(�px1 � qx2)8 ++ (�qx1 � px2)8 + (�px1 � qx3)8 + (�qx1 � px3)8 + (�px2 � qx3)8++ (�qx2 � px3)8� = 19kxk8=:R(x):Òàê êàê S(x) è R(x) ñèììåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû îò x21, x22, x23, òî, ÷òîáû ýòîòîæäåñòâî áûëî âåðíûì, äîñòàòî÷íî ïðèðàâíÿòü êîý��èöèåíòû ïðè x81, x61x22,x41x42, x41x22x23. Ïîëó÷èì ñèñòåìó2A+ 881B + 4C(2p8 + 2q8) = 19 ;22481 B + 4C(28p6q2 + 28q6p2) = 49 ;56081 B + 4C(70p4q4 + 70q4p4) = 69 ;336081 B = 129 ;



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 447îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî A = 1105 , B = 9280 , C = 135 , p = q3+p36 = 0:8880 : : : ,q = q3�p36 = 0:4597 : : : . Ïðè ýòîì 6A + 8B + 24C = 1. Òàêèì îáðà-çîì, (�; W ) ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííûì ñ�åðè÷åñêèì 9-äèçàéíîì ñ âåêòîðîì âåñîâW = (A; : : : ; A; B; : : : ; B; C; : : : ; C), ãäå A âñòðå÷àåòñÿ 6 ðàç, B âñòðå÷àåòñÿ 8ðàç, C âñòðå÷àåòñÿ 24 ðàçà. Ìîæíî çàïèñàòü êóáàòóðíóþ �îðìóëó:14� ZS2 f(x) dS � 1105 6Xi=1 f�x(0)i �+ 9280 8Xi=1 f�x(1)i �+ 135 24Xi=1 f�x(2)i �; (16)ïðè÷¼ì ñòåïåíü òî÷íîñòè äàííîé �îðìóëû ðàâíà 9, íå áîëüøå. Äåéñòâèòåëüíî,ïðè ïîäñòàíîâêå f(x) = x101 , ïîëó÷èì ïî �îðìóëå (10)14� ZS2 x101 dS = 111 :Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 17189 .Ç àì å ÷ à í è å. Â ñòàòüå Â. È. Ëåáåäåâà [5℄ èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé ñïîñîá îïðå-äåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ A, B, C, p. Îïèðàÿñü íà òåîðåìó Ñ. Ë. Ñîáîëåâà [6℄ â [5℄ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ òî÷íîñòè êóáàòóðíîé �îðìóëû íà ïîëèíîìàõ ñòåïåíèíå âûøå 9, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòà �îðìóëà áûëà òî÷íà äëÿ ÷åòûð¼õ ïîëèíîìîâ1; �2; �3; �22; (17)ãäå �2 = x21x22+x21x23+x22x23, �3 = x21x22x23. Ýòè ïîëèíîìû ïîäñòàâëÿþòñÿ â �îð-ìóëó ñ íåîïðåäåë¼ííûìè ïàðàìåòðàìè A, B, C, p è ïîëó÷àþòñÿ 4 óðàâíåíèÿäëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ. Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü èíòåãðàëû ïî ñ�åðå îòïîëèíîìîâ (17).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Reznik B. Sums of even powers of real linear forms // Mem. Amer. Math.So. 1992. V. 96. No. 463. P. 1{155.2. Þäèí Â. À. Âðàùåíèÿ ñ�åðè÷åñêèõ äèçàéíîâ // Ïðîáëåìû ïåðåäà÷è èí-�îðìàöèè. 2000. Ò. 36. Âûï. 3. Ñ. 39�45.3. Ìûñîâñêèõ È. Ï. Èíòåðïîëÿöèîííûå êóáàòóðíûå �îðìóëû Ì.: Íàóêà.1981. 336 .4. À�îíèí �. Å., Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ñ�åðå ân-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëà-äû. 15 ìàÿ 2010 ã. (http://dha.spb.ru/reps10.shtml).



448 ÂÇÂÅØÅÍÍÛÅ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÅ ÏÎËÓÄÈÇÀÉÍÛ È ÊÓÁÀÒÓ�ÍÛÅ ÔÎ�ÌÓËÛ5. Ëåáåäåâ Â. È. Çíà÷åíèÿ óçëîâ è âåñîâ êâàäðàòóðíûõ �îðìóë òèïà �àóññà�Ìàðêîâà äëÿ ñ�åðû îò 9-ãî äî 17-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, èíâàðèàíòíûõ îò�íîñèòåëüíî ãðóïïû îêòàýäðà ñ èíâåðñèåé // Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì.�èç. 1975. Ò. 15. � 1. C. 48�54.6. Ñîáîëåâ C. Ë. Î �îðìóëàõ ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð íà ïîâåðõíîñòè ñ�å�ðû // Ñèáèðñêèé ìàòåì. æ. 1962. Ò. 3. � 5. Ñ. 769�796.



ÏÎËÈÍÎÌÛ ØÀÏÈ�ÎÈ ÊÎÄÛ �ÈÄÀ-ÌÀËËÅ�ÀÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ È. Ñ. Ñòîÿíîñêà26 íîÿáðÿ 2011 ã.Â ýòîì äîêëàäå ìû àíàëèçèðóåì ñâÿçü ìåæäó ïîëèíîìàìè Øàïèðî è êî-äàìè �èäà-Ìàëëåðà, îòìå÷åííóþ â ðàáîòå [1℄.1°. Ïîëèíîìû Øàïèðî îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî:P0(x) � 1; Q0(x) � 1è ïðè m = 0; 1; : : : Pm+1 = Pm(x) + x2mQm(x); (1)Qm+1 = Pm(x)� x2mQm(x): (2)Â ÷àñòíîñòè,P1(x) = 1 + x; Q1(x) = 1� x;P2(x) = 1 + x+ x2 � x3; Q2(x) = 1 + x� x2 + x3;P3(x) = 1 + x+ x2 � x3 + Q3(x) = 1 + x + x2 � x3 �+ x4 + x5 � x6 + x7; � x4 � x5 + x6 � x7:ßñíî, ÷òî ïîëèíîìû Pm(x) è Qm(x) èìåþò ñòåïåíü 2m � 1:ËÅÌÌÀ 1. Ñïðàâåäëèâû �îðìóëûPm+1(x) = Pm(x2) + xPm(�x2); m = 0; 1; : : : ; (3)Qm+1(x) = Qm(x2) + xQm(�x2); m = 1; 2; : : : : (4)
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450 ÏÎËÈÍÎÌÛ ØÀÏÈ�Î È ÊÎÄÛ �ÈÄÀ-ÌÀËËÅ�ÀÄîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôîðìóëà (3) ïðè m = 0; 1; 2 è �îðìóëà (4) ïðè m = 1; 2ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò m ê m+ 1,ñ÷èòàÿ, ÷òî m > 2.Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (1) è (2), çàìåíèâ â íèõ m íà m � 1 è x íà x2.Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî (x2)2m�1 = x2m , ïîëó÷èìPm(x2) = Pm�1(x2) + x2mQm�1(x2);Qm(x2) = Pm�1(x2)� x2mQm�1(x2): (5)Òåïåðü çàìåíèì â (1) è (2) m íà m � 1 è x íà �x2. Ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâà(�x2)2m�1 = x2m , âåðíîãî ïðè m > 2, ïðèä¼ì ê ñîîòíîøåíèÿìPm(�x2) = Pm�1(�x2) + x2mQm�1(�x2);Qm(�x2) = Pm�1(�x2)� x2mQm�1(�x2): (6)Íà îñíîâàíèè èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ è �îðìóë (1), (5), (6) ïîëó÷àåìPm+1(x) = Pm(x) + x2mQm(x) = Pm�1(x2) + xPm�1(�x2) ++ x2m [Qm�1(x2) + xQm�1(�x2)℄ = Pm�1(x2) + x2mQm�1(x2) ++ x[Pm�1(�x2) + x2mQm�1(�x2)℄ = Pm(x2) + xPm(�x2):Ñîîòíîøåíèå (3) óñòàíîâëåíî.Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (4).2°. Îáîçíà÷èì n = 2m. Ïî ïîñòðîåíèþ ïåðâûå n êîý��èöèåíòîâ ïîëèíî-ìà Pm+1(x) ñîâïàäàþò ñ êîý��èöèåíòàìè ïîëèíîìà Pm(x). Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî êîý��èöèåíòû ïîëèíîìîâ Øàïèðî íå çàâèñÿò îò m.Ïóñòü Pm(x) = n�1Xk=0 ak xk:ËÅÌÌÀ 2. Äëÿ êîý��èöèåíòîâ fakg ñïðàâåäëèâî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøå�íèå: a0 = 1è ïðè k 2 0 : 2m�1 � 1, m = 1; 2; : : :a2k = ak; a2k+1 = (�1)kak: (7)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (3) ïðè m > 1 èìååìPm(x) = Pm�1(x2) + xPm�1(�x2) =



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, È. Ñ. Ñòîÿíîñêà 451= 2m�1�1Xk=0 ak x2k + 2m�1�1Xk=0 (�1)kak x2k+1:Îòñþäà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò òðåáóåìîå.Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ êîý��è-öèåíòîâ ïîëèíîìîâ Øàïèðî ïî �îðìóëàì (7). Òàáëèöàm Êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà Pm(x)0 11 1 12 1 1 1 �13 1 1 1 �1 1 1 �1 13°. Äëÿ êîý��èöèåíòîâ ak ïîëèíîìà Pm(x) ìîæíî óêàçàòü ÿâíóþ �îðìóëó.Äëÿ ýòîãî ñ èíäåêñîì k ñâÿæåì åãî äâîè÷íûé êîä:k = (km�1; km�2; : : : ; k0)2; k� 2 f0; 1g:ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïðè k 2 0 : 2m � 1, m > 2, ñïðàâåäëèâà �îðìóëàak = (�1)Pm�1�=1 k��1k�: (8)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèm = 2, êîãäà k = (k1; k0)2, �îðìóëà (8) ïðîâåðÿåòñÿíåïîñðåäñòâåííî. Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò m ê m + 1.Ïóñòü k 2 0 : 2m+1 � 1. Ïðåäñòàâèì k â âèäå k = 2k0 + �, ãäå k0 2 0 : 2m � 1è � 2 f0; 1g. Çàïèøåì k0 = (k0m�1; : : : ; k00)2. Òîãäàk = (k0m�1; : : : ; k00; �)2;òî åñòü k� = k0��1 ïðè � 2 1 : m è k0 = �.Ñîãëàñíî (7) a2k0+� = (�1)k0�ak0 = (�1)k00�ak0:Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèîííûì ïðåäïîëîæåíèåì, ñîãëàñíî êîòîðîìóak0 = (�1)Pm�1�=1 k0��1k0�:Ïîëó÷èì ak = a2k0+� = (�1)k00�(�1)Pm�1�=1 k0��1k0� == (�1)k1k0(�1)Pm�1�=1 k�k�+1 = (�1)Pm�=1 k��1k�:Òåîðåìà äîêàçàíà.



452 ÏÎËÈÍÎÌÛ ØÀÏÈ�Î È ÊÎÄÛ �ÈÄÀ-ÌÀËËÅ�ÀÂâåä¼ì �óíêöèþ�(k) = m�1X�=1 k��1k� == k0k1 + k1k2 + : : :+ km�2km�1; k 2 0 : n� 1:Âåëè÷èíà �(k) ïðè �èêñèðîâàííîì k ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî ðàç â äâîè÷íîì êîäåèíäåêñà k âñòðå÷àåòñÿ áëîê �1 1�. Ñ ïîìîùüþ �óíêöèè �(k) �îðìóëó (8)ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåak = (�1)�(k); k 2 0 : n� 1:4°. Îòìåòèì îäíî �óíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî ïîëèíîìîâ Øàïèðî.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïðè âñåõ m = 0; 1; : : : è âñåõ êîìïëåêñíûõ z, òàêèõ, ÷òîjzj = 1, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîjPm(z)j2 + jQm(z)j2 = 2m+1:Ýòî ðàâåíñòâî ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè ñ ïîìîùüþ �îðìóë (1), (2)è ýëåìåíòàðíîãî ñâîéñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåëjz1 + z2j2 + jz1 � z2j2 = 2(jz1j2 + jz2j2):5°. Îáðàòèìñÿ ê êîäàì �èäà-Ìàëëåðà (ñì., íàïðèìåð, [2, . 76�81℄). Çà�èê-ñèðóåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà r è m, r < m, è ïîëîæèì n = 2m. Ââåä¼ì áëî÷íóþêîäèðóþùóþ ìàòðèöó âèäà G = 2664G0G1: : :Gr3775:Çäåñü G0 � âåêòîð-ñòðîêà ðàçìåðà n, ñîñòîÿùàÿ èç åäèíèö,G0 = �1 1 : : : 1� = [g0℄;G1 = G1[1 : m; 0 : n � 1℄ � ìàòðèöà, â ñòîëáöàõ êîòîðîé ñòîÿò êîý��èöèåí-òû äâîè÷íûõ ðàçëîæåíèé ÷èñåë 0; 1; : : : ; n � 1, íà÷èíàÿ ñî ñòàðøåãî ðàçðÿäà.Íàïðèìåð, ïðè m = 4G1 = 2664 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 10 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 10 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 10 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 3775 = 2664g1g2g3g43775:



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, È. Ñ. Ñòîÿíîñêà 453Ñòðîêè îñòàëüíûõ áëîêîâ Gs, s = 2; : : : ; r, �îðìèðóþòñÿ êàê âñåâîçìîæíûåïîêîìïîíåíòíûå ïðîèçâåäåíèÿ s ñòðîê ìàòðèöû G1, ïðè÷¼ì êîìáèíàöèè èç sñòðîê áåðóòñÿ â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå. Íàïðèìåð, ïðè m = 4
G2 = 26666664g1g2g1g3g1g4g2g3g2g4g3g4

37777775; G3 = 2664g1g2g3g1g2g4g1g3g4g2g3g43775:Áëîê Gs èìååò ðàçìåð Csm � 2m. �àçìåð ìàòðèöû G ðàâåí(1 + C1m + C2m + : : : Crm)� 2m:Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû G ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæå-ñòâà Zn2 , â êîòîðîì ââåäåíû îïåðàöèÿ ïîðàçðÿäíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2è îïåðàöèÿ ïîðàçðÿäíîãî óìíîæåíèÿ.Ïóñòü i � èí�îðìàöèîííîå ñëîâî. Âñå åãî êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ èëèåäèíèöå, à äëèíà ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ñòðîê ìàòðèöû G. Êîäîâîå ñëîâî�èäà-Ìàëëåðà îïðåäåëÿåòñÿ òàê:  = iG: (9)Ýòî çíà÷èò, ÷òî êîäîâîå ñëîâî  ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòðîê ìàòðè-öû G, êîý��èöèåíòàìè êîòîðîé ñëóæàò êîìïîíåíòû èí�îðìàöèîííîãî ñëî-âà i. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëàì, ââåä¼ííûì â Zn2 .Ïóñòü, íàïðèìåð m = 3, r = 1. Â ýòîì ñëó÷àå,G = 26641 1 1 1 1 1 1 10 0 0 0 1 1 1 10 0 1 1 0 0 1 10 1 0 1 0 1 0 13775:Âîçüì¼ì èí�îðìàöèîííîå ñëîâî i = �1 1 1 0�. Â êà÷åñòâå êîäîâîãî ñëîâàïîëó÷èì  = �1 1 0 0 0 0 1 1�.Ìíîæåñòâî êîäîâûõ ñëîâ  âèäà (9) ïðè ðàçëè÷íûõ i íàçûâàåòñÿ êîäîì�èäà-Ìàëëåðà è îáîçíà÷àåòñÿ RM(r;m).6°. Áîëåå äåòàëüíî èçó÷èì ñâîéñòâà ìàòðèöû G1. Âîçüì¼ì èíäåêñ j 2 0 :n� 1, j = (jm�1; : : : ; j0)2. Ïî îïðåäåëåíèþG1[k; j℄ = jm�k; k 2 1 : m: (10)



454 ÏÎËÈÍÎÌÛ ØÀÏÈ�Î È ÊÎÄÛ �ÈÄÀ-ÌÀËËÅ�ÀÍàïîìíèì îïðåäåëåíèå �óíêöèé �àäåìàõåðàrk(j) = (�1)jm�k ; j 2 0 : n� 1; k 2 1 : m:Ñîãëàñíî (10) ïðè k 2 1 : m(�1)G1[k;j℄ = rk(j); j 2 0 : n� 1: (11)Îáîçíà÷èì ÷åðåç (�1)G1 ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè (�1)G1[k;j℄. Òîãäà ñâîéñòâî (11)ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàê: k-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû (�1)G1 ñîâïàäàåò ñî çíà÷å�íèÿìè �óíêöèè �àäåìàõåðà rk.Òåïåðü ââåä¼ì ìàòðèöó D = GT1G1. Ñòðîêè ìàòðèöû D ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-íûìè êîìáèíàöèÿìè â Zn2 ñòðîê ìàòðèöû G1. Ïîêàæåì, ÷òî(�1)D = H;ãäå H � ìàòðèöà Àäàìàðà. [Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [3, ñ. 54℄), ÷òî ìàòðèöàÀäàìàðà íà èíäåêñàõ l = (lm�1; : : : ; l0)2; j = (jm�1; : : : ; j0)2 îïðåäåëÿåòñÿ òàê:H[l; j℄ = (�1)Pm�1�=0 l�j�; l; j 2 0 : n� 1:℄Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (10)(�1)D[l;j℄ = (�1)
Pmk=1G1[k;l℄G1[k;j℄�2 == (�1)Pmk=1 lm�kjm�k = (�1)Pm�1�=0 l�j� = H[l; j℄:7°. �àññìîòðèì â RM(2; m) ïðè m > 3 êîäîâîå ñëîâîs = m�1Xk=1 gk gk+1 = [s0 s1 : : : sn�1℄: (12)Íàïðèìåð, ïðè m = 3 èìååì s = �0 0 0 1 0 0 1 0�. Ââåä¼ì âåêòîð(�1)s = �1 1 1 �1 1 1 �1 1�è çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþp(x) = 1 + x+ x2 � x3 + x4 + x5 � x6 + x7:Âèäèì, ÷òî p(x) � ïîëèíîì Øàïèðî ïðè m = 3, p(x) = P3(x).Àíàëîãè÷íûé �àêò èìååò ìåñòî è â îáùåì ñëó÷àå.



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, È. Ñ. Ñòîÿíîñêà 455ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Äëÿ êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìà Øàïèðî Pm(x) ïðè m > 3ñïðàâåäëèâà �îðìóëà aj = (�1)sj ; j 2 0 : n� 1;ãäå sj � êîìïîíåíòû êîäîâîãî ñëîâà s âèäà (12).Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (10)sj = �m�1Xk=1 G1[k; j℄G1[k + 1; j℄�2 = �m�1Xk=1 jm�kjm�k�1�2 == �m�1X�=1 j��1j��2:Îñòà¼òñÿ ó÷åñòü, ÷òî â ñèëó (8)(�1)sj = (�1)Pm�1�=1 j��1j� = aj:Òåîðåìà äîêàçàíà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. An M., Byrnes J., Moran W., Sa�ari B., Shapiro H. S. and Tolimieri R.PONS, Reed-Muller odes, and group algebras. NATO Advaned Study In-stitute: Computational Nonommutative Algebra and Appliations. Tusany,Italy. July 2003. P. 155{197.2. Áëåéõóò �. Òåîðèÿ è ïðàêòèêà êîäîâ, êîíòðîëèðóþùèõ îøèáêè. Ì.: Ìèð,1986. 576 ñ.3. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îñíîâû äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãîàíàëèçà. ×àñòü âòîðàÿ. ÑÏá.: ÍÈÈÌÌ ÑÏá�Ó, 2003. 100 ñ.



ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÑÕÅÌÛ SUBDIVISIONÍ. Â. ×àøíèêîâ3 äåêàáðÿ 2011 ã.Äàííûé äîêëàä îñíîâàí íà êíèãå [1℄. Ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ñòàöèîíàðíîé ñõåìû subdivision äëÿ �óíêöèé îäíîéïåðåìåííîé.1°. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë fskgk2Z, â êîòî-ðîé ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïóñòü òàêæå çàäàíà íà-÷àëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ fp0kgk2Z èç ïðîñòðàíñòâà Rn , â êîòîðîéòîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ îòëè÷íî îò íóëÿ. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè âåêòîðîâ fpmk g, m = 1; 2; : : :, ïðè ïîìîùè ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿpml =Xk2Zsl�2k pm�1k ; l 2 Z; m = 1; 2; : : : : (1)Òàêîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåêòîðîâ fpmk g íàçûâàåòñÿ ñòà�öèîíàðíîé ñõåìîé subdivision ñ ìàñêîé fskg. Âåêòîðû pmk íàçûâàþòñÿ êîí-òðîëüíûìè òî÷êàìè; fp0kg � íà÷àëüíûé íàáîð êîíòðîëüíûõ òî÷åê.Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé÷èñåë è âåêòîðîâ ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè. Ìàñêå fskg ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâî-äÿùàÿ �óíêöèÿ s(z) =Xk sk zk;à íàáîðó êîíòðîëüíûõ òî÷åê fpmk g � ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿpm(z) =Xk pmk zk:Çäåñü è äàëåå ìû áóäåì îïóñêàòü ïðåäåëû ñóììèðîâàíèÿ, åñëè ñóììèðîâà-íèå âåä¼òñÿ ïî âñåì öåëûì èíäåêñàì. Â äåéñòâèòåëüíîñòè â êàæäîé ñóììåëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ îòëè÷íî îò íóëÿ, òàê ÷òî âîïðîñû ñõîäèìîñòè íåâîçíèêàþò.Ñîîòíîøåíèå (1) ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé(ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 â [2℄)pm(z) = s(z)pm�1(z2); m = 1; 2; : : : : (2)456



Í. Â. ×àøíèêîâ 4572°. Ïîëîæèì bN(t) = (1� jtj; ïðè t 2 [�1; 1℄,0; ïðè îñòàëüíûõ t.Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ òîæäåñòâ ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:Xj bN(t� j) = 1; t 2 R; (3)bN(t) = 12 bN(2t� 1) + bN(2t) + 12 bN(2t+ 1); t 2 R: (4)Ïðè m > 0 îïðåäåëèì âåêòîð-�óíêöèþ Pm ïî �îðìóëåPm(t) =Xk pmk bN(2m t� k); t 2 R:ßñíî, ÷òî Pm(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèåé, ïðèíè-ìàþùåé çíà÷åíèÿ pmk â òî÷êàõ k2m .ËÅÌÌÀ. Ïóñòü çàäàíû ñõåìà subdivision ñ ìàñêîé fskg è íà÷àëüíûé íàáîðêîíòðîëüíûõ òî÷åê fp0kg. ÏîëîæèìK = max�jkj j sk 6= 0	; a0 = max�jkj j p0k 6= 0	:Òîãäà íîñèòåëè âåêòîð-�óíêöèé Pm îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè:suppPm � [�(K + a0 + 1); K + a0 + 1℄; m > 0:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèåam = maxfjkj j pmk 6= 0g; m > 1:Ïðè m = 0 äàííîå îáîçíà÷åíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ îáîçíà÷åíèåì a0 èç �îðìóëèðîâ-êè ëåììû.Çà�èêñèðóåì íàòóðàëüíîå m è ðàññìîòðèì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (1)ïðè öåëûõ k. Ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ìîæåò áûòü îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêîåñëè èíäåêñ l óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì jlj 6 am�1 è jk� 2lj 6 K. Ïîýòîìó åñëèâ ñóììå åñòü íåíóëåâûå ñëàãàåìûå, òî ïåðåñå÷åíèå îòðåçêîâ[�am�1; am�1℄ è �k�K2 ; k+K2 �íåïóñòî. Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè ýòèõ îòðåçêîâ(÷èñëà 0 è k=2 ñîîòâåòñòâåííî) íå ïðåâîñõîäèò ïîëóñóììû èõ äëèí, òî åñòüjk=2j 6 am�1 + K2 :



458 ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÑÕÅÌÛ SUBDIVISIONÑëåäîâàòåëüíî, am 6 2am�1 +K:Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî, çàïèøåì2�mam 6 2m�1am�1 + 2�mK 6 2m�2am�2 + 2�(m�1)K + 2�mK 66 � � � 6 a0 + mXj=1 2�jK < a0 +K:�àññìîòðèì îïðåäåëåíèå âåêòîð-�óíêöèè Pm(t). Íîñèòåëåì �óíêöèè bN(t)ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [�1; 1℄. Ïîýòîìó çíà÷åíèå bN(2m t � k) ìîæåò áûòü îòëè÷íîîò íóëÿ, òîëüêî åñëè t ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [2�m(k � 1); 2�m(k + 1)℄. Íîñè-òåëü �óíêöèè Pm(t) ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè òàêèõ îòðåçêîâ ïî âñåì k èçìíîæåñòâà �am : am, òî åñòüsuppPm � [�2�m(am + 1); 2�m(am + 1)℄ � [�(a0 +K)� 2�m; a0 +K + 2�m℄:Çíà÷èò, äëÿ âñåõ m ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèåsuppPm � [�(K + a0 + 1); K + a0 + 1℄:Ëåììà äîêàçàíà.3°. Ñõåìà subdivision íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãîíàáîðà êîíòðîëüíûõ òî÷åê fp0kg ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-�óíêöèé Pm(t)ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ. Áóäåì íàçûâàòü ñõåìó subdivision âûðîæäåííîé, åñ-ëè äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî íàáîðà êîíòðîëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòüâåêòîð-�óíêöèé Pm(t) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê âåêòîð-�óíêöèè, òîæäåñòâåííîðàâíîé íóëþ.Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîð-�óíêöèé Pm. Î÷å-âèäíî, ÷òî âåêòîð-�óíêöèÿ P(t) íåïðåðûâíà. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî íîñèòåëüâåêòîð-�óíêöèè P(t) îãðàíè÷åí. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîmaxk kpmk �P(2�mk)k = maxk kPm(2�mk)�P(2�mk)k 6 maxt2R kPm(t)�P(t)k:Çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèålimm!1maxk kpmk �P(2�mk)k = 0: (5)ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïóñòü ñõåìà subdivision ñ ìàñêîé fskg ñõîäèòñÿ è íåâûðîæ�äåíà. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâàXk s2k =Xk s2k+1 = 1: (6)



Í. Â. ×àøíèêîâ 459Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüì¼ì òàêîé íà÷àëüíûé íàáîð êîíòðîëüíûõ òî÷åêfp0kg, äëÿ êîòîðîãî ïðåäåëüíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ P(t) íå ðàâíà òîæäåñòâåí-íî íóëþ. Òîãäà íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî M è öåëîå ÷èñëî j òàêèå, ÷òîP(2�Mj) 6= 0.Çà�èêñèðóåì öåëûå ÷èñëà d 2 0 : 1 è m > M . Â ñèëó ðåêóððåíòíîãîñîîòíîøåíèÿ (1) èìååìpm2m�M j+d =Xk s2m�M j+d�2k pm�1k =Xi s2i+d pm�12m�M�1j�i:Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâîP(2�Mj + 2�md)�Xi s2i+dP(2�Mj � 2�m+1i) == �P(2�Mj + 2�md)� pm2m�M j+d�+Xi s2i+d�pm�12m�M�1j�i �P(2�Mj � 2�m+1i)�:Ñîãëàñíî ïðåäåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ (5), ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòèñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè m!1. Àíàëîãè÷íî ðàçíîñòüpm�12m�M�1j�i �P(2�Mj � 2�m+1i)òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à òàê êàê êîý��èöèåíòû s2i+d îòëè÷íû îò íóëÿ òîëü-êî äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà èíäåêñîâ i, òî è âñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m ! 1 â ëåâîé ÷àñòè è ïîëüçóÿñü íåïðåðûâíîñòüþâåêòîð-�óíêöèè P(t), ïîëó÷àåìP(2�Mj)�1�Xi s2i+d� = 0:Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî P(2�Mj) îòëè÷íî îò íóëÿ, ïîýòîìóXi s2i+d = 1ïðè d = 0 è d = 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.4°. Ïîëîæèì �pmk = pmk � pmk�1; m 2 Z+; k 2 Z:Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f�pmk g èìååò âèä�pm(z) = (1� z)pm(z):



460 ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÑÕÅÌÛ SUBDIVISIONÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïóñòü äëÿ ìàñêè fskg âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (6). Åñëè äëÿëþáîãî íà÷àëüíîãî íàáîðà êîíòðîëüíûõ òî÷åê íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà  > 0 è 2 (0; 1), ÷òî äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ m âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîmaxk k�pmk k 6  m; (7)òî ñõåìà subdivision ñõîäèòñÿ.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàïîìíèì, ÷òîK = max�jkj j sk 6= 0	:Çà�èêñèðóåì íà÷àëüíûé íàáîð êîíòðîëüíûõ òî÷åê fp0kg. Ïîëîæèì"m = maxk k�pmk k; m > 0:Ïî óñëîâèþ òåîðåìû íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà  > 0 è  2 (0; 1), ÷òî "m 6  mäëÿ âñåõ m 2 Z+.Äëÿ âåùåñòâåííîãî t è íàòóðàëüíîãî m íà îñíîâàíèè òîæäåñòâà (4) çàïè-øåì Pm(t)�Pm�1(t) =Xk pmk bN(2m t� k)�Xk pm�1k bN(2m�1 t� k) ==Xk pm2k bN(2m t� 2k) +Xk pm2k+1 bN(2m t� 2k � 1)��Xk pm�1k �12 bN(2m t� 2k � 1) + bN(2m t� 2k) + 12 bN(2m t� 2k + 1)� ==Xk (pm2k � pm�1k ) bN(2m t� 2k) +Xk �pm2k+1 � 12(pm�1k + pm�1k+1 )� bN(2m t� 2k � 1):Îöåíèì êîý��èöèåíòû ïðè bN â ïîñëåäíèõ ñóììàõ. Ïîëüçóÿñü ðåêóððåíòíûìñîîòíîøåíèåì (1) è óñëîâèåì (6), ïîëó÷àåìpm2k � pm�1k =Xl s2k�2l pm�1l �Xl s2k�2l pm�1k =Xl s2k�2l(pm�1l � pm�1k ):Êîý��èöèåíò s2k�2l ìîæåò áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî åñëè 2jk � lj 6 K.Äëÿ òàêèõ èíäåêñîâ l ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîkpm�1l � pm�1k k 6 jk � lj "m�1 6 12K"m�1:Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî îöåíêàkpm2k � pm�1k k 6 12K"m�1Xl js2lj:



Í. Â. ×àøíèêîâ 461Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâàìè (1) è (6), çàïèøåìpm2k+1 � 12(pm�1k + pm�1k+1 ) =Xl s2k+1�2l pm�1l � 12Xl s2k+1�2l(pm�1k + pm�1k+1 ) == 12Xl s2k+1�2l(pm�1l � pm�1k + pm�1l � pm�1k+1 ):Êîý��èöèåíò s2k+1�2l ìîæåò áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî åñëè 2jk�lj 6 K+1.Äëÿ òàêèõ èíäåêñîâ l ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâàkpm�1l � pm�1k k 6 12K"m�1; kpm�1l � pm�1k+1 k 6 (K2 + 1)"m�1:Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî îöåíêàkpm2k+1 � 12(pm�1k + pm�1k+1 )k 6 K+12 "m�1Xl js2l+1j:Ïîëîæèì C = max�K2 Xl js2lj; K+12 Xl js2l+1j	:Èñïîëüçóÿ äîêàçàííûå îöåíêè è òîæäåñòâî (3), ïîëó÷àåìkPm(t)�Pm�1(t)k 6Xk C "m�1 j bN(2m t� 2k)j++Xk C "m�1 j bN(2m t� 2k � 1)j =Xk C "m�1 bN(2m t� k) = C "m�1:Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà t èìååì îöåíêó â íîðìå ïðîñòðàíñòâà C(R):kPm �Pm�1k 6 C "m�1:Äàííîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m, ïîýòîìó1Xm=1 kPm �Pm�1k 6 C 1Xm=1 "m�1 6 C  1Xm=0 m = C 1�  :Â ÷àñòíîñòè, ñõîäèòñÿ ðÿä 1Xm=1(Pm �Pm�1):Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì èìååò ïðåäåë. ÏîëîæèìP = P0 + limM!1 MXm=1(Pm �Pm�1):



462 ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÑÕÅÌÛ SUBDIVISIONÇàìåòèì, ÷òî MXm=1(Pm �Pm�1) = PM �P0:Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð-�óíêöèÿ P ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòèâåêòîð-�óíêöèé Pm.Òåîðåìà äîêàçàíà.5°. Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâà (6) ïðè ïîìîùè ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè s(z):1 =Xk s2k = s(1) + s(�1)2 ;1 =Xk s2k+1 = s(1)� s(�1)2 :Ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿìs(1) = 2; s(�1) = 0: (8)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ (8) âûïîëíåíû. Òàê êàê ñðåäè êîý��èöèåí-òîâ sk ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî îòëè÷íî îò íóëÿ, òî ïðè íåêîòîðîì M �óíê-öèÿ s(z)zM áóäåò ïîëèíîìîì. ×èñëî �1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ýòîãî ïîëèíîìà,ïîýòîìó îí äåëèòñÿ íà 1 + z. Îáîçíà÷èì ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ íà (1 + z)zM÷åðåç d(z). Èìååì s(z) = (1 + z)d(z), ãäåd(z) =Xk dk zkè ñðåäè êîý��èöèåíòîâ dk ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî îòëè÷íî îò íóëÿ.ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Ïóñòü r � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. �àññìîòðèì �óíêöèþr�1Yj=0 d(z2j ) =Xk ~dk zk =: ~d(z):Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèåÆ :=maxk Xl j ~dk�2rlj < 1: (9)Òîãäà äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî íàáîðà êîíòðîëüíûõ òî÷åê ñóùåñòâóþò ÷èñëà > 0 è  2 (0; 1), ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (7).



Í. Â. ×àøíèêîâ 463Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü íà÷àëüíûé íàáîð êîíòðîëüíûõ òî÷åê fp0kg �èê-ñèðîâàí. Ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì (2), âûâåäåì ðåêóððåíòíóþ �îðìóëó äëÿ ïðî-èçâîäÿùèõ �óíêöèé �pm(z):�pm(z) = (1� z)pm(z) = (1� z)s(z)pm�1(z2) = (1� z2)d(z)pm�1(z2) == d(z)�pm�1(z2):Ïóñòü m > r. Ïðèìåíèì ïîëó÷åííóþ �îðìóëó r ðàç:�pm(z) = d(z)�pm�1(z2) = d(z) d(z2)�pm�2(z4) = � � � = ~d(z)�pm�r(z2r):Ïåðåïèøåì ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè â âèäå ñóìì:Xk �pmk zk =Xj ~djzjXl �pm�rl z2r l =Xj Xl ~dj�pm�rl zj+2rl:Ïðèðàâíÿâ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ z, ïðèä¼ì ê ðàâåíñòâó�pmk =Xl ~dk�2rl�pm�rl : (10)Ïîëîæèì äëÿ m > 0 "m = maxk k�pmk k:Â ñèëó óñëîâèÿ (9) ðàâåíñòâî (10) ïðè m > r äà¼ò îöåíêó"m 6Xl j ~dk�2rlj maxj �pm�rj 6 Æ "m�r:Ïðèìåíÿÿ äàííîå íåðàâåíñòâî bm=r ðàç, ïîëó÷àåì"m 6 Æbm=r "m�rbm=r:Çàìåòèì, ÷òî èíäåêñ m� rbm=r ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó 0 : r� 1. Îïðåäå-ëèì êîíñòàíòû  è  ñëåäóþùèì îáðàçîì: = 1Æ maxk20:r�1 "k;  = Æ 1r :Èìååì "m 6 Æbm=r  Æ 6 Æm=r�1  Æ =  m:Òåîðåìà äîêàçàíà.



464 ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÑÕÅÌÛ SUBDIVISION6°. Ïîêàæåì, ÷òî èç òåîðåì 2 è 3 ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ñõåìû subdivisionq-ãî ïîðÿäêà, îïèñàííîé â [2℄. Äåéñòâèòåëüíî, ìàñêà subdivision îïðåäåëÿåòñÿïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé s(z) = (1 + z)q+12q :Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè (8) âûïîëíåíî. Èìååìd(z) = (1 + z)q2q :Ïîëàãàÿ r = 1 â òåîðåìå 3, ïîëó÷àåì ~d(z) = d(z), òàê ÷òîXl j ~d2lj = bq=2Xl=0 C2lq2l = 12 ;Xl j ~d2l+1j = b(q�1)=2Xl=0 C2l+1q2l = 12 :Òàêèì îáðàçîì, ïðè Æ = 12 âåðíî íåðàâåíñòâî (9). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìû 3 è 2çàêëþ÷àåì, ÷òî ñõåìà subdivision ñõîäèòñÿ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Andersson L. E., Stewart N. F. Introdution to the mathematis of subdivisionsurfaes. SIAM, 2010.2. ×àøíèêîâ Í. Â. Ïîñòðîåíèå êðèâûõ ìåòîäîì subdivision // Ñåìèíàð¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 1 îêòÿáðÿ 2011 ã.(http://dha.spb.ru/reps11.shtml#1001).



ÄÀËÜÍÅÉØÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÎËÈÍÎÌÎÂØÀÏÈ�ÎÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâ È. Ñ. Ñòîÿíîñêà28 ÿíâàðÿ 2012 ã.Äàííûé äîêëàä ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì äîêëàäà [1℄.1°. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ïîëèíîìîâ Øàïèðî:P0(x) � 1; Q0(x) � 1è ïðè m = 0; 1; : : : Pm+1 = Pm(x) + x2mQm(x);Qm+1 = Pm(x)� x2mQm(x): (1)Ïîëèíîì Qm(x) íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ê ïîëèíîìó Pm(x).Ïóñòü Pm(x) = 2m�1Xk=0 ak xk:Â [1, 2℄ ïðèâåäåíà ÿâíàÿ �îðìóëà äëÿ êîý��èöèåíòîâ ak:ak = (�1)Pm�1�=1 k��1k�; k 2 0 : 2m � 1; m > 2; (2)ïðè óñëîâèè, ÷òî k = (km�1; km�2; : : : ; k0)2, k� 2 f0; 1g.Îáîçíà÷èì bk êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà Qm(x),Qm(x) = 2m�1Xk=0 bk xk:ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïðè m > 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîbk = (�1)km�1ak; k 2 0 : 2m � 1: (3)
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466 ÄÀËÜÍÅÉØÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ ØÀÏÈ�ÎÄîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (1) ïðè m > 1 èìååìQm(x) = Pm�1(x)� [Pm(x)� Pm�1(x)℄:Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî bk = ak ïðè k 2 0 : 2m�1 � 1,bk = �ak ïðè k 2 2m�1 : 2m � 1. (4)Ôîðìóëà (3) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ýòèõ ñîîòíîøåíèé.Íà îñíîâàíèè (2) è (3) ïîëó÷àåì ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êîý��èöèåíòîâbk ïðè m > 2: bk = (�1)Pm�1�=1 k��1k�+km�1 ; k 2 0 : 2m � 1:Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âåêòîðû a = (a0; a1; : : : ; a2m�1) è b = (b0; b1; : : : ; b2m�1)êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìîâ Pm(x) è Qm(x) îðòîãîíàëüíû. Äåéñòâèòåëüíî, âñèëó (3) ha; bi = 2m�1Xk=0 akbk = 2m�1Xk=0 (�1)km�1a2k == �2m�1�1Xk=0 + 2m�1Xk=2m�1�(�1)km�1 = 0:2°. Íàì ïîòðåáóåòñÿ îäíî ñâîéñòâî êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìà Pm(x).ËÅÌÌÀ 1. Ïðè m > 2 âåðíû ñîîòíîøåíèÿa2m�1�k = (�1)m+1+kak; k 2 0 : 2m�1 � 1; (5)a2m�1�k = (�1)m+kak; k 2 2m�1 : 2m � 1: (6)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè m = 2 ðàâåíñòâà (5) è (6) ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåä-ñòâåíííî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî m > 3.Ñíà÷àëà îáðàòèìñÿ ê ðàâåíñòâó (5). Ïóñòü k 2 0 : 2m�1 � 1, k == (km�2; : : : ; k0)2. Ñîãëàñíî (2)ak = (�1)Pm�2�=1 k��1 k�:Äàëåå k0 := 2m � 1� k = (1; 1� km�2; : : : ; 1� k0)2:



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, È. Ñ. Ñòîÿíîñêà 467(Äëÿ ïðîâåðêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîò �àêò, ÷òîk + k0 = 2m � 1 = (1; : : : ; 1)2:)Ïî �îðìóëå (2)ak0 = (�1)Pm�2�=1 (1�k��1)(1�k�)+1�km�2 == (�1)m�1�k0�2Pm�2�=1 k�+Pm�2�=1 k��1k� = (�1)m+1+kak:�àâåíñòâî (5) óñòàíîâëåíî.�àâåíñòâî (6) âûâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì (5). Ïóñòü k 2 2m�1 : 2m � 1.Òîãäà èíäåêñ k0 = 2m�1�k ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó 0 : 2m�1�1. Ñîãëàñíî (5)èìååì a2m�1�k0 = (�1)m+1+k0ak0èëè a2m�1�k = (�1)m+kak:Ëåììà äîêàçàíà.3°. �àññìîòðèì ïîëèíîìûØàïèðî êàê �óíêöèè êîìëåêñíîé ïåðåìåííîé z.Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà jzj = 1.Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí �. Øàïèðî â 1951 ãîäó [3℄.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïðè m > 1 ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâàPm(�z) = (�1)mz2m�1Qm( 1z ); (7)Qm(�z) = (�1)m+1z2m�1Pm( 1z ): (8)Îáû÷íî ýòè òîæäåñòâà äîêàçûâàþòñÿ ïî èíäóêöèè. Ìû äàäèì ïðÿìîåä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.Íà÷í¼ì ñ �îðìóëû (7). Ïðè m = 1 å¼ ñïðàâåäëèâîñòü ïðîâåðÿåòñÿ íåïî-ñðåäñòâåííî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî m > 2.Ñîãëàñíî (4) èìååì(�1)mz2m�1Qm( 1z ) = (�1)m 2m�1Xk=0 bk z2m�1�k == (�1)m� 2m�1�1Xk=0 ak z2m�1�k � 2m�1Xk=2m�1 ak z2m�1�k�:Âìåñòå ñ òåì, â ñèëó (6)2m�1�1Xk=0 ak z2m�1�k = 2m�1Xk=2m�1 a2m�1�k zk = 2m�1Xk=2m�1(�1)m+kak zk



468 ÄÀËÜÍÅÉØÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ ØÀÏÈ�Îè â ñèëó (5)� 2m�1Xk=2m�1 ak z2m�1�k = � 2m�1�1Xk=0 a2m�1�k zk = 2m�1�1Xk=0 (�1)m+kak zk:Çíà÷èò, (�1)mz2m�1Qm( 1z ) = 2m�1Xk=0 (�1)kak zk = Pm(�z):Ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâà (7) óñòàíîâëåíà.Ïîäñòàâèì â (7) � 1z âìåñòî z. Ïîëó÷èìPm( 1z ) = (�1)m(� 1z )2m�1Qm(�z) = (�1)m+1z�2m+1Qm(�z);÷òî ðàâíîñèëüíî (8).Òåîðåìà äîêàçàíà.4°. Îñòàíîâèìñÿ íà îäíîì èçÿùíîì ñâîéñòâå êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìîâØàïèðî, îòìå÷åííîì â ðàáîòå [2℄.Îáîçíà÷èì �(m) êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ó Pm(x).ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Ïðè m > 0 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà�(2m) = 22m�1 + 2m�1; (9)�(2m + 1) = 22m + 2m: (10)Ïðèâåä¼ì ïîäðîáíîå ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.Ïðè m = 0 �îðìóëû (9) è (10) ïðèíèìàþò âèä �(0) = 1, �(1) = 2. Èõñïðàâåäëèâîñòü î÷åâèäíà.Çàïèøåì ïðè m > 0 âûðàæåíèå äëÿ Pm(x),Pm(x) = 2m�1Xk=0 ak xk;è äëÿ Pm+1(x) (ñì. [1℄),Pm+1(x) = 2m�1Xk=0 ak x2k + 2m�1Xk=0 (�1)kak x2k+1: (11)Îáîçíà÷èì ÷åðåç �0(m) êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ak ñ ÷¼òíûìè èíäåêñàìèè ÷åðåç �1(m) � êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ak ñ íå÷¼òíûìè èíäåêñàìè. Î÷å-âèäíî, ÷òî �(m) = �0(m) + �1(m). Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî (11)�0(m+ 1) = �(m) ïðè m > 0.



Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ, È. Ñ. Ñòîÿíîñêà 469Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïåðåïèøåì â âèäå�0(m) = �(m� 1) ïðè m > 1. (12)Èç (11) è (12) ñëåäóåò, ÷òî ïðè m > 1�(m + 1) = �(m) + �0(m) + [2m�1 � �1(m)℄ == 2�0(m) + 2m�1 = 2�(m� 1) + 2m�1:Ïðèõîäèì ê ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ�(m + 1)� 2�(m� 1) = 2m�1; m = 1; 2; : : : ; (13)�(0) = 1; �(1) = 2:Èç íåãî ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ �(m).�àçíîñòíîå óðàâíåíèå (13) èìååò ïðîñòîå ÷àñòíîå ðåøåíèå �̂(m) = 2m�1.�åøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ �(m+1)� 2�(m� 1) = 0 áóäåì èñêàòü â âèäå�(m) = �m+1. Âåëè÷èíà � (òî÷íåå äâà å¼ çíà÷åíèÿ) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ�2 � 2 = 0. Ïðèõîäèì ê îáùåìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (13)�(m) = 2m�1 + 1(p2)m+1 + 2(�p2)m+1:Êîíñòàíòû 1 è 2 âûáåðèì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ1 = �(0) = 12 + 1p2� 1p2;2 = �(1) = 1 + 21 + 22:Ïîëó÷àåì 1 = 2 +p28 ; 2 = 2�p28 :ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ �(m) ïðèíèìàåò âèä�(m) = 2m�1 + 2 +p28 (p2)m+1 + 2�p28 (�p2)m+1:Îòñþäà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóþò ðàâåíñòâà (9) è (10).Òåîðåìà äîêàçàíà.ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Ïðè m > 0 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâàP2m(1) = 2m; P2m+1(1) = 2m+1;P2m(�1) = 2m; P2m+1(�1) = 0:



470 ÄÀËÜÍÅÉØÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ ØÀÏÈ�ÎÏðè m = 0 ýòè ðàâåíñòâà î÷åâèäíû. Ïðè m > 1 íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿòåì, ÷òî Pm(1) = 2m�1Xk=0 ak = �(m)� [2m � �(m)℄ = 2�(m)� 2m;Pm(�1) = 2m�1Xk=0 (�1)kak = �0(m)� [2m�1 � �0(m)℄�� ��1(m)� [2m�1 � �1(m)℄	 = 2 [�0(m)� �1(m)℄ == 2 [ 2�0(m)� �(m)℄ = 2 [ 2�(m� 1)� �(m)℄:ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ñòîÿíîñêà È. C. Ïîëèíîìû Øàïèðî è êîäû �èäà-Ìàëëå�ðà // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 26 íîÿáðÿ 2011 ã.(http://dha.spb.ru/reps11.shtml#1126)2. Brillhart J., Carlitz L. Note on the Shapiro polynomials // Proeedings of theAMS. 1970. Vol. 25. No. 1. P. 114{118.3. Shapiro H. S. Extremal problems for polynomials and power series. Master'sthesis. Cambrige, Mass., 1951.



�ÀÁÎÒÛ Ë. Â. ÊÀÍÒÎ�ÎÂÈ×ÀÎ ÏÎËÈÍÎÌÀÕ Ñ. Í. ÁÅ�ÍØÒÅÉÍÀÂ. Ñ. Âèäåíñêèé8 �åâðàëÿ 2012 ã.1°. Â 1912 ãîäó Ñ. Í. Áåðíøòåéí, èñïîëüçóÿ íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ èçòåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ââ¼ë ïîëèíîìûBn(f ; x) = nXk=0 f( kn)pnk(x); (1)pnk(x) = Cknxk(1� x)n�k; (2)è óñòàíîâèë, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè f 2C[0; 1℄ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fBn(f ; x)gñõîäèòñÿ ïðè n ! 1 ê f(x) ðàâíîìåðíî ïî x 2 [0; 1℄. Òåì ñàìûì, áûëî äà-íî î÷åíü ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî çíàìåíèòîé òåîðåìû Âåéåðøòðàññà î ðàâ-íîìåðíîì ïðèáëèæåíèè íà îòðåçêå íåïðåðûâíîé �óíêöèè àëãåáðàè÷åñêèìèïîëèíîìàìè.�àáîòà Ñ. Í. Áåðíøòåéíà, çàíèìàâøàÿ âñåãî äâå ñòðàíèöû, áûëà îïóáëèêî-âàíà íà �ðàíöóçñêîì ÿçûêå â ¾Ñîîáù. Õàðüê. ìàòåì. îá-âà¿. Ñ. Í. Áåðíøòåéíðàçîñëàë îòòèñêè ìíîãèì êðóïíûì ìàòåìàòèêàì. �àçóìååòñÿ, â ïåðâóþ î÷å-ðåäü àâòîðàì äðóãèõ äîêàçàòåëüñòâ òåîðåìû Âåéåðøòðàññà: Ëåáåãó, Ôåéåðó èÝäì. Ëàíäàó.Â 1925 ãîäó Ïîëèà è Ñåã¼ â ñâî¼ì ñáîðíèêå çàäà÷ ïîìåñòèëè äîêàçàòåëü-ñòâî òåîðåìû Áåðíøòåéíà, êîòîðîå, êàê è ïåðâîíà÷àëüíîå, îïèðàëîñü íà òåî-ðèþ âåðîÿòíîñòåé, íî ïðè ýòîì íå ïðèâëåêàëî å¼ òåðìèíîëîãèè è òåõíèêè.Íåîáõîäèìûå òîæäåñòâà óñòàíàâëèâàëèñü íåïîñðåäñòâåííî. Â êíèãàõ ïî òåî-ðèè ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèé òåïåðü îáû÷íî èçëàãàåòñÿ ýòîò âàðèàíò. Êàæåòñÿ,â äðóãèõ ðàáîòàõ äî òðèäöàòûõ ãîäîâ íå âñòðå÷àëèñü êàêèå-íèáóäü ñóùåñòâåí-íûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ ïîëèíîìàìè (1).2°. Â 1930 ãîäó ïî èíèöèàòèâå àêàäåìèêà Ñ. Í. Áåðíøòåéíà â Õàðüêîâå ñî-ñòîÿëñÿ Ïåðâûé âñåñîþçíûé ñúåçä ìàòåìàòèêîâ. Íà ýòîì ñúåçäå òðè ìîëîäûõìàòåìàòèêà Å. Â. Âîðîíîâñêàÿ, Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ è È. Í. Õëîäîâñêèé ñäåëàëèèíòåðåñíûå äîêëàäû î ñâîéñòâàõ è ïðèìåíåíèè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà.471



472 �ÀÁÎÒÛ Ë. Â. ÊÀÍÒÎ�ÎÂÈ×À Î ÏÎËÈÍÎÌÀÕ Ñ. Í. ÁÅ�ÍØÒÅÉÍÀË. Â. Êàíòîðîâè÷ èññëåäîâàë ïðèáëèæåíèå äâóõ ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷-íûõ êëàññîâ �óíêöèé, à èìåííî: �óíêöèé, èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó, è �óíêöèéàíàëèòè÷åñêèõ.Äëÿ àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé f 2 L[0; 1℄ ïî áàçèñó Áåðíøòåéíà (2) ïðî-ñòðàíñòâà ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n ñòðîÿòñÿ ïîëèíîìû�n(f ; x) = nXk=0 'nk(f)pnk(x); (3)ãäå 'nk(f) � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå �óíêöèîíàëû, íå îáÿçàòåëüíî ëèíåé-íûå, ïîäáèðàåìûå â çàâèñèìîñòè îò ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Êàê ïðàâèëî,'nk(f) � íåêîòîðîå óñðåäíåíèå çíà÷åíèé f â îêðåñòíîñòè òî÷åê kn . Ýòîò ìåòîäâèäîèçìåíåíèÿ ïîëèíîìîâ (1) Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ ïðèìåíÿë äëÿ ÿâíîãî ïîñòðî-åíèÿ ïîëèíîìîâ, ïðèáëèæàþùèõ èçìåðèìûå �óíêöèè, â ñëó÷àÿõ, êîãäà áûëèèçâåñòíû òîëüêî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.Ïî òåîðåìå Ôðåøå, åñëè f 2 L[0; 1℄, òî ñóùåñòâóþò ïîëèíîìû Pn, êîòî-ðûå ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó ê f . Â êà÷åñòâå ïîäõîäÿùèõ 'nk Ë. Â. Êàíòîðîâè÷âûáèðàåò 'nk(f) = (n+ 1) Z k+1n+1kn+1 f(t)dt;òî åñòü ïîëèíîìû Kn(f ; x) = (n + 1) nXk=0 pnk(x) Z k+1n+1kn+1 f(t)dt: (4)Èç ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà (1) ïîëèíîìû Êàíòîðîâè÷à (4) ïîëó÷àþòñÿ òàê.Åñëè F (x) = Z x0 f(t)dt;òî B0n+1(F ; x) = (n+ 1) nXk=0�F ( k+1n+1)� F ( kn+1)�pnk(x) = Kn(f ; x):Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Kn(f ; x0) ñõîäèòñÿ ê f(x0) â êàæäîé òî÷êå Ëåáåãà x0, ñëåäî-âàòåëüíî, ïî÷òè âñþäó. Äëÿ îöåíêè ðàçíîñòè ��Kn(f ; x0)� f(x0)�� ïðèìåíÿþòñÿèçâåñòíûå èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íåðàâåíñòâà äëÿ öåíòðàëüíûõ ìîìåíòîâ:S2�;n(x) = nXk=0( kn � x)2�pnk(x) 6 A� x(1� x)n� : (5)



Â. Ñ. Âèäåíñêèé 4733°. Ïðèâîäèòñÿ òàêæå äðóãîé âàðèàíò ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðîâ (3). �àñ-ñìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïðèáëèæåíèè íà îòðåçêå [0; 1℄ ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåð-õó è îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó �óíêöèé f . Ïî òåîðåìå Áýðà äëÿ ëþáîé òàêîé�óíêöèè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê íåéíà [0; 1℄. Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ ñòðîèò ïðèáëèæàþùèå ïîëèíîìû, ïîëàãàÿ'nk(f) = max�f(x) j j kn � xj 6 33pn�: (6)Âûáîð îêðåñòíîñòåé òî÷åê kn äèêòóåòñÿ ïðèìåíåíèåì â äàëüíåéøåì íåðàâåí-ñòâà (5) ïðè � = 9. Îáîçíà÷èì îïåðàòîð (3) ñ 'nk(f) âèäà (6) ÷åðåç ��n(f ; x).Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x 2 [0; 1℄limn!1 ��n(f ; x) = f(x); ��n(f ; x) > f(x):4°. Âòîðóþ ÷àñòü äîêëàäà Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ ïîñâÿòèë àïïðîêñèìàöèè àíà-ëèòè÷åñêèõ íà îòðåçêå [0; 1℄ �óíêöèé. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîñòàâëåííûõ ïðî-áëåì îêàçàëèñü äîñòàòî÷íûìè êëàññè÷åñêèå ïîëèíîìû (1), è íå ïîòðåáîâàëèñüèõ âèäîèçìåíåíèÿ (3).Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ öåëîé �óíêöèåé. Ê å¼ñòåïåííîìó ðÿäó f(t) = 1Xk=0 aktkïî÷ëåííî ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàòîð ÁåðíøòåéíàBn�f(t); z� = 1Xk=0 akBn(tk; z):Ëåãêî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ÷òî ïðè R > 1 â êðóãå jzj 6 R âûïîëíÿþòñÿíåðàâåíñòâà ��Bn(tk; z)�� 6 3k�1Rk;â êîòîðûõ ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò n. Òàêèì îáðàçîì,��Bn(f ; z)�� 6 1Xk=0 jakj3k�1Rk = S(R):Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �Bn(f ; z)	 ïî òåîðåìå Ìîíòåëÿ êîìïàêòíà â êðó-ãå jzj 6 R. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíà ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f(x) íà îòðåçêå [0; 1℄;ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Âèòàëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �Bn(f ; z)	 ñõîäèòñÿðàâíîìåðíî ê f(z) â êðóãå jzj 6 R.



474 �ÀÁÎÒÛ Ë. Â. ÊÀÍÒÎ�ÎÂÈ×À Î ÏÎËÈÍÎÌÀÕ Ñ. Í. ÁÅ�ÍØÒÅÉÍÀ5°. Â 1912 ãîäó Ñ. Í. Áåðíøòåéí èññëåäîâàë íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå�óíêöèè f , àíàëèòè÷åñêîé íà îòðåçêå [a; b℄. Ñ ýòîé öåëüþ îí ðàçëîæèë f âðÿä Ôóðüå ïî îðòîãîíàëüíûì ïîëèíîìàì ×åáûø¼âà Tk:f(t) = 1Xk=0 kTk(t): (7)Îáîçíà÷èì ÷åðåç E íåêîòîðûé ýëëèïñ ñ öåíòðîì â ñåðåäèíå îòðåçêà [a; b℄ èïîëþñàìè íà åãî êîíöàõ a è b. Åñëè f ðåãóëÿðíà âíóòðè è íà ãðàíèöå E, òîðÿä (7) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà �E.Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ ðàññìîòðåë ïðèáëèæåíèå ïîëèíîìàìè Áåðíøòåéíà àíà-ëèòè÷åñêîé íà îòðåçêå [0; 1℄ �óíêöèè f è ïðèìåíèë ïî÷ëåííî ê ðÿäó (7) îïå-ðàòîð Bn: Bn(f ; z) = 1Xk=0 kBn(Tk; z):Ïî ñõåìå, àíàëîãè÷íîé òîé, êîòîðàÿ áûëà èñïîëüçîâàíà äëÿ öåëûõ �óíêöèé,Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ äîêàçàë, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �Bn(f ; z)	 êîìïàêòíà íà Eè ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f(z) íà �E. Íåîæèäàííî îí ïîïóòíî çàìåòèë, ÷òîèíîãäà â íåêîòîðûõ òî÷êàõ z0, íå ëåæàùèõ â E, limn!1Bn(f ; z0) = f(z0).6°. Ýòè ðàáîòû Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à î÷åíü çàèíòåðåñîâàëè àêàäåìèêàÑ. Í. Áåðíøòåéíà, êîòîðûé ïðåäñòàâèë äâå åãî ñòàòüè â àêàäåìè÷åñêèåæóðíàëû; îäíó â ÄÀÍ(1930) è äðóãóþ â ÈÀÍ(ÎÌÅÍ) (1931). Êðîìå òîãî,Ñ. Í. Áåðíøòåéí è ñàì âêëþ÷èëñÿ â èññëåäîâàíèå îáëàñòè ñõîäèìîñòè fBn(f)gê f , êîãäà f àíàëèòè÷åñêàÿ íà [0; 1℄. Íà ýòó òåìó îí îïóáëèêîâàë â 1936 ãîäóäâå êðàòêèå çàìåòêè è îäíó áîëüøóþ ñòàòüþ â 1943 ãîäó. Ýòà ñòàòüÿ íà÷èíàåò-ñÿ ñëîâàìè: ¾Âîïðîñ î ñõîäèìîñòè â êîìïëåêñíîé îáëàñòè ìíîãî÷ëåíîâ Bn(f)âïåðâûå áûë ðàññìîòðåí Ë. Â. Êàíòîðîâè÷åì â ïðåêðàñíîé ðàáîòå [2℄¿.Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî âî âñåõ ÷åòûð¼õ òîìàõ Ñî÷èíåíèé Ñ. Í. Áåðíøòåéíà íåíàéä¼òñÿ áîëüøå íè îäíîãî ñòîëü ïîõâàëüíîãî îòçûâà î êàêîé-íèáóäü ðàáîòåäðóãîãî àâòîðà.Ñ. Í. Áåðíøòåéí ïîëó÷èë íîâûå ãëóáîêèå ðåçóëüòàòû, âûðàçèâ ïîëè-íîì Bn(f ; z) ÷åðåç êîíòóðíûé èíòåãðàë è èñïîëüçîâàâ âñþ ìîùü òåõíè÷åñêîãîàïïàðàòà òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.7°. Ïî ñîâåòó Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à �. �. Ëîðåíö ðàññìîòðåë âîïðîñ î ïðè-áëèæåíèè f 2 Lp[0; 1℄ ïîëèíîìàìè. Îí äîêàçàë, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-ëèíîìîâ �Kn(f)	 ñõîäèòñÿ ê f â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Lp.Â. �. Àìåëüêîâè÷ � ó÷åíèöà ëüâîâñêîãî ïðî�åññîðà È. �. Ñîêîëîâà � èñ-ñëåäîâàëà â îáùåì âèäå îïåðàòîðû Êàíòîðîâè÷à (3). Ïðèâåä¼ì âêðàòöå å¼èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò. Ïóñòü 'nk(f) � ëèíåéíûå ïîëîæèòåëüíûå �óíêöèîíà-ëû, îïðåäåë¼ííûå íà [0; 1℄, è âñå 'nk(1) ðàâíû åäèíèöå, òàê ÷òî �n(1; x) = 1.



Â. Ñ. Âèäåíñêèé 475Îáîçíà÷èì Æn = �n(t2; x)� x2 + 2�n(t; x)� x:Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî limn!1nÆn > ; (8)ãäå ïîñòîÿííàÿ  ïîëîæèòåëüíà,  > 0; 01. Ìû âèäèì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðåîäíà èç äâóõ �óíêöèé t èëè t2 íå ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà îïåðàòîðàìè �nñî ñêîðîñòüþ, áîëüøåé ÷åì n�1. Íåðàâåíñòâî (8) áûëî âûâåäåíî ïðè ïîìîùèðàññóæäåíèé, êîòîðûå Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ ïðèìåíèë äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìÔðåøå è Áýðà.Â. Ñ. Âèäåíñêèé âûâåë íåðàâåíñòâî (8) èíûì ñïîñîáîì è âû÷èñëèë, ÷òî = 0; 25. Ýòî òî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ; ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ ïîëèíîìîâ Áåðí-øòåéíà ïðè ëþáîì n.8°. Ñúåçä ìàòåìàòèêîâ â Õàðüêîâå ïðîõîäèë ÷åðåç 18 ëåò ïîñëå òîãî, êàêáûëè ïîñòðîåíû ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà. Îäíàêî, ê òîìó âðåìåíè åùå íåìíî-ãèå íà÷àëè èõ ïðèìåíÿòü èëè èññëåäîâàòü èõ ñâîéñòâà. Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ áûëâ ÷èñëå ïåðâûõ, êòî âí¼ñ ñåðü¼çíûé âêëàä â ïðèìåíåíèå è îáîáùåíèå ýòèõïîëèíîìîâ.Çàòåì ñèòóàöèÿ ðåçêî èçìåíèëàñü. Ìíîãèå ìàòåìàòèêè ñòàëè èíòåðåñî-âàòüñÿ ïîëèíîìàìè Áåðíøòåéíà è ëèíåéíûìè ïîëîæèòåëüíûìè îïåðàòîðàìèáåðíøòåéíîâñêîãî òèïà. Áèáëèîãðà�èÿ ðàáîò â ýòîì íàïðàâëåíèè çà ïîñëåä-íèå 60 ëåò íàñ÷èòûâàåò áîëüøå ÷åì 1500 íàçâàíèé.ß áëàãîäàðåí ïðî�. Â. Í. Ìàëîç¼ìîâó, êîòîðûé âûäâèíóë òåìó ýòîé çà-ìåòêè è îáñóäèë ñî ìíîé â îáùèõ ÷åðòàõ å¼ ñîäåðæàíèå.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ë. Â. Êàíòîðîâè÷. Î íåêîòîðûõ ðàçëîæåíèÿõ ïî ïîëèíîìàì â �îðìåÑ. Í. Áåðíøòåéíà. ÄÀÍ(À), 1930, 20, ñ. 563�566; 21, . 595�600.2. Ë.Â.Êàíòîðîâè÷.Î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìîâ Ñ.Í.Áåðí-øòåéíà çà ïðåäåëàìè îñíîâíîãî èíòåðâàëà. ÈÀÍ(ÎÌÅÍ), 1931, ñ. 1103�1115.3. Ë. Â. Êàíòîðîâè÷. La representation expliite d'une fontion mesurable arbit-raire dans la forme de la limite d'une suite de polynomes. Ìàòåì. ñá., 1934,41, . 508�510.4. Ñ. Í. Áåðíøòåéí. Ñî÷èíåíèÿ. Ò.1. Ì. 1952; Ò.2. Ì. 1954. Ñòàòüè � 3, 4, 57,64, 65, 81.5. �. �. Ëîðåíö. Zur Theorie der Polynome von S. Bernstein. Ìàòåì.ñá., 1937,2 (44), . 543�556.
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Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÎ�ÅÌÛÄËß ÑÕÅÌÛ SUBDIVISIONÍ. Â. ×àøíèêîâ11 �åâðàëÿ 2012 ã.Äàííûé äîêëàä îñíîâàí íà ñòàòüå [1℄ è ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì äîêëàäà [2℄.Îïèñàíà ñâÿçü ñõåìû subdivision ñ ìàñøòàáèðóþùèì óðàâíåíèåì. Ïðèâåäåíûäîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè ïðåäåëüíîé �óíêöèè ïðîöåññà subdivision.1°. Íàïîìíèì îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è ðåçóëüòàòû èç [2℄.Ïóñòü çàäàíà ìàñêà subdivision fskgk2Z è íà÷àëüíûé íàáîð êîíòðîëüíûõòî÷åê fp0kgk2Z èç ïðîñòðàíñòâà Rn . Ïðîöåññ subdivision çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðî-åíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåêòîðîâ fpmk g, m = 1; 2; : : :, îïðåäåëÿåìûõ ðåêóð-ðåíòíûì ñîîòíîøåíèåìpml =Xk2Zsl�2k pm�1k ; l 2 Z; m = 1; 2; : : : : (1)Îáîçíà÷èì ÷åðåç s(z) ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fskg, à÷åðåç pm(z) � ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé fpmk g ïðè m == 0; 1; 2; : : :. �àâåíñòâî (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîèçâîäÿùèõ�óíêöèé: pm(z) = s(z)pm�1(z2); m = 1; 2; : : : : (2)Ïðè êàæäîì m ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ fpmk g ñòðîèòñÿêóñî÷íî-ëèíåéíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿPm(t) =Xk pmk bN(2m t� k); t 2 R;ãäå bN(t) = (1� jtj; ïðè t 2 [�1; 1℄,0; ïðè îñòàëüíûõ t.477



478 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ ÄËß ÑÕÅÌÛ SUBDIVISIONÅñëè ñõåìà subdivision ñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-�óíêöèéPm(t)ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê âåêòîð-�óíêöèè, îáîçíà÷àåìîé P(t). Ñõåìà subdivisioníàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé, åñëè äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî íàáîðà êîíòðîëüíûõòî÷åê fp0kg ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-�óíêöèé Pm(t) ñõîäèòñÿ ê âåêòîð-�óíêöèè, òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ.Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 èç [2℄, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè íåâûðîæäåí-íîé ñõåìû subdivision ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ðàâåíñòâXk s2k =Xk s2k+1 = 1: (3)�àâåíñòâà (3) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ýêâèâàëåíòíîé �îðìå ïðè ïîìîùè ïðî-èçâîäÿùåé �óíêöèè s(z): s(1) = 2; s(�1) = 0: (4)2°. Â äîêëàäå [3℄ ñõåìà subdivision ñòðîèëàñü íà îñíîâàíèè ìàñøòàáèðóþ-ùåãî óðàâíåíèÿ äëÿ B-ñïëàéíîâ. Îêàçûâàåòñÿ, àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå ñâÿçàíîè ñî ñõåìîé subdivision îáùåãî âèäà.ËÅÌÌÀ 1. Ïóñòü ñõåìà subdivision ñ ìàñêîé fskg ñõîäèòñÿ è óäîâëåòâî�ðÿåò óñëîâèÿì (4). Òîãäà ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì íàáîðå êîíòðîëüíûõ òî÷åêäëÿ ïðåäåëüíîé âåêòîð-�óíêöèè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîZ 1�1P(t) dt =Xk p0k: (5)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôèêñèðóåì íà÷àëüíûé íàáîð êîíòðîëüíûõ òî÷åê fp0kg.Ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì m â ñèëó óñëîâèÿ (4) èìååìpm(1) = s(1)pm�1(1) = 2pm�1(1) = � � � = 2m p0(1):Ñëåäîâàòåëüíî, Z 1�1Pm(t) dt =Xk pmk Z 1�1 bN(2m t� k) dt ==Xk pmk 2�m Z 1�1 bN(� � k) d� = 2�m pm(1) = p0(1):Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m!1, ïîëó÷àåìZ 1�1P(t) dt = p0(1) =Xk p0k;÷òî è òðåáîâàëîñü.



Í. Â. ×àøíèêîâ 479ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïóñòü ñõåìà subdivision ñ ìàñêîé fskg ñõîäèòñÿ è íåâûðîæ�äåíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ �óíêöèÿ ' 2 C(R), îáëàäàþùàÿ ñëå�äóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) supp' � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî;2) ñïðàâåäëèâî ìàñøòàáèðóþùåå óðàâíåíèå'(t) =Xk sk '(2t� k); t 2 R; (6)3) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâîXk '(t� k) = 1; t 2 R: (7)Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî íàáîðà êîíòðîëüíûõ òî÷åê fp0kg ïðåäåëü�íàÿ �óíêöèÿ ïðîöåññà subdivision âûðàæàåòñÿ �îðìóëîéP(t) =Xk p0k '(t� k): (8)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïðåäåëèì íà÷àëüíûé íàáîð êîíòðîëüíûõ òî÷åê â ïðî-ñòðàíñòâå R: f 0k = Æk0; k 2 Z:×åðåç ffmk g îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíòðîëüíûõ òî÷åê íà øàãåm ïðî-öåññà subdivision, à ÷åðåç fm(z) � ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ.Ââåä¼ì êóñî÷íî-ëèíåéíûå �óíêöèèFm(t) =Xk fmk bN(2m t� k); t 2 R:Òàê êàê ñõåìà subdivision ñõîäèòñÿ, ñóùåñòâóåò ïðåäåë �óíêöèé Fm ïðèíåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè m. Ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ è âîçüì¼ì â êà÷åñòâå�óíêöèè '(t).Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (8). Çà�èêñèðóåì íà÷àëüíûé íàáîðêîíòðîëüíûõ òî÷åê fp0kg. Ïðèìåíÿÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (2), ïðè íàòó-ðàëüíîì m ïîëó÷àåìpm(z) = s(z)pm�1(z2) = s(z)s(z2)pm�1(z2) = � � � = m�1Yj=0 s(z2j )p0(z2m):



480 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ ÄËß ÑÕÅÌÛ SUBDIVISIONÏðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ f 0(z) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ff 0kg òîæäåñòâåííî ðàâíàåäèíèöå. Ïîýòîìó àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ �óíêöèè fm(z) ïðèâîäÿò êðàâåíñòâó fm(z) = m�1Yj=0 s(z2j ):Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâîpm(z) = fm(z)p0(z2m):Ïåðåïèøåì äàííîå òîæäåñòâî â òåðìèíàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:pmk =Xl fml�2ml p0l :Äàëåå, Pm(t) =Xk pmk bN(2m t� k) =Xk Xl fml�2ml p0l bN(2m t� k) ==Xl p0l Xj fmj bN(2m t� 2m l � j) =Xl p0l Fm(t� l):Ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè m â ïðåäåëå ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (8).Ïðîâåðèì, ÷òî ' îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1�3. Ñâîéñòâî 1 íåïîñðåäñòâåííîñëåäóåò èç ëåììû, äîêàçàííîé â [2℄.Îïðåäåëèì íà÷àëüíûé íàáîð êîíòðîëüíûõ òî÷åê ñëåäóþùèì îáðàçîì:p0k = f 1k ; k 2 Z:Â òàêîì ñëó÷àå ïðè m > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî pmk = fm+1k . Äëÿ ëþáîãîâåùåñòâåííîãî t èìååìPm(2t) =Xk pmk bN(2m+1 t� k) =Xk fm+1k bN(2m+1 t� k) = Fm+1(t):Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m!1, óñòàíàâëèâàåì ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâàP(2t) = '(t); t 2 R: (9)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (2) âûïîëíåíî ðà-âåíñòâî f 1(z) = s(z)f 0(z2) = s(z). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî f 1k = sk ïðè âñåõ k.Ïîýòîìó èç äîêàçàííîãî òîæäåñòâà (8) ñëåäóåò, ÷òîP(2t) =Xk sk '(2t� k); t 2 R:



Í. Â. ×àøíèêîâ 481Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è ðàâåíñòâà (9) çàêëþ÷àåì, ÷òî âåðíî ñîîòíîøå-íèå (6). Ñâîéñòâî 2 äëÿ �óíêöèè '(t) ïîäòâåðæäåíî.Ïîëîæèì  (t) =Xk '(t� k); t 2 R:Ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâà (3) è ìàñòøàáèðóþùåå óðàâíåíèå (6), çàïèñûâàåì (2t) =Xk '(2t� k) =Xk �Xj sk�2j�'(2t� k) =Xj Xk sk�2j '(2t� k) ==Xj Xl sl '(2t� 2j � l) =Xj '(t� j) =  (t):Çíà÷èò, ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì m âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî  (t) =  (2�mt). Âñèëó íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè  èìååì (t) = limm!1 (2�mt) =  (0); t 2 R:Èíûìè ñëîâàìè, �óíêöèÿ  ïîñòîÿííà. Èñïîëüçóÿ ëåììó 1, ïîëó÷àåìZ 10  (t) dt =Xk Z 10 '(t� k) dt = Z 1�1 '(t) dt =Xk f 0k = 1:Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ  òîæäåñòâåííî ðàâíà åäèíèöå. Ñâîéñòâî 3 óñòàíîâ-ëåíî.Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ' � åäèíñòâåííàÿ �óíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâà-ìè 1�3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ e' òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì.Ïîêàæåì ïðè ïîìîùè ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî ïðè âñåõ m > 0ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîXk fmk e'(2m t� k) = e'(t); t 2 R: (10)Ïðè m = 0 ðàâåíñòâî (10) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ñäåëàåì èíäóêöè-îííûé ïåðåõîä îò m � 1 ê m. Ïîëüçóÿñü ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì (1) èìàñòøàáèðóþùèì óðàâíåíèåì (6), çàïèñûâàåìXk fmk e'(2m t� k) =Xk Xl sk�2l fm�1l e'(2m t� k) ==Xl fm�1l Xj sj e'(2m t� 2l � j) =Xl fm�1l e'(2m�1 t� l) = e'(t):Òîæäåñòâî (10) äîêàçàíî.



482 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ ÄËß ÑÕÅÌÛ SUBDIVISIONÏðè m > 0 â ñèëó ðàâåíñòâ (10) è (7) äëÿ �óíêöèè e' èìååìje'(t)� '(t)j = ����Xk fmk e'(2m t� k)�Xk '(t) e'(2m t� k)���� == ����Xk �fmk � '(t)�e'(2m t� k)���� 6Xk ��fmk � '(2�m k)�� ��e'(2m t� k)�� ++Xk ��'(2�m k)� '(t)�� ��e'(2m t� k)��:Ïîêàæåì, ÷òî îáå ñóììû â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðèíåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè m. Íîñèòåëü e' êîìïàêòåí, ïîýòîìó ñóùåñòâóåòïîëîæèòåëüíîå öåëîå L òàêîå, ÷òîsupp e' � [�L; L℄:Â êàæäîé èç ñóìì íå áîëüøå 2L+1 íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ. Òàê êàê �óíêöèÿ 'ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé Fm, òî âåëè÷èíà��fmk � '(2�m k)�� = ��Fm(2�m k)� '(2�m k)��ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî ïî k. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îãðàíè÷åííîñòü�óíêöèè e' ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâàÿ ñóììà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.Åñëè e'(2m t � k) îòëè÷íî îò íóëÿ, òî j2m t � kj 6 L, òàê ÷òî ñïðàâåäëèâîíåðàâåíñòâî jt � 2�m kj 6 2�m L. Â ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè �óíê-öèè ' âûðàæåíèå ��'(2�m k)� '(t)��ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî ïî k. Ïîëüçóÿñü îãðàíè÷åííîñòüþ �óíêöèè e',ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî è âòîðàÿ ñóììà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðà-íè÷åííîì âîçðàñòàíèè m.Èòàê, je'(t)� '(t)j = 0 ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ t. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿe' òîæäåñòâåííî ðàâíà '.Òåîðåìà äîêàçàíà.3°. Ïåðåéä¼ì ê îïèñàíèþ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ãëàäêîñòè ïðåäåëüíîéâåêòîð-�óíêöèè ïðîöåññà subdivision.ËÅÌÌÀ 2. Ïóñòü ñõåìà subdivision ñ ìàñêîé fskg ñõîäèòñÿ è íåâûðîæäåíà.Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fs1kg �îðìóëîés1k = sk + sk�12 ; k 2 Z: (11)Òîãäà ñõåìà subdivision ñ ìàñêîé fs1kg òàêæå ñõîäèòñÿ è íåâûðîæäåíà.



Í. Â. ×àøíèêîâ 483Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ s1(z) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fs1kgèìååò âèä s1(z) = 1+z2 s(z):Äëÿ ñõåìû subdivision ñ ìàñêîé fskg âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñõîäè-ìîñòè (4). Â ÷àñòíîñòè, s(1) = 2. Ïîýòîìó ðàâåíñòâà (4) âåðíû è äëÿ �óíê-öèè s1(z). Ñïðàâåäëèâà �îðìóëà s1(z) = (1 + z)d(z), ãäå d(z) = 12s(z).Çà�èêñèðóåì íà÷àëüíûé íàáîð êîíòðîëüíûõ òî÷åê fp0kg. Ïîëîæèì q0(z) == �p0(z) è ðàññìîòðèì ïðîöåññ subdivision ñ ìàñêîé fskg è íà÷àëüíûì íà-áîðîì êîíòðîëüíûõ òî÷åê fq0kg. Îáîçíà÷èì ÷åðåç fqmk g ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,ïîëó÷àåìóþ íà øàãå m, ÷åðåç Qm � ñîîòâåòñòâóþùóþ åé êóñî÷íî-ëèíåéíóþâåêòîð-�óíêöèþ. Òàê êàê ñõåìà ñ ìàñêîé fskg ñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü âåêòîð-�óíêöèé Qm èìååò ïðåäåë. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òîïîñëåäîâàòåëüíîñòü maxt2R kQm(t)k îãðàíè÷åíà ñâåðõó íåêîòîðîé êîíñòàí-òîé  > 0. Èìååì maxk kqmk k 6 maxt2R kQm(t)k 6 : (12)�àññìîòðèì ïðîöåññ subdivision ñ ìàñêîé fs1kg äëÿ íà÷àëüíîãî íàáîðà êîí-òðîëüíûõ òî÷åê fp0kg. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 â [2℄ èçâåñòíî ðåêóððåíò-íîå ñîîòíîøåíèå �pm(z) = d(z)�pm�1(z2); m > 1:Ïðèìåíÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå m ðàç, ïîëó÷àåì�pm(z) = d(z)�pm�1(z2) = d(z)d(z2)�pm�2(z2) = � � � =�m�1Yj=0 d(z2j )��p0(z2m):Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ m ðàç ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (2) äëÿ ïðîèçâîäÿ-ùåé �óíêöèè qm(z), çàïèøåìqm(z) = s(z)qm�1(z2) = s(z)s(z2)�qm�2(z2) = � � � = �m�1Yj=0 s(z2j )�q0(z2m):Âìåñòå ýòè äâà òîæäåñòâà äàþò ðàâåíñòâî�pm(z) = �m�1Yj=0 12s(z2j )��p0(z2m) = 2�mqm(z):Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîmaxk k�pmk k = 2�m maxk qmk 6 2�m; :



484 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ ÄËß ÑÕÅÌÛ SUBDIVISIONÈñïîëüçóÿ òåîðåìó 2 èç [2℄ ñ  = 12 çàêëþ÷àåì, ÷òî ñõåìà subdivision ñ ìàñ-êîé fs1kg ñõîäèòñÿ.Îñòàëîñü ïðîâåðèòü íåâûðîæäåííîñòü ñõåìû subdivision ñ ìàñêîé fs1kg.Âîçüì¼ì ëþáîé íà÷àëüíûé íàáîð êîíòðîëüíûõ òî÷åê fp0kg ñ íåíóëåâîé ñóì-ìîé. Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ s1(z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4), ïîýòîìó ïîëåììå 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ íå ìîæåò áûòü òîæäå-ñòâåííî ðàâíà íóëþ.Ëåììà äîêàçàíà.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïóñòü ñõåìà subdivision ñ ìàñêîé fskg ñõîäèòñÿ. Òîãäà äëÿëþáîãî íà÷àëüíîãî íàáîðà êîíòðîëüíûõ òî÷åê fp0kg ïðîöåññ subdivision ñ ìàñ�êîé fs1kg, çàäàâàåìîé �îðìóëîé (11), ñõîäèòñÿ ê âåêòîð-�óíêöèè P(t) êëàñ�ñà C1(R). Êðîìå òîãî, ïðîöåññ subdivision ñ ìàñêîé fskg è íà÷àëüíûì íàáîðîìêîíòðîëüíûõ òî÷åê f�p0kg ñõîäèòñÿ ê âåêòîð-�óíêöèè P0(t).Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå 1 äëÿ ñõåìû ñ ìàñêîé fskg íàéä¼òñÿ �óíê-öèÿ '(t), îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè (6) è (7). Ïîëîæèì (t) = Z 10 '(t� �) d�; t 2 R:Ïåðåïèñûâàÿ èíòåãðàë â âèäå Z tt�1 '(�) d�ïîëó÷àåì, ÷òî  0(t) = '(t)� '(t� 1); t 2 R;ïîýòîìó  2 C1(R).Â ñèëó ëåììû 2 ñõåìà subdivision ñ ìàñêîé fs1kg ñõîäèòñÿ è íåâûðîæäåíà.Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ  îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1�3 èç �îðìóëèðîâêè òåîðå-ìû 1 äëÿ ñõåìû subdivision ñ ìàñêîé fs1kg. Êîìïàêòíîñòü íîñèòåëÿ  ñëåäóåòèç àíàëîãè÷íîãî ñâîéñòâà �óíêöèè '. Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü ìàñøòàáèðó-þùåãî óðàâíåíèÿ (6). Èìååì (t) = Z 10 '(t� �) d� = Z 10 Xk sk '(2t� 2� � k) d� == 12Xk Z 20 sk '(2t� � � k) d� = 12Xk sk�Z 10 '(2t� � � k) d� ++ Z 10 '(2t� � � k � 1) d�� = 12Xk sk� (2t� k) +  (2t� k � 1)� =



Í. Â. ×àøíèêîâ 485=Xk sk + sk�12  (2t� k) =Xk s1k  (2t� k):Ñâîéñòâî 2 äëÿ �óíêöèè  (t) óñòàíîâëåíî. Ïðîâåðèì ñâîéñòâî 3:Xk  (t� k) =Xk Z 10 '(t� k � �) d� = Z 10 �Xk '(t� � � k)�d� = 1:Èòàê, �óíêöèÿ  óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1�3 èç �îðìóëèðîâêè òåîðåìû 1.Çà�èêñèðóåì íà÷àëüíûé íàáîð êîíòðîëüíûõ òî÷åê fp0kg. Ïðåäåëüíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ P ïî òåîðåìå 1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (8):P(t) =Xk p0k  (t� k):Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð-�óíêöèÿ P ïðèíàäëåæèò êëàññó C1(R). ÈìååìP0(t) =Xk p0k  0(t� k) =Xk p0k�'(t� k)� '(t� k � 1)� ==Xk (p0k � p0k�1)'(t� k) =Xk �p0k '(t� k):Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëüíîé âåêòîð-�óíêöèåé ïðîöåññà subdivision ñ ìàñêîé fskg äëÿ íà÷àëüíîãî íàáîðà êîíòðîëü-íûõ òî÷åê f�p0kg.Òåîðåìà äîêàçàíà.4°. Ïîêàæåì, êàê ìåòîä subdivision èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðè-âûõ. Ïóñòü çàäàíû ìàñêà fskg è íà÷àëüíûå òî÷êè p00;p01; : : : ;p0N â ïðî-ñòðàíñòâå Rn . Ïîëîæèì p0k = 0 ïðè îñòàëüíûõ öåëûõ k. Ïðîâåä¼ì ïðî-öåññ subdivision äëÿ íà÷àëüíîãî íàáîðà êîíòðîëüíûõ òî÷åê fp0kg. Êóñî÷íî-ëèíåéíûå âåêòîð-�óíêöèè Pm(t) îïðåäåëÿþò ëîìàíûå â ïðîñòðàíñòâå Rn . Åñ-ëè ïðîöåññ subdivision ñõîäèòñÿ, òî ëîìàíûå ñòðåìÿòñÿ ê êðèâîé, çàäàâàåìîéïðåäåëüíîé âåêòîð-�óíêöèåé P(t). Â òàêîì ñëó÷àå ïðîöåññ subdivision ìîæíîðàññìàòðèâàòü êàê ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ëîìàíûõ, ÿâëÿþùèõñÿ ïðèáëèæåíè-ÿìè ïðåäåëüíîé êðèâîé. Ìåíÿÿ íà÷àëüíûå êîíòðîëüíûå òî÷êè fp0kg, ìîæíîâëèÿòü íà �îðìó ïîëó÷àåìûõ ëîìàíûõ è ïðåäåëüíîé êðèâîé.Çàìåòèì, ÷òî âñå âåêòîð-�óíêöèè Pm(t) è âåêòîð-�óíêöèÿ P(t) ðàâíû íó-ëþ âíå íåêîòîðîãî îòðåçêà. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå ëîìàíûå è ïðåäåëüíàÿêðèâàÿ íà÷èíàþòñÿ è çàêàí÷èâàþòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò íåçàâèñèìî îò íà-áîðà òî÷åê fp0kg. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòüâåêòîð-�óíêöèè Pm(t) ïðè òàêèõ t, äëÿ êîòîðûõ íà çíà÷åíèå âåêòîð-�óíêöèè



486 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ ÄËß ÑÕÅÌÛ SUBDIVISIONíå âëèÿþò èñêóññòâåííî äîáàâëåííûå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fp0kg íóëåâûå ÷ëå-íû. Ïîêàæåì, êàê íàéòè ìíîæåñòâà òàêèõ t.Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿa = minfk j sk 6= 0g; b = maxfk j sk 6= 0g:�åêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåpml = Xl�b2 6k6 l�a2 sl�2k pm�1k ; l 2 Z; m = 1; 2; : : : : (13)Íà ïåðâîì øàãå subdivision ïî �îðìóëå (13) ñòðîÿòñÿ âåêòîðû p1l . Íàéä¼ìäèàïàçîí èíäåêñîâ l, äëÿ êîòîðûõ â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (13) íå ó÷àñòâó-þò èñêóññòâåííî ââåä¼ííûå íóëåâûå ÷ëåíû èç íàáîðà fp0kg. Îáîçíà÷èì ýòîòäèàïàçîí ÷åðåç a1 : b1. Àíàëîãè÷íî, íà âòîðîì øàãå âû÷èñëèì äèàïàçîí èí-äåêñîâ l, äëÿ êîòîðûõ â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (13) ó÷àñòâóþò òîëüêî èíäåê-ñû k èç ìíîæåñòâà a1 : b1. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, îáîçíà÷èì ÷åðåç am : bmäèàïàçîí èíäåêñîâ, ïîëó÷àåìûé íà øàãå m. ×èñëà am, bm îïðåäåëÿþòñÿ èçðàâåíñòâà am : bm = �l 2 Z �� [ l�b2 ; l�a2 ℄ � [am�1; bm�1℄	:Ïðèõîäèì ê ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþam = 2 am�1 + b; bm = 2 bm�1 + a; m = 1; 2; : : :ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè a0 = 0, b0 = N . Ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ m èìååì2�m am = 2�(m�1) am�1 + 2�m b = 2�(m�2) am�2 + 2�(m�1) b + 2�m b = � � � == a0 + mXk=1 2�k b = (1� 2�m)b:Àíàëîãè÷íî2�m bm = 2�(m�1) bm�1 + 2�m a = 2�(m�2) bm�2 + 2�(m�1) a+ 2�m a = � � � == b0 + mXk=1 2�k a = N + (1� 2�m)a:Èòàê, ïðè ïîñòðîåíèè ëîìàíîé, çàäàâàåìîé âåêòîð-�óíêöèåé Pm(t), çíà-÷åíèÿ t áåðóòñÿ èç îòðåçêà[2�m am; 2�m bm℄ = �(1� 2�m)b; N + (1� 2�m)a�:Óñòðåìëÿÿ m ê áåñêîíå÷íîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ îïðåäåëÿåòñÿâåêòîð-�óíêöèåé P(t) ïðè t 2 [b; N + a℄.



Í. Â. ×àøíèêîâ 4875°. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàñêà subdivision fskg óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþs2k = Æk0; k 2 Z: (14)Çà�èêñèðóåì íà÷àëüíûé íàáîð êîíòðîëüíûõ òî÷åê fp0kg. Äëÿ âñåõ íàòóðàëü-íûõ m è öåëûõ k èìååì pm2k =Xl s2k�2lpm�1l = pm�1k :Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ äàííîå ðàâåíñòâî, çàïèøåìpm2mk = pm�12m�1k = � � � = p0k:Ñëåäîâàòåëüíî, Pm(k) = pm2mk = p0k: (15)Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m!1, ïîëó÷èì ðàâåíñòâîP(k) = p0k; k 2 Z: (16)Îáðàòèìñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïðîöåññà subdivision. Åñëè ìàñêàsubdivision óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (14), òî ðàâåíñòâà (15) è (16) îçíà÷àþò, ÷òîêàê ïîñòðîåííûå íà êàæäîì øàãå ëîìàíàÿ, òàê è ïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ ïðîõî-äÿò ÷åðåç íà÷àëüíûå êîíòðîëüíûå òî÷êè. Òàêèå ñõåìû subdivision íàçûâàþòèíòåðïîëÿöèîííûìè.6°. Ïóñòü ìàñêà subdivision çàäà¼òñÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåés(z) = 116(�z�3 + 9z�1 + 16 + 9z � z3):Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî íàáîðà êîíòðîëüíûõ òî÷åê ïðîöåññsubdivision ñõîäèòñÿ ê âåêòîð-�óíêöèè êëàññà C1. Ôóíêöèþ s(z) ìîæíî çà-ïèñàòü â âèäå s(z) = 1+z2 s0(z), ãäås0(z) = 18(�z�3 + z�2 + 8z�1 + 8 + z � z2):Ôóíêöèÿ s0(z), â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå s0(z) = (1 + z)d(z), ãäåd(z) = 18(�z�3 + 2z�2 + 6z�1 + 2� z):Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3 èç [2℄ äëÿ ñõåìû ñ ìàñêîé s0(z). Åñëè âçÿòü r = 1,òî ïîëó÷èì Æ = maxk Xl jdk�2lj = maxf1; 12g = 1;



488 Ï�ÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÎ�ÅÌÛ ÄËß ÑÕÅÌÛ SUBDIVISIONè óñëîâèå òåîðåìû íå âûïîëíåíî. Ïðè r = 2 èìååì~d(z) = d(z)d(z2) = 164(z�9 � 2z�8 � 8z�7 + 2z�6 + 7z�5 + 16z�4 + 32z�3 ++ 16z�2 + 7z�1 + 2� 8z � 2z2 + z3):Â ýòîì ñëó÷àå Æ = maxk Xl j ~dk�4lj = max�14 ; 516 ; 34 ; 516	 = 34 :Óñëîâèå òåîðåìû 3 èç [2℄ âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñõåìà subdivision ñ ìàñ-êîé s0(z) ñõîäèòñÿ. Ïî òåîðåìå 2 èñõîäíûé ïðîöåññ subdivision ñ ìàñêîé fskgäëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî íàáîðà êîíòðîëüíûõ òî÷åê ñõîäèòñÿ ê âåêòîð-�óíêöèèêëàññà C1.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîý��èöèåíòîâ �óíêöèè s(z) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-âèþ (14), ïîýòîìó ñõåìà subdivision ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííîé. Îíà íàçû-âàåòñÿ ÷åòûð¼õòî÷å÷åíîé èíòåðïîëÿöèîííîé ñõåìîé [4℄.Ï�ÈÌÅ�. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ëîìàíûõ ïðè ïîìîùè ÷åòûð¼õòî-÷å÷íîé èíòåðïîëÿöèîííîé ñõåìû subdivision. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà ëîìàíàÿ ñâåðøèíàìè â íà÷àëüíûõ êîíòðîëüíûõ òî÷êàõ fp0kg. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí ïåðåõîäîò ëîìàíîé fp0kg ê fp1kg, íà ðèñ. 3 � îò fp1kg ê fp2kg. Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ ëîìà-íàÿ èçîáðàæåíà øòðèõîâîé ëèíèåé, à ïðåîáðàçîâàííàÿ ëîìàíàÿ � ñïëîøíîéëèíèåé è å¼ âåðøèíû îòìå÷åíû êðóæêàìè. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà ëîìàíàÿ,çàäàâàåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ fp3kg, è íà÷àëüíûå êîíòðîëüíûå òî÷êè.
b

b b

bb

b b

bb

b b

bb

b b

b�èñ. 1. fp0kg
b

b
b

b

b
b

b

b

b
b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

�èñ. 2. fp1kg



Í. Â. ×àøíèêîâ 489
b b b

b

b

b
b

bbb
b

b

b

b

b
b b b

b

b

b

b

b
bbb

b

b

b

b

b

b b b

b

b

b

b

b

bbb

b

b

b

b

b

b
b

�èñ. 3. fp2kg
b

b b

bb

b b

bb

b b

bb

b b

b�èñ. 4. fp3kgËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Dyn N. Subdivision shemes in CAGD // Advanes in Numerial Analysis II:Wavelets, Subdivision Algorithms and Radial Funtions. 1991. P. 36{104.2. ×àøíèêîâ Í. Â. Ñõîäèìîñòü ñõåìû subdivision // Ñåìèíàð ¾DHA &CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 3 äåêàáðÿ 2011 ã.(http://dha.spb.ru/reps11.shtml#1203).3. ×àøíèêîâ Í. Â. Ïîñòðîåíèå êðèâûõ ìåòîäîì subdivision // Ñåìèíàð¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 1 îêòÿáðÿ 2011 ã.(http://dha.spb.ru/reps11.shtml#1001).4. Dyn N., Levin D., Gregory J. A 4-point interpolatory sheme for urve design //Computer Aided Geometri Design. 1987. Vol 4. P. 257{268.



ÏÎËÈÍÎÌÛ ØÀÏÈ�Î ÂÒÎ�Î�Î �ÎÄÀÈ. Ñ. Ñòîÿíîñêà17 ìàðòà 2012 ã.1°. Ïîëèíîìû Øàïèðî îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøå-íèé Pm+1(x) = Pm(x) + x2mQm(x);Qm+1(x) = Pm(x)� x2mQm(x): (1)ïðè m = 0; 1; : : : è íà÷àëüíûõ óñëîâèéP0(x) � 1; Q0(x) � 1(ñì. [1, 2℄). Ïîëèíîì Qm(x) íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ê ïîëèíîìó Pm(x).Îáà ïîëèíîìà Pm(x) è Qm(x) èìåþò ñòåïåíü 2m � 1.Êîý��èöèåíòû ïîëèíîìîâ Øàïèðî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ �1. Äëÿ íèõìîæíî çàïèñàòü ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå. ÏóñòüPm(x) = 2m�1Xk=0 ak xk; Qm(x) = 2m�1Xk=0 bk xk:Ñ èíäåêñîì k 2 0 : 2m � 1 ñâÿæåì åãî äâîè÷íûé êîäk = (km�1; km�2; : : : ; k0)2;ãäå k� 2 f0; 1g. Òîãäà (ñì. [2, 3, 4℄) ïðè m > 2 è k 2 0 : 2m � 1ak = (�1)Pm�1�=1 k��1 k�; bk = (�1)Pm�1�=1 k��1 k�+km�1 : (2)Âåëè÷èíà '(k) = m�1X�=1 k��1 k�ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî ðàç â äâîè÷íîì êîäå èíäåêñà k âñòðå÷àåòñÿ áëîê [1 1℄.Ïîëèíîìû Øàïèðî âòîðîãî ðîäà îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ òåõ æå ðåêóððåíò-íûõ ñîîòíîøåíèé (1), íî ïðè äðóãèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõP0(x) � 1; Q0(x) � �1:Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëèíîìû îáîçíà÷èì ~Pm(x) è ~Qm(x). Â ñòàòüå èçó÷àþòñÿèõ ñâîéñòâà, âêëþ÷àÿ ñâÿçü ñ ïîëèíîìàìè Øàïèðî ïåðâîãî ðîäà.490



È. Ñ. Ñòîÿíîñêà 4912°. Èç (1), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî~P1(x) = 1� x; ~Q1(x) = 1 + x;~P2(x) = 1� x + x2 + x3; ~Q2(x) = 1� x� x2 � x3;~P3(x) = 1� x + x2 + x3 + ~Q3(x) = 1� x+ x2 + x3 �+ x4 � x5 � x6 � x7; � x4 + x5 + x6 + x7:ËÅÌÌÀ 1. Ñïðàâåäëèâû �îðìóëû~Pm+1(x) = ~Pm(�x2)� x ~Pm(x2); m = 0; 1; : : : ; (3)~Qm+1(x) = ~Qm(�x2)� x ~Qm(x2); m = 1; 2; : : : : (4)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òîæäåñòâî (3) ïðè m = 0; 1; 2 è òîæäåñòâî (4) ïðè m == 1; 2 ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò m êm + 1, ñ÷èòàÿ, ÷òî m > 2.Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (1), çàìåíèâ â íèõ m íà m� 1 è x íà x2:~Pm(x2) = ~Pm�1(x2) + x2m ~Qm�1(x2);~Qm(x2) = ~Pm�1(x2)� x2m ~Qm�1(x2): (5)Òåïåðü çàìåíèì â (1) m íà m� 1 è x íà �x2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (�x2)2m�1 = x2mïðè m > 2, ïîëó÷àåì~Pm(�x2) = ~Pm�1(�x2) + x2m ~Qm�1(�x2);~Qm(�x2) = ~Pm�1(�x2)� x2m ~Qm�1(�x2): (6)Íà îñíîâàíèè (1), (5), (6) è èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïðèä¼ì ê �îðìó-ëå (3). Äåéñòâèòåëüíî,~Pm+1(x) = ~Pm(x) + x2m ~Qm(x) = ~Pm�1(�x2)� x ~Pm�1(x2) ++ x2m� ~Qm�1(�x2)� x ~Qm�1(x2)� = ~Pm�1(�x2) + x2m ~Qm�1(�x2)�� x� ~Pm�1(x2) + x2m ~Qm�1(x2)� = ~Pm(�x2)� x ~Pm(x2):Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû (4).3°. Ïóñòü ~Pm(x) = 2m�1Xk=0 k xk; ~Qm(x) = 2m�1Xk=0 dk xk:



492 ÏÎËÈÍÎÌÛ ØÀÏÈ�Î ÂÒÎ�Î�Î �ÎÄÀËÅÌÌÀ 2. Äëÿ êîý��èöèåíòîâ k ñïðàâåäëèâû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøå�íèÿ: 0 = 1 è 2k = (�1)kk; 2k+1 = �k (7)ïðè k 2 0 : 2m�1 � 1 è m = 1; 2; : : :.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (3)~Pm(x) = ~Pm�1(�x2)� x ~Pm�1(x2) == 2m�1�1Xk=0 k (�x2)k � 2m�1�1Xk=0 k x2k+1:Îòñþäà î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò òðåáóåìîå.�åêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (7) ïðè k > 1 ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó �îð-ìóëó 2k+� = (�1)k(�+1)+�k; (8)ãäå � 2 f0; 1g. Ïðè ýòîì 0 = 1, 1 = �1.4°. Ïîëó÷èì ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êîý��èöèåíòîâ k ïîëèíîìà ~Pm(x).Ïóñòü k = (km�1; km�2; : : : ; k0)2 � äâîè÷íûé êîä èíäåêñà k 2 0 : 2m � 1.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïðè k 2 0 : 2m � 1, m > 2 ñïðàâåäëèâà �îðìóëàk = (�1)Pm�1�=1 k��1k�+k0 : (9)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåä¼ì ïî èíäóêöèè. Ïðè m = 2, êîãäà k = (k1; k0)2,�îðìóëà (9) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî (ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî 2 = 1, 3 = 1).Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò m ê m+ 1, ñ÷èòàÿ, ÷òî m > 2.Ïóñòü k 2 0 : 2m+1 � 1. Ïðåäñòàâèì k â âèäå k = 2k0 + �, ãäå k0 2 0 : 2m � 1è � 2 f0; 1g. Çàïèøåì k0 = (k0m�1; k0m�2; : : : ; k00)2. Òîãäàk = (k0m�1; : : : ; k00; �)2:Ñîãëàñíî (8) 2k0+� = (�1)k0(�+1)+� k0 = (�1)k00(�+1)+� k0:Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèîííûì ïðåäïîëîæåíèåì, ñîãëàñíî êîòîðîìók0 = (�1)Pm�1�=1 k0��1k0�+k00:Ïîëó÷èì k = 2k0+� = (�1)k00(�+1)+�+Pm�1�=1 k0��1k0�+k00 =



È. Ñ. Ñòîÿíîñêà 493= (�1)k00�+�+Pm�=2 k��1k� = (�1)Pm�=1 k��1k�+k0 :Òåîðåìà äîêàçàíà.Â ñèëó (1) ïðè m > 1Qm(x) = Pm�1(x)� [Pm(x)� Pm�1(x)℄:Çíà÷èò, ïðè m > 1 dk = k êîãäà k 2 0 : 2m�1 � 1,dk = �k êîãäà k 2 2m�1 : 2m � 1. (10)Íà îñíîâàíèè (9) è (10) çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè m > 2dk = (�1)Pm�1�=1 k��1k�+k0+km�1; k 2 0 : 2m � 1: (11)5°. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a, b, , d âåêòîðû êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìîâ Øàïèðîïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Âåêòîðû a, b, , d ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò èç �îðìóë (2) è (9), (11), åñëè ó÷åñòü, ÷òî2m�1Xk=0 (�1)k0 = 0; 2m�1Xk=0 (�1)km�1 = 0:6°. Ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ïîëèíîìîâ Øàïèðî âòîðîãî ðîäà.ËÅÌÌÀ 3. Ïðè m > 2 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå2m�1�k = (�1)m+k k; k 2 0 : 2m�1 � 1: (12)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèm = 2 ðàâåíñòâî (12) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî m > 3.Ïóñòü k 2 0 : 2m�1 � 1, k = (km�2; : : : ; k0)2. Ñîãëàñíî (9)k = (�1)Pm�2�=1 k��1 k�+k0 :Îáîçíà÷èì k0 := 2m � 1� k = (1; 1� km�2; : : : ; 1� k0)2. Â ñèëó (9)k0 = (�1)Pm�2�=1 (1�k��1)(1�k�)+1�km�2+1�k0 == (�1)m�2Pm�2�=1 k��k0+km�2+Pm�2�=1 k��1k��km�2�k0 = (�1)m+kk:Ëåììà äîêàçàíà.



494 ÏÎËÈÍÎÌÛ ØÀÏÈ�Î ÂÒÎ�Î�Î �ÎÄÀÔîðìóëó (12) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå2m�1�k = (�1)m+k+1 k; k 2 2m�1 : 2m � 1: (13)Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì k0 = 2m � 1� k; k0 2 0 : 2m�1 � 1: Íà îñíîâàíèè (12)ïîëó÷èì 2m�1�k0 = (�1)m+k0k0;÷òî ðàâíîñèëüíî (13).7°. �àññìîòðèì ïîëèíîìûØàïèðî âòîðîãî ðîäà êàê �óíêöèè êîìïëåêñíîéïåðåìåííîé z: Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà jzj = 1:ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Ïðè m > 1 ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà~Pm(�z) = (�1)m+1z2m�1 ~Qm( 1z ); (14)~Qm(�z) = (�1)mz2m�1 ~Pm( 1z ): (15)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè m = 1 óêàçàííûå òîæäåñòâà ïðîâåðÿþòñÿ íåïî-ñðåäñòâåííî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî m > 2.Ñîãëàñíî (10) èìååì(�1)m+1z2m�1 ~Qm( 1z ) = (�1)m+1 2m�1Xk=0 dk z2m�1�k == (�1)m+1� 2m�1�1Xk=0 k z2m�1�k � 2m�1Xk=2m�1 k z2m�1�k�:Âìåñòå ñ òåì, â ñèëó (13)2m�1�1Xk=0 k z2m�1�k = 2m�1Xk=2m�1 2m�1�k zk = 2m�1Xk=2m�1(�1)m+k+1k zkè â ñèëó (12)� 2m�1Xk=2m�1 k z2m�1�k = � 2m�1�1Xk=0 2m�1�k zk = 2m�1�1Xk=0 (�1)m+k+1k zk:Çíà÷èò, (�1)m+1z2m�1 ~Qm( 1z ) = 2m�1Xk=0 (�1)kk zk = ~Pm(�z):Ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâà (14) óñòàíîâëåíà.Ïîäñòàâèì â (14) � 1z âìåñòî z. Ïîëó÷èì~Pm( 1z ) = (�1)m+1(� 1z )2m�1 ~Qm(�z) = (�1)mz�2m+1 ~Qm(�z);÷òî ðàâíîñèëüíî (15). Òåîðåìà äîêàçàíà.



È. Ñ. Ñòîÿíîñêà 4958°. Ïóñòü �(m) � êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ó ïîëèíîìàØàïèðî ïåðâîãî ðîäà Pm(x). Èçâåñòíî (ñì. [2, 4℄), ÷òî ïðè m > 0�(2m) = 22m�1 + 2m�1;�(2m+ 1) = 22m + 2m: (16)Âûâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìóëû äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî ïîëèíîìà Qm(x).Êîëè÷åñòâî åãî ïîëîæèòåëüíûõ êîý��èöèåíòîâ îáîçíà÷èì �(m). Ïî îïðåäå-ëåíèþ �(1) = 1.ËÅÌÌÀ 4. Ïðè m > 1 âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà�(2m) = 22m�1 + 2m�1;�(2m+ 1) = 22m: (17)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (1) äëÿ ïîëèíîìîâ Øà-ïèðî ñëåäóåò, ÷òî ïðè m > 1�(m) = �(m� 1) + �(m� 1);�(m) = �(m� 1) + [2m�1 � �(m� 1)℄:Ñëîæèì ýòè ðàâåíñòâà. Ïîëó÷èì�(m) = 2m�1 + 2�(m� 1)� �(m): (18)Ïîäñòàâèì â (18) ñíà÷àëà 2m, à çàòåì 2m+ 1 âìåñòî m è âîñïîëüçóåìñÿ �îð-ìóëàìè (16). Ïðèä¼ì ê ñîîòíîøåíèÿì�(2m) = 22m�1 + 2[22m�2 + 2m�1℄� 22m�1 � 2m�1 = 22m�1 + 2m�1;�(2m+ 1) = 22m + 2[22m�1 + 2m�1℄� 22m � 2m = 22m:Ëåììà äîêàçàíà.Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~�(m) è ~�(m) êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîý��èöèåíòîâó ïîëèíîìîâ Øàïèðî âòîðîãî ðîäà ~Pm(x) è ~Qm(x) ñîîòâåòñòâåííî.ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Ïðè m > 1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà~�(2m) = �(2m); (19)~�(2m+ 1) = �(2m+ 1); (20)~�(2m) = 22m � �(2m); (21)~�(2m+ 1) = �(2m+ 1): (22)



496 ÏÎËÈÍÎÌÛ ØÀÏÈ�Î ÂÒÎ�Î�Î �ÎÄÀÄîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè m = 1 ðàâåíñòâà (19)�(22) ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåä-ñòâåííî. Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò m ê m+ 1, ñ÷èòàÿ, ÷òî m > 1.Ñîãëàñíî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ èìååì~�(2m+ 2) = ~�(2m+ 1) + ~�(2m+ 1) = �(2m+ 1) + �(2m+ 1) = �(2m+ 2): (23)Ñîîòíîøåíèå (19) óñòàíîâëåíî. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (21):~�(2m+ 2) = ~�(2m+ 1) + [22m+1 � ~�(2m+ 1)℄ = �(2m+ 1) + 22m+1 �� �(2m + 1) = 22m+2 � [�(2m + 1) + (22m+1 � �(2m+ 1))℄ == 22m+2 � �(2m+ 2): (24)×òî êàñàåòñÿ ñîîòíîøåíèé (20) è (22), òî îíè âûâîäÿòñÿ ñ èñïîëüçîâàíè-åì (23) è (24). Äåéñòâèòåëüíî,~�(2m+ 3) = ~�(2m+ 2) + ~�(2m+ 2) = �(2m+ 2) + [22m+2 � �(2m+ 2)℄ == �(2m+ 3);~�(2m+ 3) = ~�(2m+ 2) + [22m+2 � ~�(2m+ 2)℄ = �(2m + 2) + 22m+2 �� [22m+2 � �(2m+ 2)℄ = �(2m+ 3):Òåîðåìà äîêàçàíà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Shapiro H. S. Extremal problems for polynomials and power series. Master'sthesis. Cambrige, Mass., 1951.2. Brillhart J., Carlitz L. Note on the Shapiro polynomials // Proeedings of theAMS. 1970. Vol. 25. No. 1. P. 114{118.3. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ñòîÿíîñêà È. C. Ïîëèíîìû Øàïèðî è êîäû �èäà-Ìàëëå�ðà // Ñåìèíàð ïî äèñêðåòíîìó ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó è ãåîìåòðè÷åñêîìóìîäåëèðîâàíèþ. Èçáðàííûå äîêëàäû. 26 íîÿáðÿ 2011 ã.(http://dha.spb.ru/reps11.shtml#1126)4. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ñòîÿíîñêà È. C. Äàëüíåéøèå ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ Øà�ïèðî // Ñåìèíàð ïî äèñêðåòíîìó ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó è ãåîìåòðè÷å-ñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ. Èçáðàííûå äîêëàäû. 28 ÿíâàðÿ 2012 ã.(http://dha.spb.ru/reps11.shtml#1126)



ÊÎÄÛ �ÈÄÀ�ÌÀËËÅ�À: Ï�ÈÌÅ�ÛÈÑÏ�ÀÂËÅÍÈß ÎØÈÁÎÊÈ. Â. Àãà�îíîâà24 ìàðòà 2012 ã.Ëèíåéíûå êîäû ñ èçáûòî÷íîñòüþÂ äâîè÷íûõ êîäàõ ñ êîíòðîëåì îøèáîê (ñèíîíèìû: ¾ïîìåõîóñòîé÷èâûå êî-äû¿, ¾êîððåêòèðóþùèå êîäû¿, ¾êîäû îáíàðóæåíèÿ è èñïðàâëåíèÿ îøèáîê¿,¾êîäû ñ èçáûòî÷íîñòüþ¿) êîäèðîâàíèå è äåêîäèðîâàíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåîá-ðàçîâàíèÿõ ñòðîê èç íóëåé è åäèíèö. Äâîè÷íûå ñòðîêè äëèíû n â ëèíåéíûõêîäàõ ñ÷èòàþòñÿ ýëåìåíòàìè n-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn = (Z2)níàä êîíå÷íûì ïîëåì Z2.Çíàêîì � áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê ýòî ÷àñòî äåëàåòñÿ, ñóììèðîâàíèå â Z2,à òàêæå îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ â Vn, òî åñòü ïîêîìïîíåíòíîå ñëîæåíèå âåêòîðîâïî ìîäóëþ 2: u� v = (u1 � v1; : : : ; un � vn).Ñîîòâåòñòâóþùåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ â Vn îïðåäåëèì êàêu� v = u1 v1 � u2 v2 � � � � � un vn; (1)â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ n-ìåðíûõ âåêòîðîâhu; vi = u1 v1 + u2 v2 + � � �+ un vn;êîòîðîå òàêæå áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ.Çíàê �, ïðèìåíÿåìûé ïðè ïåðåìíîæåíèè äâîè÷íîãî âåêòîðà è äâîè÷íîéìàòðèöû, áóäåò ïîä÷¼ðêèâàòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè íà ñòîëáåöíàõîäèòñÿ ïî ïðàâèëó (1).Äâîè÷íûé ëèíåéíûé êîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî êîäîâûõ ñëîâ �äâîè÷íûõ âåêòîðîâ âèäà y = x�G; (2)ãäå x ïðîáåãàåò âñ¼ ìíîæåñòâî Vk, k > 1, à ìàòðèöà G, íàçûâàåìàÿ ïîðîæäà�þùåé ìàòðèöåé äàííîãî êîäà, ñîñòîèò èç k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ1 äâîè÷íûõ1Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü èëè íåçàâèñèìîñòü îñíîâûâàåòñÿ çäåñü íà îïðåäåëåíèè ëèíåéíîéêîìáèíàöèè âåêòîðîâ êàê èõ ñóììû (îïåðàöèÿ �) ñ êîý��èöèåíòàìè èç Z2, òî åñòü ïðîñòîñóììû êàêèõ-òî ñòðîê ìàòðèöû ïî ìîäóëþ 2.497



498 ÊÎÄÛ �ÈÄÀ�ÌÀËËÅ�À: Ï�ÈÌÅ�Û ÈÑÏ�ÀÂËÅÍÈß ÎØÈÁÎÊñòðîê äëèíû n ïðè n > k. Èìåÿ â âèäó ýòè äâà ïàðàìåòðà, êîä íàçûâàþò[n; k℄-êîäîì. Ìîùíîñòü [n; k℄-êîäà (÷èñëî âñåõ åãî êîäîâûõ ñëîâ) ðàâíà 2k.Ôîðìóëà (2) çàäà¼ò ïðàâèëî êîäèðîâàíèÿ èñõîäíîãî âåêòîðà x 2 Vk ïîñðåä-ñòâîì åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â âåêòîð y 2 Vn. Ïîëó÷åííûé âåêòîð (êîäîâîå ñëîâî)ïåðåäà¼òñÿ ïî êàíàëó ñâÿçè ñ âîçìîæíûì èñêàæåíèåì â ïðîöåññå ïåðåäà÷è,ïðèíèìàåòñÿ ïîëó÷àòåëåì è äåêîäèðóåòñÿ. Êîäîâîå ñëîâî y ñîäåðæèò áîëüøåñèìâîëîâ, ÷åì èñõîäíûé âåêòîð x, è êîä äîëæåí áûòü ïîñòðîåí òàê, ÷òîáû áëà-ãîäàðÿ èçáûòî÷íîé èí�îðìàöèè ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ îïðåäåëÿòü íàëè÷èåèëè îòñóòñòâèå îøèáîê, ëèáî, áîëåå òîãî, èñïðàâëÿòü îáíàðóæåííûå îøèáêè.Êàê ìû âèäèì èç (2), âñå êîäîâûå ñëîâà ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíà-öèÿìè ñòðîê ìàòðèöû G, òî åñòü ëèíåéíûé êîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîåïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì èç ñòðîê åãî ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû.Õîðîøî èçó÷åííûì ñåìåéñòâîì ëèíåéíûõ êîäîâ ñ èçáûòî÷íîñòüþ ÿâëÿþò-ñÿ êëàññè÷åñêèå äâîè÷íûå êîäû �èäà�Ìàëëåðà (ñêîíñòðóèðîâàíû â 1954 ã.).Êîä �èäà�Ìàëëåðà, îáîçíà÷àåìûé êàê RM(r;m), îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðà-ìè r è m, ãäå 0 6 r 6 m, r � ïîðÿäîê êîäà, 2m � äëèíà êîäà.Êîäû �èäà�Ìàëëåðà 0-ãî ïîðÿäêàÏîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà RM(0; m) ïîðÿäêà 0, îáîçíà÷àåìàÿ G0;m,îïðåäåëÿåòñÿ êàê G0;m :=G0(m);ãäå G0(m) � ñòðîêà èç 2m åäèíèö:G0(m) = (1; : : : ; 1):Ïðè êîäèðîâàíèè ïî �îðìóëå (2) ïðè G = G0;m âåêòîð x äîëæåí èìåòüäëèíó 1, à åãî êîäîâûì ñëîâîì áóäåò âåêòîð äëèíû 2m, ñîñòîÿùèé èç íóëåé,åñëè x = 0, ëèáî èç åäèíèö, åñëè x = 1, òî åñòü êîäèðîâàíèå êàêîãî-òî ñî-îáùåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ïîñèìâîëüíî, è RM(0; m) � ïðîñòî êîä ñ 2m-êðàòíûìïîâòîðåíèåì êàæäîãî ñèìâîëà x. Êîäîâûõ ñëîâ âñåãî äâà: íóëåâîé âåêòîð èâåêòîð èç åäèíèö.Åñëè â ïîëó÷åííîì ñëîâå íå âñå ñèìâîëû îäèíàêîâû, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òîïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ èìåëèñü îøèáêè. Äåêîäèðîâàíèå ïðè ýòîì î÷åâèäíî:åñëè áîëüøàÿ ÷àñòü áèòîâ â ïîëó÷åííîì âåêòîðå � åäèíèöû, òî ñ÷èòàåì, ÷òîx = 1, åñëè íóëè � ñ÷èòàåì, ÷òî x = 0. Åñëè îøèáî÷íûìè áûëè ìåíüøåïîëîâèíû áèòîâ, òî åñòü íå áîëåå 2m�1 � 1, òî îøèáêè áóäóò èñïðàâëåíû. Íîòàêîå êîäèðîâàíèå î÷åíü íåâûãîäíî: îáú¼ì ïåðåäàâàåìîãî ñîîáùåíèÿ áóäåò â2m ðàç áîëüøå îáú¼ìà ïîëåçíîé èí�îðìàöèè!



È. Â. Àãà�îíîâà 499Êîäû �èäà�Ìàëëåðà 1-ãî ïîðÿäêàÇà�èêñèðóåì m > 1 è ñîñòàâèì ìàòðèöó G1(m) èç m ñòðîê è 2m ñòîëáöîâ,ãäå j-é ñòîëáåö (ïðè íóìåðàöèè îò 0) ñîîòâåòñòâóåò äâîè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ÷èñëà j, çàïèñàííîìó â m áèòàõ.Íàïðèìåð,G1(1) = �0 1�; G1(4) = 0BB�0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 10 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 10 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 10 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 11CCA:Êàê äàâíî çàìå÷åíî, ñòðîêè ìàòðèöû G1(m) ìîæíî âûïèñàòü ÷èñòî ìå-õàíè÷åñêè, ÷åðåäóÿ ïðè i = 1; 2; : : : ; m â i-é ñòðîêå ãðóïïû èç 2m�i íóëåé èòàêîãî æå ÷èñëà åäèíèö.Ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé êîäà RM(1; m) � êîäà �èäà�Ìàëëåðà ïîðÿäêà 1äëèíû 2m � íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà G1;m, ñîñòàâëåííàÿ ñâåðõó âíèç èç ñòðîêìàòðèö G0(m), G1(m):
G1;1 = �1 10 1�; G1;4 = 0BBBB�1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 10 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 10 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 10 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 10 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

1CCCCA:Ìàòðèöà G1;m îòâå÷àåò òðåáîâàíèþ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñòðîê. Â ýòîììîæíî óáåäèòüñÿ, ñîñòàâèâ êâàäðàòíóþ ïîäìàòðèöó èç ñòîëáöîâ, ñîäåðæàùèõíå áîëåå äâóõ åäèíèö (èõ íîìåðà 0 è 2i, i = 0; 1; : : : ; m � 1). Â ñëó÷àå m = 4ýòà ïîäìàòðèöà èìååò âèä 0BBBB�1 1 1 1 10 0 0 0 10 0 0 1 00 0 1 0 00 1 0 0 0
1CCCCA:Ïðè ëþáîì m ñòðîêè è ñòîëáöû òàêîé ïîäìàòðèöû, î÷åâèäíî, ëèíåéíî íåçà-âèñèìû.Êîäèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî îáû÷íîìó äëÿ ëèíåéíîãî êîäà ïðàâèëó (2)ïðè G = G1;m. �àçìåð èñõîäíîãî ñëîâà ïðè ýòîì ðàâåí m+ 1, ïî ÷èñëó ñòðîêìàòðèöû G1;m. Òàê, êîä RM(1; 4) ïåðåâîäèò ñëîâî x = 10011 â êîäîâîå ñëîâîy = xG = 1001 1001 1001 1001. (Ïðîáåëû ìåæäó ãðóïïàìè áèòîâ âñòàâëåíû äëÿáîëåå óäîáíîãî çðèòåëüíîãî âîñïðèÿòèÿ äëèííîãî âåêòîðà).



500 ÊÎÄÛ �ÈÄÀ�ÌÀËËÅ�À: Ï�ÈÌÅ�Û ÈÑÏ�ÀÂËÅÍÈß ÎØÈÁÎÊÊîä RM(1; m) ñ áàçèñîì èç ñòðîê ìàòðèöû G1;m ïðè m > 1 ìîæåò áûòüïîñòðîåí ðåêóððåíòíî íà îñíîâå âåêòîðîâ u 2 RM(1; m � 1) êîíêàòåíàöèÿìè(ñîåäèíåíèÿìè) uju è uj(1�u);2 òàê ÷òî ñïèñîê êîäîâûõ ñëîâ ìîæíî çàïèñàòüêàê RM(1; m) = �RM(1; m� 1) j RM(1; m� 1)RM(1; m� 1) j RM(1; m� 1)� ; (3)ãäå íàáîð âåêòîðîâ RM(1; m�1) ñîñòàâëåí èç âåêòîðîâ u�1, u 2 RM(1; m�1)(ïîðÿäîê âåêòîðîâ íå èìååò çíà÷åíèÿ).Íàïðèìåð, êîä RM(1; 2) ìîæíî ïîëó÷èòü, ñêëàäûâàÿ ìåæäó ñîáîé âñåâîç-ìîæíûå ïîäìíîæåñòâà ñòðîê ìàòðèöû G1;2 = 0�1 1 1 10 0 1 10 1 0 11A è äîáàâèâ íóëåâîéâåêòîð, à ìîæíî � èñïîëüçóÿ RM(1; 1) = 8>><>>:1 10 10 01 09>>=>>; è êîíñòðóêöèþ (3). Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåòñÿ íàáîð êîäîâûõ ñëîâ RM(1; 2) =

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
1 1 1 10 1 0 10 0 0 01 0 1 01 1 0 00 1 1 00 0 1 11 0 0 1

9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>;:Êàê âèäíî èç RM(1; 1) è èç (3), êîäîâûå ñëîâà êîäà RM(1; m), êðîìå äâóõ,ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç åäèíèö èëè íóëåé, ñîäåðæàò åäèíèö è íóëåé ïîðîâíó,ïî 2m�1.Êîä RM(1; m) èçâåñòåí è ïîä äðóãèì íàçâàíèåì � êîä Àäàìàðà, ïîñêîëüêóåãî êîäîâûå ñëîâà � ýòî ñòðîêè îïðåäåë¼ííûõ íèæå äâîè÷íûõ ìàòðèö Am, Am.Äâîè÷íîé ìàòðèöåé Àäàìàðà íàçîâ¼ì ìàòðèöóAm = J +Hm2 ;ãäå Hm � ìàòðèöà Àäàìàðà Hm, ñòðîÿùàÿñÿ ïî ðåêóððåíòíîìó ïðàâèëóH1 = �1 11 �1�; Hm = �Hm�1 Hm�1Hm�1 �Hm�1�; m = 2; 3; : : : ;2Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ñïîñîáà êîíñòðóèðîâàíèÿ êîäîâ, íàçûâàåìîãî êîíñòðóêöèåé Ïëîò�êèíà èëè êîíñòðóêöèåé ¾u ju� v¿, ñì. [1℄.



È. Â. Àãà�îíîâà 501à ÷åðåç J îáîçíà÷åíà ìàòðèöà èç îäíèõ åäèíèö òîãî æå ðàçìåðà, ÷òî è Hm.Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ çäåñü, êîíå÷íî, îçíà÷àåò îáû÷íîå ñëîæåíèå öåëûõ ÷èñåë.Ìàòðèöó Am = J � Am ñîñòàâèì èç äîïîëíåíèé ê ýëåìåíòàì ìàòðèöû Am(äîïîëíåíèåì 0 ñ÷èòàåì 1 è íàîáîðîò).3Äâîè÷íàÿ ìàòðèöà Am îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåé Hm òîëüêî çàìåíîéâñåõ ýëåìåíòîâ, ðàâíûõ �1, íóëÿìè. Íàïðèìåð,H1 = �1 11 �1�; A1 = �1 11 0�; H2 = 0BB�1 1 1 11 �1 1 �11 1 �1 �11 �1 �1 1 1CCA; A2 = 0BB�1 1 1 11 0 1 01 1 0 01 0 0 11CCA:Ñðàâíèâàÿ ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ Am, Am è êîíñòðóèðîâàíèå RM(1; m)ïî (3), óáåæäàåìñÿ, ÷òî ïîëó÷àåìûå êîäû èäåíòè÷íû.Êîäîâîå ðàññòîÿíèåÊîððåêòèðóþùàÿ ñïîñîáíîñòü âñÿêîãî êîäà õàðàêòåðèçóåòñÿ åãî êîäîâûìðàññòîÿíèåì, îïðåäåëÿåìûì êàê ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå Õýììèíãà �(u; v)ìåæäó âåêòîðàìè u, v ýòîãî êîäà, òî åñòü êàê ÷èñëî íåñîâïàäàþùèõ êîìïîíåíòýòèõ âåêòîðîâ. ×åì áîëüøå ýòî ðàññòîÿíèå, òåì ïðîùå ðàñïîçíàòü êîäîâîåñëîâî, åñëè îíî ñëåãêà èñêàæåíî.Çàìåòèì, ÷òî ðàññòîÿíèå Õýììèíãà �(u; v) èçìåðÿåòñÿ ÷èñëîì åäèíèö âñóììå u � v (èíûìè ñëîâàìè, âåñîì Õýììèíãà âåêòîðà u � v), à ýòà ñóììàäëÿ ëèíåéíîãî êîäà ñàìà ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì ñëîâîì, ïðè÷¼ì ïðè u 6= v �íåíóëåâûì. Òàê ÷òî êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà âû÷èñëÿåòñÿ êàê ìèíèìàëüíûéâåñ åãî íåíóëåâîãî êîäîâîãî ñëîâà.Ïóñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè êîäà ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d ïî êàíàëó ñâÿçèïðèíÿòî íåêîòîðîå äâîè÷íîå ñëîâî, êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì y0. Èìåþòñÿ äâåâîçìîæíîñòè:� ïðèíÿòîå ñëîâî y0 ïðèíàäëåæèò êîäó, è òîãäà ìû ñ÷èòàåì, ÷òî èñêàæåíèéïðè ïåðåäà÷å íå áûëî;� y0 íå ïðèíàäëåæèò êîäó. Òîãäà íàì ÿñíî, ÷òî ïðè ïåðåäà÷å áûëè äîïóùå-íû îøèáêè. Ìû èñïðàâëÿåì èõ, çàìåíèâ y0 êîäîâûì ñëîâîì, áëèæàéøèìê íåìó â ñìûñëå ðàññòîÿíèÿ Õýììèíãà.Â ïåðâîì ñëó÷àå âûâîä îá îòñóòñòâèè îøèáîê áóäåò îáîñíîâàííûì, åñëèêîäîâîå ñëîâî íå ìîãëî èçìåíèòüñÿ òàê ñèëüíî, ÷òîáû ñîâïàñòü ñ äðóãèì êî-äîâûì ñëîâîì, òî åñòü åñëè ìû ïîëàãàåì, ÷òî y0 ñîäåðæèò íå áîëåå d � 1 èç-3Èíîãäà, êàê, íàïðèìåð, â [1℄, èìåííî ìàòðèöó, êîòîðàÿ çäåñü ââåäåíà êàê Am, íàçûâàþòäâîè÷íîé ìàòðèöåé Àäàìàðà. Ýòî ëèøü âîïðîñ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé.



502 ÊÎÄÛ �ÈÄÀ�ÌÀËËÅ�À: Ï�ÈÌÅ�Û ÈÑÏ�ÀÂËÅÍÈß ÎØÈÁÎÊìåí¼ííûõ áèòîâ. Èìåÿ ýòî â âèäó, ãîâîðÿò, ÷òî êîä ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì dîáíàðóæèâàåò d� 1 îøèáêó â ñëîâå.Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ãàðàíòèðîâàííî âîññòàíîâèì êîäîâîå ñëîâî y, êîòîðîåâ ïðîöåññå ïåðåäà÷è ïðåîáðàçîâàëîñü â y0, åñëè y è y0 ðàçëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åìâ �d�12 � áèòàõ. Â ýòîì ñëó÷àå y0 íàõîäèòñÿ â �d�12 �-îêðåñòíîñòè òîëüêî îäíîãîêîäîâîãî ñëîâà y, êîòîðîå è áóäåò áëèæàéøèì. �îâîðÿò, ÷òî êîä ñ êîäîâûìðàññòîÿíèåì d èñïðàâëÿåò �d�12 � îøèáîê.Äëÿ RM(1; m) ìû óæå îïðåäåëèëè ìèíèìàëüíûé âåñ íåíóëåâîãî êîäîâîãîñëîâà, îí ðàâåí 2m�1. Ýòî è åñòü êîäîâîå ðàññòîÿíèå d äàííîãî êîäà, ïðè ýòîì�d�12 � = 2m�2� 1, òàê ÷òî RM(1; m) îáíàðóæèâàåò äî 2m�1� 1 îøèáîê â ñëîâåè èñïðàâëÿåò äî 2m�2 � 1 îøèáîê (âêëþ÷èòåëüíî), ýòî î÷åíü õîðîøèé ïîêà-çàòåëü. Íî ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè, êîòîðàÿ èçìåðÿåòñÿ îòíîøåíèåìäëèíû èñêîäíîãî ñëîâà ê äëèíå êîäîâîãî ñëîâà, áóäåò äëÿ RM(1; m) íåâûñî-êîé, îíà ðàâíà m+12m .Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ �èäà�Ìàëëåðà 1-ãî ïîðÿäêàïî ïðèíöèïó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿÄåêîäèðîâàíèå ïî ïðèíöèïó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ îçíà÷àåò âû-áîð èç âñåõ âîçìîæíûõ êîäîâûõ ñëîâ òîãî ñëîâà y, êîòîðîå íàõîäèòñÿ íà ìè-íèìàëüíîì ðàññòîÿíèè Õýììèíãà îò ïðèíÿòîãî ñëîâà y0, è ëèøü çàòåì � âîñ-ñòàíîâëåíèå èñõîäíîãî ñëîâà x èç åãî êîäà y.�àññìîòðèì ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ê äåêî-äèðîâàíèþ êîäà RM(1; m).Ïóñòü y0 � ïðèíÿòîå ñëîâî äëèíû 2m, âîçìîæíî, ñîäåðæàùåå îøèáêè, èïóñòü Y 0 îçíà÷àåò âåêòîð, ïîëó÷åííûé èç y0 çàìåíîé âñåõ êîìïîíåíò 0 êîìïî-íåíòàìè �1: Y 0 = 2y0 � 1: (4)Åñëè  � êàêîå-òî êîäîâîå ñëîâî (áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî êàê  2 RM(1; m)),òî îíî, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ÿâëÿåòñÿ ñòðîêîé äâîè÷íîé ìàòðèöû Àäàìà-ðà Am èëè å¼ äîïîëíåíèÿ Am. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîðC = 2� 1åñòü ñòðîêà ìàòðèöû Hm èëè �Hm (áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî êàê C 2 Hm èëèC 2 �Hm). �àññòîÿíèå �(y0; ) ðàâíî ðàññòîÿíèþ �(Y 0; C).Ïðè âû÷èñëåíèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ hY 0; Ci êàæäàÿ íåñîâïàäàþùàÿêîìïîíåíòà äàñò ñëàãàåìîå �1, à êàæäàÿ ñîâïàäàþùàÿ äàñò 1. Òàêèì îáðàçîì,hY 0; Ci = N0 �N1 = N � 2�(Y 0; C);ãäå N0 � ÷èñëî ñîâïàäåíèé êîìïîíåíò Y 0 è C, N1 = �(Y 0; C) � ÷èñëî íåñîâ-ïàäåíèé, N = N0 +N1 � äëèíà ñëîâà, N = 2m.



È. Â. Àãà�îíîâà 503Òàì, ãäå çíà÷åíèå �(Y 0; C) ìèíèìàëüíî, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå hY 0; Ciìàêñèìàëüíî.Òàê êàê maxC2�HmhY 0; Ci = maxC2Hm jhY 0; Cij; òîmin2RM(1;m) �(y0; ) = minC2�Hm �(Y 0; C) = 12�N � maxC2Hm jhY 0; Cij�:Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïðèíÿòîãî âåêòîðà Y 0 ñëåäóþùèé:1) Óìíîæèòü ìàòðèöó Àäàìàðà Hm íà ñòîëáåö Y 0 (èëè, ÷òî äàñò òî æåñàìîå, óìíîæèòü ñòðîêó Y 0 íà ìàòðèöó Àäàìàðà).2) Íàéòè ìàêñèìàëüíóþ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå êîìïîíåíòó ïîëó÷åííîãîâåêòîðà. Ïóñòü å¼ íîìåð i.3) Åñëè ýòà êîìïîíåíòà ïîëîæèòåëüíà, îïðåäåëèòü êîäîâîå ñëîâî y, áëè-æàéøåå ê y0, êàê ðàâíîå i-é ñòðîêå äâîè÷íîé ìàòðèöû Àäàìàðà Am. Âïðîòèâíîì ñëó÷àå y áóäåò äîïîëíåíèåì ê ýòîé ñòðîêå (i-é ñòðîêîé Am).Ïîñëå ýòîãî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ x ïî y 2 RM(1; m)äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè èç ñèñòåìû y = x � G ñ íîìåðàìè0; 1; 2; 4; : : : ; 2m�1:y0 = x0; y2i = x0 � xm�i; i = 0; 1; 2; : : : ; m� 1;òî åñòü y0 = x0;y1 = x0 � xm;y2 = x0 � xm�1;y4 = x0 � xm�2è òàê äàëåå.Ñêëàäûâàÿ ðàâåíñòâî y0 = x0 ñ êàæäûì èç îñòàëüíûõ, ïîëó÷àåì äëÿ êîì-ïîíåíò âåêòîðà x ðàâåíñòâàx0 = y0; xm�i = y0 � y2i; i = 0; 1; 2; : : : ; m� 1:Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà íàèáîëüøåé êîìïîíåíòû ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿìû ïîëó÷èì y0, ðàâíîå 0 (ïðè y 2 Am) èëè 1 (ïðè y 2 Am). Â ïåðâîì ñëó÷àåâåêòîð x áóäåò ïîäâåêòîðîì y, âî âòîðîì � äîïîëíåíèåì ê ïîäâåêòîðó y.



504 ÊÎÄÛ �ÈÄÀ�ÌÀËËÅ�À: Ï�ÈÌÅ�Û ÈÑÏ�ÀÂËÅÍÈß ÎØÈÁÎÊÏ�ÈÌÅ�. Äåêîäèðóåì ïî RM(1; 4) âåêòîð y0 = 1001 1001 1001 1110 (êîä äîë-æåí èñïðàâëÿòü äî 3-õ îøèáîê).Ïðåîáðàçóåì y0 ïî �îðìóëå (4):Y 0 = (1;�1;�1; 1; 1;�1;�1; 1; 1;�1;�1; 1; 1; 1; 1;�1):Óìíîæèì Y 0 íà ìàòðèöó Àäàìàðà
H4 =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 �1 1 �1 1 �1 1 �1 1 �1 1 �1 1 �1 1 �11 1 �1 �1 1 1 �1 �1 1 1 �1 �1 1 1 �1 �11 �1 �1 1 1 �1 �1 1 1 �1 �1 1 1 �1 �1 11 1 1 1 �1 �1 �1 �1 1 1 1 1 �1 �1 �1 �11 �1 1 �1 �1 1 �1 1 1 �1 1 �1 �1 1 �1 11 1 �1 �1 �1 �1 1 1 1 1 �1 �1 �1 �1 1 11 �1 �1 1 �1 1 1 �1 1 �1 �1 1 �1 1 1 �11 1 1 1 1 1 1 1 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �11 �1 1 �1 1 �1 1 �1 �1 1 �1 1 �1 1 �1 11 1 �1 �1 1 1 �1 �1 �1 �1 1 1 �1 �1 1 11 �1 �1 1 1 �1 �1 1 �1 1 1 �1 �1 1 1 �11 1 1 1 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �1 1 1 1 11 �1 1 �1 �1 1 �1 1 �1 1 �1 1 1 �1 1 �11 1 �1 �1 �1 �1 1 1 �1 �1 1 1 1 1 �1 �11 �1 �1 1 �1 1 1 �1 �1 1 1 �1 1 �1 �1 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
:

Ïîëó÷èì âåêòîð Y 0H4 = (2; 2; 2; 10;�2;�2;�2; 6;�2;�2;�2; 6; 2; 2; 2;�6).Åãî íàèáîëüøàÿ ïî ìîäóëþ êîìïîíåíòà 10 � òðåòüÿ ïðè íóìåðàöèè ñ íó-ëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, áëèæàéøèì êîäîâûì ñëîâîì áóäåò òðåòüÿ ñòðîêà äâî-è÷íîé ìàòðèöû Àäàìàðà (îïÿòü æå ïðè íóìåðàöèè ñ 0), òî åñòü âåêòîðy = 1001 1001 1001 1001. À èñõîäíîå ñëîâî âîññòàíîâèòñÿ ïî êîìïîíåíòàì òàê:x0 = 1 (= y0) , x1 = 0 (= y8 � 1), x2 = 0 (= y4 � 1), x3 = 1 (= y2 � 1),x4 = 1 (= y1 � 1), òî åñòü x = 10011.Êîäû �èäà�Ìàëëåðà r-ãî ïîðÿäêàÎïðåäåëèì òåïåðü êîä RM(r;m) ïðè ïðîèçâîëüíîì r 6 m.Íà îñíîâå ìàòðèöû G1(m) âûñòðîèì öåïî÷êó ìàòðèö G2(m); : : : ; Gr(m) ïîñëåäóþùåìó ïðàâèëó: òðîêè ìàòðèöû Gi(m)� ýòî âñåâîçìîæíûå ïîòî÷å÷íûå(ïîêîìïîíåíòíûå, ïîáèòîâûå) ïðîèçâåäåíèÿ ïî i ñòðîê èç G1(m).×èñëî ñòðîê ìàòðèöû Gi(m) ðàâíî Cim. Âåñ êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû Gi(m)ðàâåí 2m�i.Ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé êîäà �èäà�Ìàëëåðà ïîðÿäêà r äëèíû 2m íà-çûâàåòñÿ ìàòðèöà Gr;m, ñîñòàâëåííàÿ ñâåðõó âíèç èç ñòðîê ìàòðèö G0(m),G1(m),. . . ,Gr(m) è èìåþùàÿ ðàçìåð k � 2m, ãäå k = rPi=0Cim.



È. Â. Àãà�îíîâà 505Òàêèì îáðàçîì, êîä RM(r;m) êëàññè�èöèðóåòñÿ êàê [2m; k℄-êîä è ñîñòîèòèç 2k ñëîâ. Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé r = m (è, çíà÷èò, k = 2m) âêëþ÷¼í äëÿ ïîëíîòûîïèñàíèÿ è ñîäåðæàòåëüíûì íå ÿâëÿåòñÿ: â ýòîì ñëó÷àå âñå âåêòîðû äëèíû2m � êîäîâûå ñëîâà.Íàì óäîáíî ñòðîêè ìàòðèö Gi(m) è ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè ìàòðèöû Gr;mïðîèíäåêñèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:� Åäèíñòâåííîé ñòðîêå ìàòðèöû G0(m) ïðèñâîèì èíäåêñ 0. Îáîçíà÷èìK0 = f0g.� Ñòðîêè ìàòðèöû G1(m) ïðîèíäåêñèðóåì íîìåðàìè îò 1 äîm. Îáîçíà÷èìK1 = f1; 2; : : : ; mg.� Ñòðîêàì ìàòðèöû Gi(m) ïðè i > 1 ïðèñâîèì ñîñòàâíûå èíäåêñû èç íî-ìåðîâ ñòðîê ìàòðèöû G1(m), óìíîæåíèåì êîòîðûõ îíà îáðàçîâàíà. Ñî-îòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî èç âñåâîçìîæíûõ ñî÷åòàíèé èíäåêñîâ îò 1 äîm ïî i îáîçíà÷èì Ki. Ñòðîêè ìàòðèöû áóäåì ðàñïîëàãàòü ñâåðõó âíèçïî âîçðàñòàíèþ èõ èíäåêñîâ èç Ki (â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå).Ïðèâåä¼ì ïîëíîñòüþ ìàòðèöó G4;4, îòäåëèâ äðóã îò äðóãà ãîðèçîíòàëü-íûìè ëèíèÿìè ñîñòàâëÿþùèå å¼ áëîêè Gr(4) ïðè r = 0; 1; 2; 3; 4 è âûäåëèâïîäìàòðèöû Gr;4. Ñëåâà â òàáëèöå óêàæåì èíäåêñû ñòðîê.012341213142324341231241342341234
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G0;49>>>>=>>>>;G1;49>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>;
G2;4

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;
G3;4

Óïîìÿíåì çäåñü, ÷òî äëÿ RM(r;m) ïðè r > 1, êàê è ïðè r = 1, ñóùåñòâóåòêîíñòðóêöèÿ Ïëîòêèíà (ñì. [1℄), êîòîðàÿ ñòðîèò êîä äëèíû 2m èç êîäîâ äëèíû



506 ÊÎÄÛ �ÈÄÀ�ÌÀËËÅ�À: Ï�ÈÌÅ�Û ÈÑÏ�ÀÂËÅÍÈß ÎØÈÁÎÊ2m�1. À èìåííî: RM(r;m) = fu j u� vg;ãäå u 2 RM(r;m� 1), v 2 RM(r � 1; m� 1), à çíàê j îçíà÷àåò êîíêàòåíàöèþ.Íà îñíîâå ýòîé êîíñòðóêöèè èíäóêöèåé ïî m ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî êîäî-âîå ðàññòîÿíèå êîäà RM(r;m), ðàâíîå 2m�r .Êîäèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ïðàâèëó (2) ïðè G = Gr;m.Çàêîäèðóåì, íàïðèìåð, êîäîì RM(2; 4) ñëîâî x = 1110 0011 001. (Òî, ÷òîîíî äîëæíî èìåòü äëèíó 11, âèäíî èç ðàçìåðà ìàòðèöû G2;4).Ïîëó÷èì y = x�G = 1110 0001 0111 1000.Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ �èäà�Ìàëëåðà r-ãî ïîðÿäêàïî ìàæîðèòàðíîìó ïðèíöèïó (àëãîðèòì �èäà)×òîáû äåêîäèðîâàòü âåêòîð y, ïîëó÷åííûé èç âåêòîðà x ïî ïðàâèëó (2),íàäî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (2) îòíîñèòåëüíî x.Äëÿ G = Gr;m ýòà ñèñòåìà èìååò âèäy[N ℄ = x[K(r)℄�G[K(r); N ℄;ãäå K(r) = K0 [ K1 [ � � � [ Kr � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ñòðîê ìàòðèöû G,N = f0; 1; : : : ; 2m � 1g � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ñòîëáöîâ ìàòðèöû G.Òàê êàê K(r) = K(r � 1) [Kr, ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåy[N ℄ = x[K(r � 1)℄�G[K(r � 1); N ℄ + x[Kr℄�G[Kr; N ℄: (5)Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (5) âíà÷àëå îïðåäåëÿþò ñòàðøèå êîìïî-íåíòû x[Kr℄. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êàæäîãî xi = x[i℄, i 2 Kr, ïîëó÷àåòñÿ � êàêèìåííî, áóäåò ïîêàçàíî íèæå � íàáîð èç 2m�r íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé âè-äà xi = �j, ãäå êàæäîå �j âû÷èñëÿåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ îòêîìïîíåíò âåêòîðà y.Åñëè âñå çíà÷åíèÿ �j; j 2 1 : 2m�r, ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òî èõ îáùåå çíà÷å-íèå, åñòåñòâåííî, è áóäåò èñêîìûì çíà÷åíèåì xi. Íî èç-çà âîçìîæíûõ îøèáîêâåêòîð y ìîæåò íå áûòü êîäîâûì ñëîâîì è íå óäîâëåòâîðÿòü (5), òîãäà ñðå-äè �j ìîãóò áûòü è íóëè, è åäèíèöû. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿïî ìàæîðèòàðíîìó ïðèíöèïó: åñëè åäèíèö ñðåäè �j áîëüøå, ÷åì íóëåé, òîïðèñâàèâàåì xi := 1, åñëè íàîáîðîò, òî xi := 0. Áóäåò îáíàðóæåíî äî 2m�r � 1îøèáîê (ñîîáùàòü îá îøèáêå áóäåì òîãäà, êîãäà íå âñå �j îäèíàêîâû) è èñïðàâ-ëåíî äî 2m�r�1� 1 îøèáîê (èñïðàâëåíèÿ êîððåêòíû, êîãäà ÷èñëî èñêàæ¼ííûõñèìâîëîâ ìåíüøå, ÷åì íåèñêàæ¼ííûõ).Ïîñëå òîãî, êàê x[Kr℄ îïðåäåëåíû, èõ çíà÷åíèÿ ïîäñòàâëÿþò â ðåøàåìóþñèñòåìó óðàâíåíèé (5) è ïðèõîäÿò ê ñèñòåìåy(r�1)[N ℄ = x[K(r � 1)℄�G[K(r � 1); N ℄;



È. Â. Àãà�îíîâà 507ãäå y(r�1)[N ℄ = y[N ℄� x[Kr℄�G[Kr; N ℄. Çàìåòèì, ÷òî G[Kr; N ℄ = Gr(m).Â ýòîé ñèñòåìå òîæå îïðåäåëÿþò ñòàðøèå êîìïîíåíòû, òåïåðü ýòî x[Kr�1℄,è âíîâü ïîíèæàþò ÷èñëî óðàâíåíèé è íåèçâåñòíûõ ñèñòåìû. Íàêîíåö, ïðèõî-äÿò ê ðàâåíñòâó y(0) = x[0℄�G[0; N ℄ = x0G0(m), êîòîðîå îïðåäåëÿåò x0 = x[0℄ïî ìàæîðèòàðíîìó ïðèíöèïó.Ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ñòàðøèõ êîìïîíåíò x[Kr℄ îïèøåì, êàê ýòî îáû÷íîäåëàåòñÿ, íà ïðèìåðå êîíêðåòíîãî êîäà.Âîçüì¼ì RM(2; 4). Êîìïîíåíòû âåêòîðà x ïðîèíäåêñèðóåì â ñîîòâåòñòâèèñî ñòðîêàìè ìàòðèöû G2;4. Êîìïîíåíòû âåêòîðà y, êàê è ñòîëáöû ìàòðèöûG2;4, áóäóò èìåòü èíäåêñû îò 0 äî 15.Âûïèøåì ïåðâûå 4 óðàâíåíèÿ ðåøàåìîé ñèñòåìû:y0 = x0;y1 = x0 � x4;y2 = x0 � x3;y3 = x0 � x3 � x4 � x34:Ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷àåì y0 � y1 � y2 � y3 = x34:Òàêèì æå îáðàçîì, ñóììèðóÿ îñòàëüíûå òðè ÷åòâ¼ðêè óðàâíåíèé, èìååìåù¼ òðè ðàâåíñòâà äëÿ x34: y4 � y5 � y6 � y7 = x34;y8 � y9 � y10 � y11 = x34;y12 � y13 � y14 � y15 = x34:Îêàçûâàåòñÿ (ñì. [2℄), ÷òî è âñÿêóþ êîìïîíåíòó âåêòîðà x ñ èíäåêñîì èç Krâ òî÷íîñòè 2m�r ñïîñîáàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû 2r êîìïîíåíòâåêòîðà y òàê, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà y âõîäèò òîëüêî â îäíó ñóììó.×åòâ¼ðêè ñîîòíîøåíèé äëÿ âñåõ êîìïîíåíò ñ èíäåêñàìè èç K2 ïðåäñòàâëå-íû â òàáëèöå:



508 ÊÎÄÛ �ÈÄÀ�ÌÀËËÅ�À: Ï�ÈÌÅ�Û ÈÑÏ�ÀÂËÅÍÈß ÎØÈÁÎÊy0 y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8 y9 y10 y11 y12 y13 y14 y15+ + + +x12 + + + ++ + + ++ + + ++ + + +x13 + + + ++ + + ++ + + ++ + + +x14 + + ++ + + ++ + + ++ + + +x23 + + + + + + + ++ + + ++ + + +x24 + + + + + + + ++ + + ++ + + +x34 + + + + + + + + + + + +Èòàê, ó íàñ òåïåðü ïî 4 íåçàâèñèìûõ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ âòàáëèöå ïåðåìåííûõ xij. Êàê ãîâîðèëîñü âûøå, èç-çà âîçìîæíûõ îøèáîê îíèìîãóò äàâàòü ðàçíûå çíà÷åíèÿ äëÿ xij, è ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ ïî ìàæîðèòàð-íîìó ïðèíöèïó.Ï�ÈÌÅ�. Äåêîäèðóåì ïðèíÿòîå ñëîâî y0 = 1100 0001 0111 1000, çíàÿ, ÷òîáûë èñïîëüçîâàí êîä RM(2; 4). Çàìåòèì, ÷òî êîä ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè ñãàðàíòèåé èñïðàâèò îøèáêó òîëüêî â îäíîì áèòå.Ïîëó÷àåì äëÿ ñòàðøèõ êîìïîíåíò èñêîìîãî âåêòîðà x íàáîðû çíà÷åíèé� äëÿ x12 : 0; 0; 1; 0;� äëÿ x13 : 0; 1; 1; 1;� äëÿ x14 : 1; 0; 1; 1;� äëÿ x23 : 1; 0; 0; 0;



È. Â. Àãà�îíîâà 509� äëÿ x24 : 0; 1; 1; 1;� äëÿ x34 : 0; 1; 1; 1.Ïî ìàæîðèòàðíîìó ïðèíöèïó ïðèíèìàåì x12 = 0, x13 = 1, x14 = 1, x23 = 0,x24 = 0, x34 = 1. Ñòðîèì äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñòàëüíûõ êîìïîíåíò âåêòîðy(1) = y0 � �0 1 1 0 0 1��G2(4) == �0 1 1 0 0 1��0BBBBBB�0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 10 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 10 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 10 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 10 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
1CCCCCCA:Ïîëó÷àåì y(1) = 1101 0000 0000 1111.�åøàåì ñèñòåìó x�G = y(1) îòíîñèòåëüíî x = (x0; x1; x2; x3; x4) ñ ìàòðèöåéG = G1;4.Äëÿ x1 ñóùåñòâóåò 8 óðàâíåíèé:x1 = y(1)0 � y(1)8 = y(1)2 � y(1)9 = y(1)3 � y(1)10 = y(1)4 � y(1)11 == y(1)5 � y(1)12 = y(1)6 � y(1)13 = y(1)7 � y(1)14 = y(1)8 � y(1)15 :Íèæå â òàáëèöå ïðèâåäåíû âñå ïàðû ñîîòíîøåíèé äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà xñ èíäåêñàìè èç K1.



510 ÊÎÄÛ �ÈÄÀ�ÌÀËËÅ�À: Ï�ÈÌÅ�Û ÈÑÏ�ÀÂËÅÍÈß ÎØÈÁÎÊy0 y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8 y9 y10 y11 y12 y13 y14 y15+ ++ ++ +x1 + ++ ++ ++ ++ ++ ++ ++ +x2 + + + ++ ++ ++ ++ ++ + + +x3 + + + ++ + + ++ ++ + + + + +x4 + + + + + + + + + +Èìåÿ â âèäó, ÷òî â çàãîëîâêå òàáëèöû âåêòîð y òåïåðü ïîíèìàåòñÿ êàê y(1) èðàâåí 1101 0000 0000 1111, îïðåäåëÿåì èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé íàáîðû çíà÷åíèé:� äëÿ x1 : 1; 1; 0; 1; 1; 1; 1; 1,� äëÿ x2 : 1; 1; 0; 1; 1; 1; 1; 1,� äëÿ x3 : 1; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0,� äëÿ x4 : 0; 1; 0; 0; 0; 0; 0; 0.



È. Â. Àãà�îíîâà 511Ïî ìàæîðèòàðíîìó ïðèíöèïó ïðèíèìàåì x1 = 1, x2 = 1, x3 = 0, x4 = 0.Ñòðîèì äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñòàâøåéñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðy(0) = y(1) � �1 1 0 0��G1(4) == y(1) � �1 1 0 0��0BB�0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 10 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 10 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 10 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 11CCA == 1101 0000 0000 1111 � 0000 1111 0000 1111 = 1101 1111 1111 1111:Èìååì äëÿ x0 øåñòíàäöàòü ðàâåíñòâx0 = y(0)[j℄; j 2 0 : 15;èç íèõ 15 ïðåäëàãàþò áðàòü x0 = 1, ÷òî ìû è ñäåëàåì. Äåêîäèðîâàííûé âåêòîð:x = (x0; x1; x2; x3; x4; x12; x13; x14; x23; x24) = 1110 0011 001:Îïèñàííûå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è íàèáîëåå èçâåñòíûìè èç àëãî-ðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ êîäîâ �èäà�Ìàëëåðà, íî íå åäèíñòâåííûìè. Ïîëó÷èòüèí�îðìàöèþ î äðóãèõ àëãîðèòìàõ è èõ ñëîæíîñòè è ðàñøèðèòü ïðåäñòàâëå-íèå î �Ì-êîäàõ ìîæíî, îçíàêîìèâøèñü ñ ëèòåðàòóðîé èç ïðèâîäèìîãî íèæåñïèñêà. Ñïèñîê âêëþ÷àåò êëàññè÷åñêèå êíèãè [1, 2, 3℄, êîòîðûå ìîãóò ñ÷èòàòü-ñÿ ó÷åáíèêàìè ïî ïîìåõîóñòîé÷èâûì êîäàì, à òàêæå ëèòåðàòóðó, êàñàþùóþñÿ� àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ êîäîâ �èäà�Ìàëëåðà è íåêîòîðûõ ïîäêî-äîâ: [6, 5℄;� ïðèìåíåíèÿ êîäîâ �èäà�Ìàëëåðà â êðèïòîãðà�è÷åñêèõ èññëåäîâàíè-ÿõ: [4, 5℄;� îáîáùåíèÿ êîäîâ �èäà�Ìàëëåðà íà íåäâîè÷íûé ñëó÷àé: [7℄ (íà ýòó òåìó âíàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî áîëåå ïîçäíèõ ïóáëèêàöèéðàçíûõ àâòîðîâ).Â [5℄ ñîäåðæèòñÿ îáøèðíûé ñïèñîê ëèòåðàòóðû ïî òåìå.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàê-Âèëüÿìñ Ô. Äæ., Ñëîýí Í. Äæ. À. Òåîðèÿ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèá�êè. Ì.: Ñâÿçü, 1979.2. Áëåéõóò �. Òåîðèÿ è ïðàêòèêà êîäîâ, êîíòðîëèðóþùèõ îøèáêè. Ì.: Ìèð,1986.



512 ÊÎÄÛ �ÈÄÀ�ÌÀËËÅ�À: Ï�ÈÌÅ�Û ÈÑÏ�ÀÂËÅÍÈß ÎØÈÁÎÊ3. Ïèòåðñîí Ó., Óýëäîí Ý. Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè. Ì.: Ìèð, 1976.4. Ëîãà÷¼â Î. À., Ñàëüíèêîâ À. À., ßùåíêî Â. Â. Áóëåâû �óíêöèè â òåîðèèêîäèðîâàíèÿ è êðèïòîëîãèè. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2004.5. Êóçíåöîâ Þ. Â., Øêàðèí Ñ. À. Êîäû �èäà�Ìàëëåðà (îáçîð ïóáëèêàöèé) //-Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè. 1996. Âûï. 6. Ñ. 5�50.6. Ñèäåëüíèêîâ Â. Ì. Òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2008.7. Áåðëåêýìï Ý. Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ. Ì.: Ìèð, 1971.



ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ Ê�ÅÑÒÅÍÑÎÍÀÌ. Ñ. Áåñïàëîâ31 ìàðòà 2012 ã.Â äàííîì äîêëàäå êîíñòðóêöèÿ äëÿ äèñêðåòíûõ �óíêöèé Óîëøà, ïðèâå-ä¼ííàÿ â äîêëàäàõ Â. Í. Ìàëîç¼ìîâà [1℄ è Ì. Ñ. Áåñïàëîâà [2℄, ïåðåíîñèòñÿ èçäâîè÷íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà â p-è÷íûé. Áàçîâûå ñâåäåíèÿ ïðèâåäåíûòàêæå â êíèãå [3℄ è â ñòàòüå [4℄, à íîâûå ðåçóëüòàòû â ñòàòüå [5℄.1°. Äâîè÷íûé ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç ïîäðàçäåëÿþò íà íåïðåðûâíûé, âðàìêàõ êîòîðîãî èññëåäóþòñÿ �óíêöèè Óîëøà â íóìåðàöèÿõ Ïýëè, Óîëøà èÊà÷ìàæà (ñì. êíèãó [6℄), è äèñêðåòíûé, ãäå ðàáîòàþò ñ äèñêðåòíûìè �óíêöè�ÿìè Óîëøà â íóìåðàöèÿõ Ïýëè, Óîëøà è Àäàìàðà. Äëÿ äèñêðåòíûõ �óíêöèéÓîëøà íàèáîëåå âîñòðåáîâàíà íóìåðàöèÿ Àäàìàðà, ïðèâåä¼ííàÿ â äîêëàäå [1℄.Àíàëîãîì ñèñòåìû Óîëøà-Ïýëè â p-è÷íîì ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå ñëó-æèò ñèñòåìà Êðåñòåíñîíà-Ëåâè. À p-è÷íûì àíàëîãîì äèñêðåòíûõ �óíêöèéÓîëøà-Ïýëè è Óîëøà-Àäàìàðà ñîîòâåòñòâåííî ñëóæàò äèñêðåòíûå �óíêöèèÊðåñòåíñîíà-Ëåâè è Êðåñòåíñîíà-Êðîíåêåðà ñîîòâåòñòâåííî. Â êíèãå [3℄ äðó-ãàÿ òåðìèíîëîãèÿ, òàì äèñêðåòíûå è �íåïðåðûâíûå� (îòíîñèòåëüíî íåïðå-ðûâíîãî àðãóìåíòà) �óíêöèè Êðåñòåíñîíà íàçûâàþòñÿ ÂÊÔ (Âèëåíêèíà-Êðåñòåíñîíà �óíêöèÿìè) â íóìåðàöèÿõ Ïýëè è Àäàìàðà ñîîòâåòñòâåííî.2°. Êàæäàÿ �óíêöèÿ Óîëøà (çà èñêëþ÷åíèåì w0(x) � 1) îïðåäåëÿåòñÿêàê ïðîèçâåäåíèå �óíêöèé �àäåìàõåðà. À äëÿ �óíêöèé �àäåìàõåðà åñòü (ñì.êíèãó [6℄) òðè ðàçíûõ îïðåäåëåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê ïîñòðîåíèþ ðàçíûõ òåîðèé.Îïðåäåëåíèå rk(x) = sign sin 2k+1�x ïîçâîëÿåò îñòàâàòüñÿ â êëàññå ðåãóëÿð-íûõ �óíêöèé, ÷òî âàæíî â òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå.Äëÿ ïðèêëàäíèêîâ óäîáíåå îïðåäåëÿòü �óíêöèè �àäåìàõåðà íà ïîëóèí-òåðâàëå [0; 1) ÷åðåç íà÷àëüíóþ �óíêöèþ r0(x) = 1 ïðè x 2 [0; 1=2), r0(x) = �1ïðè x 2 [1=2; 1). Ôóíêöèþ r0(x) ïðîäîëæàþò ñ ïåðèîäîì 1 íà ïîëóîñü [0;1) èçàäàþò îñòàëüíûå �óíêöèè ìåòîäîì äâîè÷íîãî ñæàòèÿ rk(x) = r0(2kx).Åñëè âñå äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûå òî÷êè ïîëóèíòåðâàëà [0; 1) ðàññìàòðèâàòüêàê äâîéíûå, òî îò âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ ïåðåõîäèì ê îïðåäåëåíèþ �óíêöèé�àäåìàõåðà (à ñëåäîâàòåëüíî è Óîëøà) íà ìîäè�èöèðîâàííîì îòðåçêå [0; 1℄�,÷òî ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ �óíêöèé Óîëøà íà äâîè÷íîé ãðóïïå Êàíòîðà.513



514 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ Ê�ÅÑÒÅÍÑÎÍÀ3°. Íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûì ê p-è÷íîìó îáîáùåíèþ, êîòîðîå ïåðâûìïðîäåëàë Ëåâè [7℄, âûãëÿäèò âòîðîé âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé �àäåìà-õåðà. Ïîëàãàåì ! = !p = exp(2�ip ) è îïðåäåëÿåì îáîáù¼ííóþ íà÷àëüíóþ �óíê�öèþ �àäåìàõåðà:r0(x) = !k ; åñëè x 2 �k1 = �kp ; k + 1p � ; k 2 0 : p� 1: (1)Ôóíêöèþ r0(x) ïðîäîëæàåì ñ ïåðèîäîì 1 íà ïîëóîñü [0;1) è çàäàåì îñòàëüíûåîáîáù¼ííûå �óíêöèè �àäåìàõåðà ìåòîäîì p-è÷íîãî ñæàòèÿ rj(x) = rj�1(px).Äëÿ îáîáù¼ííûõ �óíêöèé �àäåìàõåðà ïðèìåíÿåòñÿ ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå, òàêêàê ïðè p = 2 îïðåäåëåíèå (1) ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì �óíêöèé �àäåìàõåðà.Â ñòàòüå [8℄ ÷åðåç p-è÷íîå n-çíà÷íîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà k 2 0 : pn � 1,k = nXj=1 kjpj�1; ãäå 0 6 kj 6 p� 1; (2)ââîäÿòñÿ �óíêöèè Êðåñòåíñîíà-Ëåâè k(x) = nYj=1 (rj�1(x))kj : (3)ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 1 (ñì. [6℄). Ñèñòåìà �óíêöèé f k(x)g1k=0 ñîñòàâëÿåò ïîë-íóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ íà [0; 1) ñèñòåìó �óíêöèé.4°. Ïðè çàäàííûõ p, n ÷åðåç ðàçëîæåíèå (2) ÷èñåë k;m 2 0 : pn�1 âû÷èñëÿ-þòñÿ çíà÷åíèÿ äèñêðåòíûõ �óíêöèé Êðåñòåíñîíà äâóõ îñíîâíûõ íóìåðàöèé'm(k) = nYj=1 !kjmj ; �m(k) = nYj=1!kjmn�j+1 ; ãäå ! = e 2�ip : (4)Ôèêñèðîâàííîå öåëîå p > 2 îïðåäåëÿåò îñíîâàíèå ñèñòåìû, à �èêñèðîâàí-íîå íàòóðàëüíîå n çàäà¼ò ÷èñëî àðãóìåíòîâ pn äèñêðåòíîé �óíêöèè. ×èñëî níàçîâ¼ì óðîâíåì äèñêðåòíîé �óíêöèè è áóäåì îòìå÷àòü â �èãóðíûõ ñêîá-êàõ: åñëè äëÿ îòäåëüíûõ çíà÷åíèé äèñêðåòíîé �óíêöèè, òî ïîñëå àðãóìåíòà'm(k)fng, �m(k)fng; à äëÿ âñåé �óíêöèè â âèäå 'mfng, �mfng.Ïåðâîå çíàêîìñòâî ñ ïîíÿòèåì �óíêöèè îáû÷íî íà÷èíàþò ñ óïîìèíàíèÿòð¼õ ñïîñîáîâ çàäàíèÿ �óíêöèè: àíàëèòè÷åñêîãî, ãðà�è÷åñêîãî è òàáëè÷íîãî.Áîëåå ïðîñòûì âûãëÿäèò òàáëè÷íûé ñïîñîá çàäàíèÿ äèñêðåòíîé �óíêöèè, êî-òîðûé ïðè �èêñèðîâàííîì ïîðÿäêå àðãóìåíòîâ ïðåâðàùàåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèåäèñêðåòíîé �óíêöèè â âèäå âåêòîðà (íàïðèìåð, âåêòîðû 'mfng, �mfng).



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 5155°. Ñ äèñêðåòíûìè �óíêöèÿìè áóäåì ðàáîòàòü êàê ñ âåêòîðàìè. Äëÿ äèñ-êðåòíûõ �óíêöèé Êðåñòåíñîíà u, v (�èêñèðîâàííîãî óðîâíÿ) ïðèìåíÿþòñÿîïåðàöèè ñëîæåíèÿ u + v è ïîêîîðäèíàòíîãî óìíîæåíèÿ u � v, êîòîðàÿ äëÿâåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ óìíîæåíèåì ïî Àäàìàðó. Çàìåòèì, ÷òî (ïðèìåíÿåìîå âêíèãå [3℄) îòîæäåñòâëåíèå �óíêöèé Êðåñòåíñîíà è äèñêðåòíûõ �óíêöèé Êðå-ñòåíñîíà âûçâàíî èìåííî íåîáõîäèìîñòüþ ïðèìåíåíèÿ äëÿ ïîñëåäíèõ îïåðà-öèè óìíîæåíèÿ (ïî Àäàìàðó).Äðóãîé îñíîâíîé îïåðàöèåé íàä äèñêðåòíûìè �óíêöèÿìè Êðåñòåíñîíà,ïîçâîëÿþùåé îò �óíêöèé óðîâíÿ m è n ïåðåõîäèòü ê íîâîìó óðîâíþ m + n,ñëóæèò îïåðàöèÿ êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ (îïðåäåëåíèå ñì. â äîêëàäå [2℄)ìàòðèö (â íàøåì ñëó÷àå âåêòîðîâ) ufmg 
 vfng.6°. Îñíîâíûì ïðèìåðîì âåêòîðíîé �îðìû çàïèñè äèñêðåòíîé �óíêöèèÊðåñòåíñîíà ñëóæèò ñëåäóþùàÿ çàïèñü äèñêðåòíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé �óíê�öèè (â [3℄ îáîçíà÷åíà ÄÝÔ), ãäå ! = e 2�ip :r = (1 ; ! ; !2 ; : : : !p�1): (5)Â îáîçíà÷åíèÿõ (4) ýòà �óíêöèÿ ðàâíà '1f1g = �1f1g. Ñòåïåíè (ïî Àäàìàðó)ýòîé �óíêöèè åñòü ñëåäóþùèå ÄÝÔ:r�2 = r � r = (1 ; !2 ; !4 ; : : : !2p�2) = '2f1g = �2f1g;è äàëåå ïðè j < p èìååì r�j = 'jf1g = �jf1g.Çàìåòèì, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÄÏÔ)Fp = (!kj)p�1k;j=0 ñîñòîÿò èç âñåõ ñòåïåíåé ÄÝÔ â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêår�0 ; r; r�2; : : : ; r�(p�1):7°. �àçëîæåíèþ (2) ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòîé p-è÷íûé (n-çíà÷íûé) êîä ÷èñëàk 2 0 : pn � 1 (îáîçíà÷åíèå ~k ïðèìåíÿåì ïðè �èêñèðîâàííîì n)~k = kfng = (kn kn�1 : : : k1):Åñëè îïóñòèòü ñêîáêè, òî ýòî çàïèñü ÷èñëà â p-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.Äëÿ òîãî æå ÷èñëà óêàæåì (n+ 1)-çíà÷íûé ïðîñòîé êîäkfn+1g = (0 kn kn�1 : : : k1):Ïî ïðîñòîìó êîäó ~k ïîëó÷àåì îáðàòíûé êîä (îí æå ðåâåðñ êîäà, ñì. [1℄)rev ~k = (k1 k2 : : : kn);



516 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ Ê�ÅÑÒÅÍÑÎÍÀñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ââîäèòñÿ (ñì. [1℄) ïåðåñòàíîâêà ðåâåðñ íà ìíîæåñòâå ÷è-ñåë Z(p; n) = f0; 1; 2; : : : ; pn � 1g:revn(k) = rev(k) = nXj=1 kn�j+1pj�1 = n�1Xj=0 kn�jpj: (6)ËÅÌÌÀ 1. Åñëè m < pn, òî revn+1(m) = p � revn(m).Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê revmfn+1g = (m1 m2 : : :mn 0), òî ñîãëàñíî (6)revn+1(m) = 0 +Pnj=1mn+1�jpj = pPnj=1mn�j+1pj�1.8°. Ïðè �èêñèðîâàííîì n ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîäîâ äëèíû níàä êîëüöîì Zp ââåä¼ì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Z(p; n):(m; k) = (m; k)n = ( ~m; ~k) = nXj=1 mjkj (mod p):Îñíîâíóþ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ p â êîëüöå Zp îáîçíà÷èì u .Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùàÿËÅÌÌÀ 2. Ââåä¼ííàÿ îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò îñ�íîâíûì ñâîéñòâàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ: ñèììåòðèÿ, (m; k) = (k;m), èëèíåéíîñòü, (m;�k u �l) = �(m; k)u �(m; l).Ïðè �èêñèðîâàííîì p è çàäàííîì óðîâíå n îïðåäåëåíèå (4) äèñêðåòíûõ�óíêöèé Êðåñòåíñîíà ïåðåïèøåì â âèäå (äëÿ m; k 2 Z(p; n))'m(k) = !(m;k); �m(k) = !(rev(m);k): (7)9°. �àññìîòðèì ïîâåäåíèå �óíêöèé 'm ïðè èçìåíåíèèè óðîâíÿ. Òðèâèàëü-íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿËÅÌÌÀ 3. Åñëè 0 6 m; k < pn, òî (m; k)n = (m; k)n+1 = (m; k)n+2 = : : :,(m; k + jpn)n+1 = (m; k)n.ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Åñëè 0 6 m; k < pn, òî'm(k)fng = 'm(k)fn+ 1g = 'm(k)fn + 2g = : : : ;'mfn+ 1g = '0f1g 
 'mfng:



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 517Â ïîÿñíåíèè íóæäàåòñÿ òîëüêî âòîðàÿ �îðìóëà. Ïðè ñêâîçíîé íóìåðàöèè÷èñåë ìíîæåñòâà Z(p; n + 1) èíäåêñàìè k + jpn ïðè êàæäîì j 2 0 : p � 1ïðîáåãàåì âñå pn çíà÷åíèé ìíîæåñòâà Z(p; n), ïîñëå ÷åãî ïåðåõîäèì ê j + 1.Ñîãëàñíî (7) è ëåììå 3'm(k + jpn)fn+ 1g = !(m;k+jpn)n+1 = !(m;k)n = 'm(k)fng:Ïîëó÷àåì áëî÷íûé âèä âåêòîðà 'mfn+1g, ÷òî ïåðåïèøåì ñ ïîìîùüþ ñèìâîëàêðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ'mfn + 1g = ('m 'm : : : 'm ) = '0f1g 
 'mfng:Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Åñëè 0 6 m < pn, 0 6 j < p, òî'm+jpnfn+ 1g = 'jf1g 
 'mfng:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè 0 6 m; k < pn, 0 6 j; l < p, òî â îáîçíà÷åíèÿõM = m + jpn, K = k + lpn èìååì(M;K)n+1 = jl u (m; k)n; 'M(K)fn+ 1g = !jl'm(k)fng:Òàê æå êàê â ñëåäñòâèè ïîëó÷àåì'Mfn+ 1g = ('m !j'm : : : !(p�1)j'm ) = 'jf1g 
 'mfng:ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Íàçîâ¼ì ìàòðèöåé äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðåñ-òåíñîíà-Êðîíåêåðà (óðîâíÿ n) êðîíåêåðîâó ñòåïåíü ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ïðå-îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, òî åñòü ìàòðèöó F (n)p = Fp 
 F (n�1)p .ËÅÌÌÀ 4. Ñòðîêà ñ íîìåðîì m + jpn�1, ãäå 0 6 m < pn�1, 0 6 j < p,ìàòðèöû A 
 B èìååò âèä Aj 
 Bm, âûðàæåííûé ÷åðåç ñòðîêè èñõîäíûõìàòðèö ñ óêàçàííûìè èíäåêñàìè.Èç ýòîé ëåììû, êîòîðàÿ ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, è ïðåäëîæåíèÿ 1 âûòåêàåòÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Ñòðîêè ìàòðèöû F (n)p åñòü åñòåñòâåííî óïîðÿäî÷åííûéïîëíûé íàáîð äèñêðåòíûõ �óíêöèé Êðåñòåíñîíà 'mfng.10°. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 è îïðåäåëåíèþ 1 �óíêöèè (4), óïîðÿäî÷åííûåêàê 'mfng, íàçîâ¼ì äèñêðåòíûìè �óíêöèÿìè Êðåñòåíñîíà-Êðîíåíêåðà.Ôóíêöèè (4), óïîðÿäî÷åííûå êàê �mfng, íàçîâ¼ì äèñêðåòíûìè �óíêöèÿìèÊðåñòåíñîíà-Ëåâè, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèì ïðåäëîæåíèåì.



518 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ Ê�ÅÑÒÅÍÑÎÍÀÏ�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Íóìåðàöèÿ (4) äèñêðåòíûõ �óíêöèé �m ñîâïàäàåò ñíóìåðàöèåé (3) �óíêöèé Êðåñòåíñîíà-Ëåâè  m íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà: m(x) = �m(k) ïðè x 2 �kn = � kpn ; k + 1pn � : (8)Ïðè÷¼ì ïîñòðîåííàÿ ïî òàêîìó ïðàâèëó  m íå çàâèñèò îò âûáîðà óðîâíÿ n(òàêîãî, ÷òî m < pn) äèñêðåòíîé �óíêöèè Êðåñòåíñîíà �m.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âî-ïåðâûõ, �0(k) = 1 äëÿ âñåõ k íåçàâèñèìî îò óðîâíÿ.Ïîýòîìó è ïî �îðìóëå (8) ïîëó÷àåì  0(x) � 1.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî m âîçüì¼ì (è çà�èêñèðóåì) ëþáîå n òà-êîå, ÷òî m < pn. Ïðîèçâîëüíîå x 2 [0; 1) ðàçëîæèì â âèäå x = � +Pnj=1 xjpj ,ãäå 0 6 � < 1pn . Ïî �îðìóëå (1) èìååì r1(x) = r0(px) = !x2, òàê êàê px 2 �x21 ;àíàëîãè÷íî rj�1(x) = !xj . Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (2), ðàññìîòðèì m(x) = nYj=1 (rj�1(x))mj = nYj=1 !xjmj = !Pnj=1 xjmj :Åñëè x 2 �kn, òî x = kpn + �, ãäå 0 6 � < 1pn . Òàê êàê ïðîñòîé êîä ÷èñëàk = Pnj=1 kjpj�1 ðàâåí ~k = (kn kn�1 : : : k1), òî x = � +Pnj=1 kn�j+1pj . Ïîýòîìóxj = kn�j+1, rev ~k = (xn xn�1 : : : x1) è ïðè x 2 �kn m(x) = !(rev(k);m) = �m(k)fng:ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3. Åñëè m < pn, òî �mfn + 1g = �mfng 
 �0f1g.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê �kn = [p�1s=0�s+kpn+1 , òî ïðè ñêâîçíîé íóìåðàöèèèíäåêñàìè s+kp îò 0 äî pn+1�1 çíà÷åíèÿ �óíêöèè  m(x) íà èíòåðâàëàõ �s+kpn+1ïðè �èêñàöèè k ïîâòîðÿþòñÿ p ðàç ðàâíûìè �m(k)fng. Ýòîò �àêò è çàïèñàí ñïîìîùüþ ñèìâîëà êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ è âåêòîðà �0 = (1 1 1 : : : 1).Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Åñëè m < pn, òî �m+jpnfn+ 1g = �mfng 
 �jf1g.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè x 2 �s+kpn+1 êàê è âûøå èìååì�m+jpn(s+ kp)fn+ 1g =  m+jpn(x) =  m(x) � (rn(x))j = �m(k)fng � !sj == �m(k) � �j(s)f1g:



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 51911°. Ôîðìóëû (4) èëè (7) ñëóæàò îïðåäåëåíèåì äèñêðåòíûõ �óíêöèé Êðå-ñòåíñîíà â äâóõ îñíîâíûõ íóìåðàöèÿõ. Ïðåäëîæèì îïðåäåëåíèå ýòèõ �óíêöèéâ âèäå âåêòîðîâ (òî åñòü òàáëè÷íîå çàäàíèå äèñêðåòíîé �óíêöèè) íå ïðèâÿ-çàííîå ê íóìåðàöèè.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Äèñêðåòíîé �óíêöèåé Êðåñòåíñîíà óðîâíÿ n íàçîâ¼ìêðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå â êîëè÷åñòâå n ñîìíîæèòåëåé âåêòîðîâ âèäà r�j, òîåñòü ñòåïåíåé ïî Àäàìàðó äèñêðåòíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé �óíêöèè (5).Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 4. Ïðè �èêñèðîâàííûõ p è n (îñíîâàíèè è óðîâíÿ) äèñ�êðåòíàÿ �óíêöèÿ Êðåñòåíñîíà 	 îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ ñâîèìè n çíà÷åíèÿìèíà ìíîæåñòâå àðãóìåíòîâ A = f1; p; p2; : : : ; pn�1g. Îñíîâíîå ìíîæåñòâî àð�ãóìåíòîâ A äîïóñêàåò çàìåíó íà äðóãîå ìíîæåñòâî àðãóìåíòîâ A0. Åñëè÷èñëî p ïðîñòîå, òî âìåñòî êàæäîãî àðãóìåíòà pj ìîæíî ïðè �îðìèðîâà�íèè A0 áðàòü ëþáîå ÷èñëî èç ìíîæåñòâà fpj; pj + 1; : : : ; pj+1 � 1g.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ 2 ïðîèçâîëüíàÿ äèñêðåòíàÿ �óíêöèÿÊðåñòåíñîíà óðîâíÿ n èìååò âèä	 = r�jn�1 
 r�jn�2 
 : : : r�j1 
 r�j0: (9)Òàê êàê íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ëþáîé äèñêðåòíîé �óíêöèè Êðåñòåíñîíà (íóëå-âàÿ êîîðäèíàòà) ðàâíî 1, òî ïîäâåêòîð âåêòîðà 	, ñîñòîÿùèé èç åãî ïåðâûõ pêîîðäèíàò, åñòü âåêòîð r�j0, êîîðäèíàòà ñ íîìåðîì 1 êîòîðîãî ðàâíà !j0. Òîåñòü 	(1) = !j0. Â ñëó÷àå ìíîæåñòâà A0 èç ïðîñòîòû p âûòåêàåò, ÷òî âñå êîîð-äèíàòû âåêòîðà r�j0 ðàçëè÷íû, è j0 âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî íîìåðó êîîðäèíàòû.Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïîäâåêòîð âåêòîðà 	, ñîñòîÿùèé èç åãîïåðâûõ p2 êîîðäèíàò, åñòü âåêòîð r�j1 
 r�j0, êîîðäèíàòà ñ íîìåðîì p êîòîðîãîðàâíà !j1. Òî åñòü 	(p) = !j1. Çíàÿ j0 è íîìåð ñëåäóþùåé êîîðäèíàòû âîìíîæåñòâå A0, îäíîçíà÷íî âû÷èñëÿåòñÿ j1.Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Â îñíîâíîì ñëó÷àå 	(p2) = !j2.È òàê äàëåå, 	(pk) = !jk . Â ñëó÷àå ìíîæåñòâà A0 ýòîò ïðîöåññ íåñêîëüêîóñëîæíÿåòñÿ.12°. Êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííîé ê äèñêðåòíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé �óíêöèèòàêæå áóäåò ÄÝÔ: r�j = r�(p�j). Îòñþäà âûòåêàåòËÅÌÌÀ 5. Êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííàÿ ê äèñêðåòíîé �óíêöèè Êðåñòåíñîíàáóäåò òîæå äèñêðåòíîé �óíêöèåé Êðåñòåíñîíà.Ïðè öè�ðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçî-âàíèé èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñõåìà, êîòîðóþ çàïèøåì â ìàòðè÷íîì âèäå.



520 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ Ê�ÅÑÒÅÍÑÎÍÀÏî èñõîäíîìó ñèãíàëó x (â âèäå ñòîëáöà äëèíû N) ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðè-ñòèêè y âû÷èñëÿþòñÿ ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðà àíàëèçà ïî �îðìóëåy = F � � x:Âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñèãíàë ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ñèíòåçà ïî �îðìóëåx = 1N F � y:Â êà÷åñòâå F áåðóò ìàòðèöó äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîðÿäêà N ,èëè äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðåñòåíñîíà (â íóìåðàöèè Êðîíåêåðà èëèËåâè) ïîðÿäêà N , èëè êàêîãî-ëèáî äðóãîãî îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.Ââåäåì ïîíÿòèå äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðåñòåíñîíà ïðîèçâîëüíîéíóìåðàöèè. Ïðè ýòîì ïîòðåáóåì, ÷òîáû îáà îïåðàòîðà àíàëèçà è ñèíòåçà âû-ïîëíÿëèñü îòíîñèòåëüíî äèñêðåòíûõ �óíêöèé Êðåñòåíñîíà. Ñîîòâåòñòâóþ-ùóþ ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçîâ¼ì Ê-ìàòðèöåé.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 3. Íàçîâ¼ì Ê-ìàòðèöåé óðîâíÿ n òàêóþ ìàòðèöó, ÷òî:âñå å¼ ñòðî÷êè åñòü ðàçëè÷íûå äèñêðåòíûå �óíêöèè Êðåñòåíñîíà óðîâíÿ n;à òàêæå âñå å¼ ñòîëáöû åñòü ðàçëè÷íûå äèñêðåòíûå �óíêöèè Êðåñòåíñîíàóðîâíÿ n.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Åñëè p ïðîñòîå, òî ìåæäó ìíîæåñòâàìè íåâûðîæäåííûõíàä ïîëåì Zp ìàòðèö B = (blj) ïîðÿäêà n è Ê-ìàòðèö V = (vrs) óðîâíÿn ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïî ïðàâèëó vplpj = !blj ,ãäå l; j 2 0 : n � 1. Îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû V âîññòàíàâëèâàþòñÿîäíîçíà÷íî.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ìàòðèö V , B òîé æå áóêâîé ñ íèæíèì èíäåêñîìáóäåì îáîçíà÷àòü ñòðîêó ìàòðèöû ñ óêàçàííûì íîìåðîì.Ïî ïðîèçâîëüíîìó íåíóëåâîìó âåêòîðó B0 = (b00 b01 : : : b0n�1) (â êà÷åñòâåíà÷àëüíîé ñòðîêè B) ñîîòâåòñòâèåì v1pj = !b0j, ãäå j 2 0 : n � 1, îäíî-çíà÷íî îïðåäåëÿåì êîîðäèíàòû ñòðîêè V1 ñ íîìåðàìè, âçÿòûìè èç âûáîðêè� = f1; p; p2; : : : ; pn�1g. Ïî ïðåäëîæåíèþ 4 âîññòàíàâëèâàåì âñþ ñòðîêó V1.Òîãäà ñëåäóþùèå (p � 2) ñòðîêè ìàòðèöû V ïîëó÷àþòñÿ âîçâåäåíèåì âñòåïåíü (ïî Àäàìàðó) ýòîé ñòðîêè: Vl = V �l1 , ãäå 2 6 l < p.Îïèøåì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñòðîåíû ïåðâûå pk�1ñòðîê ìàòðèöû V ïî ïåðâûì (k � 1) ñòðîêàì ìàòðèöû B.Ñòðîêà Vpk ñòðîèòñÿ ïî ïðåäëîæåíèþ 4 ÷åðåç ñâîè êîîðäèíàòû ñ íîìåðàìèèç âûáîðêè �, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü âû÷èñëåíû ÷åðåç ñòðîêó Bk ïî ïðàâèëóvpkpj = !bkj .Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñòðîê B0, B1, B2,..., Bk ãàðàíòèðóåò òî, ÷òî ñðåäèðàíåå ïîñòðîåííûõ ñòðîê V0, V1, ..., Vpk�1�1 íå âñòðå÷àåòñÿ ñòðîêà Vpk�1.



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 521Ñòðîêà ñ íîìåðîì spk + l, ãäå l < pk, ñòðîèòñÿ ïî ïðàâèëó ëèíåéíîé ïåðå-ñòàíîâêè Vspk+l = V �spk � Vl:Òàêæå èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âûâîäèòñÿ, ÷òî è ýòà ïðîèçâîëüíàÿ ñòðî-êà íå ìîãëà âñòðåòèòüñÿ ñðåäè ðàíåå ïîñòðîåííûõ ñòðîê.�àññìîòðåííûé ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ îáðàòèì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé Ê-ìàòðè-öû ñ ïîìîùüþ âûáîðêè � âûäåëÿåòñÿ å¼ ïîäìàòðèöà, ïî êîòîðîé ëåãêî âîñ-ñòàíàâëèâàåòñÿ ìàòðèöà B.Â çàêëþ÷åíèè ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäûé ñòîëáåö òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåí-íîé ìàòðèöû åñòü äèñêðåòíàÿ �óíêöèÿ Êðåñòåíñîíà.Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ïðèâåäåíà îáùàÿ ñõåìà, íî îòäåëüíûå äåòàëè íåïîäðîáíî îáîñíîâàíû. Â [5℄ ïðåäëîæåíî äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í. Äèñêðåòíûå �óíêöèè Óîëøà // Ñåìèíàð ¾DHA &CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 12 ìàðòà 2011 ã.(http://dha.spb.ru/reps11.shtml#0312)2. Áåñïàëîâ Ì. Ñ. Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå îïåðàòîðîâ äèñêðåòíîãî ïðå�îáðàçîâàíèÿ Óîëøà // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû.8 îêòÿáðÿ 2011 ã.(http://dha.spb.ru/reps11.shtml#1008)3. Òðàõòìàí À. Ì., Òðàõòìàí Â. À. Îñíîâû òåîðèè äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ íàêîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ. Ì.: Ñîâåòñêîå ðàäèî, 1975.4. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ìàøàðñêèé Ñ. Ì. Îáîáù¼ííûå âåéâëåòíûå áàçèñû, ñâÿ�çàííûå ñ äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Âèëåíêèíà-Êðåñòåíñîíà // Àë-ãåáðà è àíàëèç. 2001. Ò. 13. Âûï. 1. Ñ. 111�157.5. Áåñïàëîâ Ì. Ñ. Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Êðåñòåíñîíà // Ïðîáëåìûïåðåäà÷è èí�. 2010. Ò. 46. Âûï. 4. Ñ. 91�115.6. �îëóáîâ Á. È., Å�èìîâ À. Â., Ñêâîðöîâ Â. À. �ÿäû è ïðåîáðàçîâàíèÿÓîëøà: Òåîðèÿ è ïðèìåíåíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1987.7. Levy P. Sur une generalisation des fontions orthogonales de M. Radema-her // Comment. math. helv. 1944. V. 16. P. 146{152.8. Chrestenson H. E. A lass of generalized Walsh funtions // Pai�. J. Math.1955. V. 5. Ch. 1. P. 17{32.



ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÑÕÅÌÛ SUBDIVISIONÂ ÑËÓ×ÀÅ ÄÂÓÕ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕÍ. Â. ×àøíèêîâ7 àïðåëÿ 2012 ã.Äàííûé äîêëàä îñíîâàí íà êíèãå [1℄. Îïèñàí âàðèàíò ìåòîäà subdivision,â êîòîðîì êîíòðîëüíûå òî÷êè îáðàçóþò â ïðîñòðàíñòâå ðåãóëÿðíóþ ÷åòûð¼õ-óãîëüíóþ ñåòêó. �àññìîòðåí âîïðîñ ñõîäèìîñòè ñõåìû subdivision â ñëó÷àå,êîãäà ìàñêà ïðåäñòàâèìà â âèäå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.1°. Ïóñòü çàäàíî ñåìåéñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë fsjkgj;k2Z, â êîòîðîì ëèøüêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ îòëè÷íî îò íóëÿ. Ñåìåéñòâî fsjkg ìîæíî ïåðåïèñàòü âýêâèâàëåíòíîé �îðìå ïðè ïîìîùè ìóëüòèèíäåêñà � = (j; k): fs�g�2Z2.Ïóñòü òàêæå çàäàíà íà÷àëüíîå ñåìåéñòâî âåêòîðîâ fp0�g�2Z2 èç ïðîñòðàí-ñòâà R3 , â êîòîðîì òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ îòëè÷íî îò íóëÿ. Îïðåäåëèìïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ fpm� g, m = 1; 2; : : :, ïðè ïîìîùè ðåêóððåíòíîãîñîîòíîøåíèÿ pm� = X�2Z2 s��2� pm�1� ; � 2 Z2; m = 1; 2; : : : : (1)Òàêîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåêòîðîâ fpm� g íàçûâàåòñÿ ñòà�öèîíàðíîé ñõåìîé subdivision ñ ìàñêîé fs�g. Âåêòîðû pm� íàçûâàþòñÿ êîí-òðîëüíûìè òî÷êàìè; fp0�g � íà÷àëüíûé íàáîð êîíòðîëüíûõ òî÷åê.Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü âìåñòî ñåìåéñòâ ÷èñåë è âåê-òîðîâ ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè. Ìàñêå fs�g ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâîäÿùàÿ �óíê-öèÿ s(z1; z2) = Xj;k2Zsjk zj1 zk2 :Ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü â êîìïàêòíîé �îðìås(z) =X� s� z�;ãäå âåêòîð z = (z1; z2) âîçâîäèòñÿ â ñòåïåíü � = (j; k) ïî �îðìóëå z� = zj1 zk2 .Çäåñü è äàëåå ìû áóäåì îïóñêàòü ïðåäåëû ñóììèðîâàíèå, åñëè ñóììèðîâàíèå522



Í. Â. ×àøíèêîâ 523âåä¼òñÿ ïî âñåìó ìíîæåñòâó Z2. Â äåéñòâèòåëüíîñòè â êàæäîé ñóììå ëèøüêîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ îòëè÷íî îò íóëÿ, òàê ÷òî âîïðîñû ñõîäèìîñòè íå âîç-íèêàþò.Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ pm(z) äëÿ íàáîðà êîíòðîëü-íûõ òî÷åê fpm� g: pm(z) =X� pm� z�:Ñîîòíîøåíèå (1) ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèépm(z) = s(z)pm�1(z2); m = 1; 2; : : : : (2)Çäåñü âåêòîð z âîçâîäèòñÿ â êâàäðàò ïîêîìïîíåíòíî: z2 = (z1; z2)2 = (z21 ; z22).2°. Ïîëîæèì bN(t) = (1� jtj; ïðè t 2 [�1; 1℄,0; ïðè îñòàëüíûõ t;bN2(u1; u2) = bN(u1) bN(u2):Ïðè m > 0 îïðåäåëèì âåêòîð-�óíêöèþ Pm ïî �îðìóëåPm(u) =X� pm� bN2(2m u� �); u 2 R2 : (3)ßñíî, ÷òî Pm(u) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé êóñî÷íî-áèëèíåéíîé �óíêöèåé, ïðè-íèìàþùåé çíà÷åíèÿ pm� â òî÷êàõ �2m .Îïðåäåëèì íîðìó ìóëüòèèíäåêñà � = (j; k) ñëåäóþùèì îáðàçîì:k�k = max�jjj; jkj	:ËÅÌÌÀ. Ïóñòü çàäàíû ñõåìà subdivision ñ ìàñêîé fs�g è íà÷àëüíûé íàáîðêîíòðîëüíûõ òî÷åê fp0�g. ÏîëîæèìA = max�k�k j s� 6= 0	; a0 = max�k�k j p0� 6= 0	:Òîãäà íîñèòåëè âåêòîð-�óíêöèé Pm îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè:suppPm � [�(A + a0 + 1); A+ a0 + 1℄2; m > 0:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèåam = maxfk�k j pm� 6= 0g; m > 1:



524 ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÑÕÅÌÛ SUBDIVISION Â ÑËÓ×ÀÅ ÄÂÓÕ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕÏðè m = 0 äàííîå îáîçíà÷åíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ îáîçíà÷åíèåì a0 èç �îðìóëèðîâ-êè ëåììû.Çà�èêñèðóåì íàòóðàëüíîå m è ðàññìîòðèì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (1)ïðè � 2 Z2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð pm� îòëè÷åí îò íóëÿ. Â òàêîì ñëó÷àå âñóììå èç ïðàâîé ÷àñòè (1) åñòü íåíóëåâîå ñëàãàåìîå. Ïîýòîìó íàéä¼òñÿ ìóëü-òèèíäåêñ �, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿìk�k 6 am�1 è k� � 2�k 6 A: (4)Ïóñòü � = (�1; �2), � = (�1; �2). Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâà (4) â âèäå�1 2 [�am�1; am�1℄; �1 2 ��1�A2 ; �1+A2 �;�2 2 [�am�1; am�1℄; �2 2 ��2�A2 ; �2+A2 �:Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ[�am�1; am�1℄ \ ��1�A2 ; �1+A2 � 6= ?;[�am�1; am�1℄ \ ��2�A2 ; �2+A2 � 6= ?:Ïåðåñå÷åíèå äâóõ îòðåçêîâ íåïóñòî, òîëüêî åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìèíå ïðåâîñõîäèò ïîëóñóììû èõ äëèí, ïîýòîìó âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâàj�1=2j 6 am�1 + A2 ; j�2=2j 6 am�1 + A2 :Èòàê, åñëè âåêòîð pm� îòëè÷åí îò íóëÿ, òî k�k 6 2am�1 + A. Çíà÷èò,am 6 2am�1 + A:Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî, çàïèøåì2�mam 6 2m�1am�1 + 2�mA 6 2m�2am�2 + 2�(m�1)A+ 2�mA 66 � � � 6 a0 + mXj=1 2�jA < a0 + A:�àññìîòðèì îïðåäåëåíèå (3) âåêòîð-�óíêöèè Pm(u). Íîñèòåëåì �óíêöèèbN2(u) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò [�1; 1℄2. Ïîýòîìó çíà÷åíèå bN2(2m u � �) ìîæåò áûòüîòëè÷íî îò íóëÿ, òîëüêî åñëè u ïðèíàäëåæèò êâàäðàòó[2�m(�1 � 1); 2�m(�1 + 1)℄� [2�m(�2 � 1); 2�m(�2 + 1)℄:Íîñèòåëü �óíêöèè Pm(u) ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè òàêèõ êâàäðàòîâ ïîâñåì � èç ìíîæåñòâà (�am : am)2, òî åñòüsuppPm � [�2�m(am + 1); 2�m(am + 1)℄2 � [�(a0 + A)� 2�m; a0 + A + 2�m℄2:Çíà÷èò, äëÿ âñåõ m ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèåsuppPm � [�(A + a0 + 1); A+ a0 + 1℄2:Ëåììà äîêàçàíà.



Í. Â. ×àøíèêîâ 5253°. Ñõåìà subdivision íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãîíàáîðà êîíòðîëüíûõ òî÷åê fp0�g ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-�óíêöèé Pm(u)ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ. Áóäåì íàçûâàòü ñõåìó subdivision âûðîæäåííîé, åñ-ëè äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî íàáîðà êîíòðîëüíûõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòüâåêòîð-�óíêöèé Pm(u) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê âåêòîð-�óíêöèè, òîæäåñòâåííîðàâíîé íóëþ.Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîð-�óíêöèé Pm. Î÷å-âèäíî, ÷òî âåêòîð-�óíêöèÿ P(u) íåïðåðûâíà. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî íîñèòåëüâåêòîð-�óíêöèè P(u) îãðàíè÷åí. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîmax� kpm� �P(2�m�)k = max� kPm(2�m�)�P(2�m�)k 6 maxu2R2 kPm(u)�P(u)k:Çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèålimm!1max� kpm� �P(2�m�)k = 0: (5)ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïóñòü ñõåìà subdivision ñ ìàñêîé fs�g ñõîäèòñÿ è íåâûðîæ�äåíà. Òîãäà ïðè ëþáîì ìóëüòèèíäåêñå Æ 2 f0; 1g2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîX� s2�+Æ = 1: (6)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüì¼ì òàêîé íà÷àëüíûé íàáîð êîíòðîëüíûõ òî÷åêfp0�g, äëÿ êîòîðîãî ïðåäåëüíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ P(u) íå ðàâíà òîæäåñòâåííîíóëþ. Òîãäà íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî M è � 2 Z2 òàêèå, ÷òî P(2�M�) 6= 0.Çà�èêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî m > M è ìóëüòèèíäåêñ Æ 2 f0; 1g2. Âñèëó ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (1) èìååìpm2m�M�+Æ =X� s2m�M�+Æ�2� pm�1� =X s2+Æ pm�12m�M�1�� :Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâîP(2�M�+ 2�mÆ)�X s2+Æ P(2�M�� 2�m+1) == �P(2�M� + 2�mÆ)� pm2m�M�+Æ�+X s2+Æ�pm�12m�M�1���P(2�M�� 2�m+1)�:Ñîãëàñíî ïðåäåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ (5), ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòèñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè m!1. �àçíîñòüpm�12m�M�1�� �P(2�M�� 2�m+1)



526 ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÑÕÅÌÛ SUBDIVISION Â ÑËÓ×ÀÅ ÄÂÓÕ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕòàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à òàê êàê êîý��èöèåíòû s2+Æ îòëè÷íû îò íóëÿòîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ìóëüòèèíäåêñîâ , òî è âñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðå-ìèòñÿ ê íóëþ. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè m ! 1 â ëåâîé ÷àñòè è ïîëüçóÿñüíåïðåðûâíîñòüþ âåêòîð-�óíêöèè P(u), ïîëó÷àåìP(2�M�)�1�X s2+Æ� = 0:Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî P(2�M�) îòëè÷íî îò íóëÿ, ïîýòîìóX s2+Æ = 1;÷òî è òðåáîâàëîñü.4°. Ïóñòü çàäàíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë fs1jgj2Z, fs2kgk2Z,â êîòîðûõ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ îòëè÷íî îò íóëÿ. Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî÷èñåë fsjkgk;j2Z �îðìóëîé sjk = s1j s2k; j; k 2 Z: (7)ßñíî, ÷òî â fsjkg òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ îòëè÷íî îò íóëÿ. Îáîçíà÷èì÷åðåç s1(z) è s2(z) ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé fs1jg è fs2kg ñî-îòâåòñòâåííî. Íàéä¼ì ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ s(z1; z2) äëÿ ìàñêè subdivisionfsjkg. Ñîãëàñíî �îðìóëå (7) èìååìs(z1; z2) =Xjk sjk zj1 zk2 =Xj s1j zj1Xk s2k zk2 = s1(z1) s2(z2):Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñõåìû subdivision ñ ìàñêàìè fs1jg è fs2kg ñõîäÿòñÿ. Ïðî-âåä¼ì ïðîöåññ subdivision ñ ìàñêîé fs1jg è íà÷àëüíûì íàáîðîì êîíòðîëüíûõòî÷åê, çàäàâàåìûì ðàâåíñòâîìf 0j = Æj0; j 2 Z:×åðåç ffmj g îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíòðîëüíûõ òî÷åê íà øàãåm ïðî-öåññà subdivision, à ÷åðåç fm(z) � ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçâîäÿùóþ �óíê-öèþ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 èç [2℄ áûëî ïîëó÷åíî ÿâíîå âûðàæåíèåäëÿ fm(z): fm(z) = m�1Yj=0 s1(z2j ): (8)Ââåä¼ì êóñî÷íî-ëèíåéíûå �óíêöèèFm(t) =Xj fmj bN(2m t� j); t 2 R:



Í. Â. ×àøíèêîâ 527Òàê êàê ñõåìà subdivision ñõîäèòñÿ, ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ F (t), ÿâëÿþùàÿñÿïðåäåëîì �óíêöèé Fm(t) ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè m.Àíàëîãè÷íî, ïðîâåä¼ì ïðîöåññ subdivision ñ ìàñêîé fs2kg è íà÷àëüíûì íà-áîðîì êîíòðîëüíûõ òî÷åê, çàäàâàåìûì ðàâåíñòâîìg0k = Æk0; k 2 Z:×åðåç fgmk g îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíòðîëüíûõ òî÷åê íà øàãå m ïðî-öåññà subdivision, à ÷åðåç gm(z) � ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ,äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà �îðìóëàgm(z) = m�1Yj=0 s2(z2j ): (9)Ââåä¼ì êóñî÷íî-ëèíåéíûå �óíêöèèGm(t) =Xk gmk bN(2m t� k); t 2 R:Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(t) ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé Gm(t) ïðèm, ñòðå-ìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé íà÷àëüíûé íàáîð êîíòðîëüíûõ òî÷åê fp0�g.Ïðèìåíÿÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (2), ïðè íàòóðàëüíîì m ïîëó÷àåìpm(z) = s(z)pm�1(z2) = s(z)s(z2)pm�2(z4) = m�1Yj=0 s(z2j )p0(z2m): (10)Ïðîâåä¼ì ïðîöåññ subdivision ñ ìàñêîé fskjg äëÿ íà÷àëüíîãî íàáîðà êîíòðîëü-íûõ òî÷åê h0jk = Æj0 Æk0; j; k 2 Z:×åðåç fhmjkg îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíòðîëüíûõ òî÷åê íà øàãå m, à÷åðåç hm(z) � ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ. ßñíî, ÷òî h0(z) �� 1. Ïîäñòàâëÿÿ h0(z) â �îðìóëó (10) è ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè (8) è (9),ïîëó÷àåì hm(z) = m�1Yj=0 s(z2j ) = m�1Yj=0 s1(z2j1 ) s2(z2j2 ) = fm(z1) gm(z2): (11)Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ z1, z2, ïðèõîäèì ê ðà-âåíñòâó hmjk = fmj gmk ; j; k 2 Z: (12)



528 ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÑÕÅÌÛ SUBDIVISION Â ÑËÓ×ÀÅ ÄÂÓÕ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕÂâåä¼ì êóñî÷íî-ëèíåéíûå �óíêöèèHm(u) =X� hm� bN2(2m u� �); u 2 R2 :Â ñèëó (12) èìååìHm(u1; u2) =Xj;k fmj gmk bN(2m u1 � j) bN(2m u2 � k) = Fm(u1)Gm(u2):Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé Hm(u) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê �óíê-öèè H(u), çàäàâàåìîé ðàâåíñòâîìH(u1; u2) = F (u1)G(u2): (13)Âåðí¼ìñÿ ê ïðîöåññó subdivision ñ ïðîèçâîëüíûì íà÷àëüíûì íàáîðîì êîí-òðîëüíûõ òî÷åê fp0�g. Ó÷èòûâàÿ (11), ðàâåíñòâî (10) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåpm(z) = hm(z)p0(z2m):Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ z, ïîëó÷àåìpm� =X� hm��2m� p0�:Äàëåå, Pm(u) =X� pm� bN2(2m u� �) =X� X� hm��2m� p0� bN2(2m u� �) ==X� p0�X hm bN2(2m u� 2m � � ) =X� p0�Hm(u� �):Äåëàåì âûâîä, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîð-�óíêöèé Pm(u) ðàâíîìåðíîñõîäèòñÿ, è äëÿ ïðåäåëüíîé âåêòîð-�óíêöèè P(u) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèåP(u) =X� p0�H(u� �): (14)Ñ�îðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå òåîðåìû.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïóñòü ñõåìû subdivision ñ ìàñêàìè fs1jg è fs2kg ñõîäÿòñÿ.Òîãäà ñõåìà subdivision ñ ìàñêîé fsjkg, îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì (7), òàêæåñõîäèòñÿ. Ïðè ýòîì ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ ïðîöåññà subdivision âûðàæàåòñÿ÷åðåç íà÷àëüíûé íàáîð êîíòðîëüíûõ òî÷åê �îðìóëîé (14), ãäå �óíêöèÿ H(u)îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (13).



Í. Â. ×àøíèêîâ 529ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Ïóñòü ñõåìû subdivision ñ ìàñêàìè fs1jg è fs2kg ñõîäÿò�ñÿ, è äëÿ êàæäîé ìàñêè è ëþáîãî íà÷àëüíîãî íàáîðà êîíòðîëüíûõ òî÷åêïðåäåëüíûå âåêòîð-�óíêöèè ïðîöåññîâ subdivision ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàí�ñòâó Cr(R) ïðè íåêîòîðîì r > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî íàáîðàêîíòðîëüíûõ òî÷åê ïðåäåëüíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ ïðîöåññà subdivision ñ ìàñ�êîé fsjkg ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Cr(R2).5°. Ïåðåéä¼ì ê ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïðîöåññà subdivision â ñëó-÷àå äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü çàäàí íàáîð òî÷åê fp0jk j j 2 0 : M; k 2 0 : Ngâ ïðîñòðàíñòâå R3 . Ïîëîæèì p0jk = 0 ïðè îñòàëüíûõ j, k è ïðîâåä¼ì m øàãîâïðîöåññà subdivision. Ïîëó÷åííîìó íàáîðó êîíòðîëüíûõ òî÷åê fpm� g ñîîòâåò-ñòâóåò êóñî÷íî-áèëèíåéíàÿ ïîâåðõíîñòü, çàäàâàåìàÿ âåêòîð-�óíêöèåé Pm(u).Ñõîäèìîñòü ñõåìû subdivision ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè m ïîëó÷åí-íûå ïîâåðõíîñòè áóäóò ñòðåìèòüñÿ ê ïðåäåëüíîé ïîâåðõíîñòè. Îäíàêî ñ ïðàê-òè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü âìåñòî êóñî÷íî-áèëèíåéíîé ïî-âåðõíîñòè ìíîãîãðàííóþ ïîâåðõíîñòü ñ âåðøèíàìè pm� . �ðàíÿìè ïîâåðõíîñòèÿâëÿþòñÿ ëèáî ÷åòûð¼õóãîëüíèêè âèäà(pmj;k;pmj+1;k;pmj+1;k+1;pmj;k+1);ëèáî, åñëè âåðøèíû òàêîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà íå ëåæàò íà îäíîé ïëîñêîñòè,òðåóãîëüíèêè âèäà(pmj;k;pmj+1;k;pmj;k+1); (pmj+1;k+1;pmj+1;k;pmj;k+1):Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m ãðàíè ìàëû, ïîýòîìó ðàçíèöà ìåæäó êóñî÷íî-áèëèíåéíîé è ìíîãîãðàííîé ïîâåðõíîñòÿìè íåñóùåñòâåííà. Êàê è â ñëó÷àåîäíîé ïåðåìåííîé [2, ïóíêò 4℄, ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òå âåðøèíû pm� , íàçíà÷åíèÿ êîòîðûõ íå ïîâëèÿëè èñêóññòâåííî äîáàâëåííûå â íà÷àëüíûé íàáîðâåêòîðîâ fp0�g íóëåâûå ýëåìåíòû.Èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé ñõåìà subdivsion ñ ìàñêîé(14 ; 34 ; 34 ; 14) ñõîäèòñÿ, è äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî íàáîðà êîíòðîëüíûõ òî÷åê ïðå-äåëüíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C1 (ñì. [3℄). Îïðåäåëèììàñêó fsjkg ïî �îðìóëå (7), âçÿâ â êà÷åñòâå fs1jg è fs2kg óêàçàííóþ ìàñêó.Íåíóëåâûå ÷ëåíû fsjkg îáðàçóþò ìàòðèöó0BBB� 116 316 316 116316 916 916 316316 916 916 316116 316 316 116
1CCCA: (15)



530 ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÑÕÅÌÛ SUBDIVISION Â ÑËÓ×ÀÅ ÄÂÓÕ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕÑîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 2, ïðîöåññ subdivision, çàäàâàåìûé ìàñ-êîé (15), ñõîäèòñÿ ê ãëàäêîé âåêòîð-�óíêöèè ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì íàáîðåêîíòðîëüíûõ òî÷åê.Ïðèâåä¼ì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòè ìåòîäîì subdivision. Íà ðèñ. 1èçîáðàæåíà ìíîãîãðàííàÿ ïîâåðõíîñòü, çàäàâàåìàÿ íà÷àëüíûì íàáîðîì êîí-òðîëüíûõ òî÷åê fp0�g. Íà ðèñ. 2�4 ïîêàçàíû ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷àåìûå ïîñëåïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî øàãà ïðîöåññà subdivision ñ ìàñêîé (15).

�èñ. 1. fp0�g �èñ. 2. fp1�g

�èñ. 3. fp2�g �èñ. 4. fp3�g
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ÎÁÎÁÙ�ÍÍÛÅ ÏÎËÈÍÎÌÛ ØÀÏÈ�ÎÈ ÌÀÒ�ÈÖÛ PONSÈ. Ñ. Ñòîÿíîñêà19 ìàÿ 2012 ã.1°. Îáîáù¼ííûå ïîëèíîìû Øàïèðî áûëè ââåäåíû â ðàáîòå [1℄ ñ ïîìîùüþðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèéPm+1;4j(x) = Pm;2j(x) + x2mPm;2j+1(x);Pm+1;4j+1(x) = Pm;2j(x)� x2mPm;2j+1(x);Pm+1;4j+2(x) = Pm;2j+1(x) + x2mPm;2j(x);Pm+1;4j+3(x) = �Pm;2j+1(x) + x2mPm;2j(x);m = 1; 2; : : : ; j 2 0 : 2m�1 � 1; (1)è íà÷àëüíûõ óñëîâèé P1;0(x) = 1 + x; P1;1(x) = 1� x:Â äîêëàäå ìû êîñí¼ìñÿ íåêîòîðûõ ñâîéñòâ òàêèõ ïîëèíîìîâ.2°. Èç (1), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè m = 1 (è j = 0)P2;0(x) = 1 + x+ x2 � x3;P2;1(x) = 1 + x� x2 + x3;P2;2(x) = 1� x+ x2 + x3;P2;3(x) = �1 + x + x2 + x3: (2)ßñíî, ÷òî ïîëèíîìû Pm;k(x) îïðåäåëåíû ïðè k 2 0 : 2m � 1, èõ ñòåïåíüðàâíà 2m � 1 è âñå êîý��èöèåíòû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ �1. Ýòè ïîëèíîìûïîëíîñòüþ çàäàþòñÿ íàáîðîì çíàêîâ ñâîèõ êîý��èöèåíòîâ. Òàê �îðìóëû (2)ìîæíî çàïèñàòü â âèäå P2;0 = (+ ++�);P2;1 = (+ +�+);P2;2 = (+�++);P2;3 = (�+++):532



È. Ñ. Ñòîÿíîñêà 533Ïðåäñòàâèì â àíàëîãè÷íîì âèäå ïîëèíîìû P3;k(x), k 2 0 : 7. Íà îñíîâàíèè�îðìóë (1) ïðè m = 2 è j 2 0 : 1 èìååìP3;0 = (+ ++� ++� +);P3;1 = (+ ++���+�);P3;2 = (+ +� ++++�);P3;3 = (�� +�+++�);P3;4 = (+� ++� +++);P3;5 = (+� +++���);P3;6 = (� ++++� ++);P3;7 = (+���+� ++):
(3)

3°. Èç îïðåäåëåíèÿ îáîáù¼ííûõ ïîëèíîìîâ Øàïèðî íåïîñðåäñòâåííî ñëå-äóåò, ÷òî ïðè âñåõ êîìïëåêñíûõ z ñ jzj = 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîjPm;2j(z)j2 + jPm;2j+1(z)j2 6 2m+1:Íà ñàìîì äåëå, ñïðàâåäëèâ áîëåå òîíêèé ðåçóëüòàò, îòìå÷åííûé â [1℄.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïðè âñåõ m > 1, j 2 0 : 2m�1 � 1 è êîìïëåêñíûõ z ñ jzj = 1ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâîjPm;2j(z)j2 + jPm;2j+1(z)j2 � 2m+1: (4)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì, ñïðàâåäëèâûì äëÿ ëþáûõêîìïëåêñíûõ ÷èñåë z1, z2:jz1 + z2j2 + jz1 � z2j2 = 2(jz1j2 + jz2j2):Ïðè m = 1 (j = 0) è jzj = 1 ïîëó÷èìjP1;0(z)j2 + jP1;1(z)j2 = j1 + zj2 + j1� zj2 � 4:Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò m ê m+ 1, ñ÷èòàÿ, ÷òî m > 1.Èíäåêñ j 2 0 : 2m � 1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå j = 2j 0 èëè j = 2j 0 + 1,ãäå j 0 2 0 : 2m�1 � 1. Â ïåðâîì ñëó÷àå íà îñíîâàíèè (1) è èíäóêöèîííîãîïðåäïîëîæåíèÿ èìååìjPm+1;2j(z)j2 + jPm+1;2j+1(z)j2 = jPm+1;4j0(z)j2 + jPm+1;4j0+1(z)j2 == ��Pm;2j0(z) + z2m Pm;2j0+1(z)��2 + ��Pm;2j0(z)� z2m Pm;2j0+1(z)��2 == 2�jPm;2j0(z)j2 + jPm;2j0+1(z)j2� � 2m+2:Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé j = 2j 0 + 1.Òåîðåìà äîêàçàíà.



534 ÎÁÎÁÙ�ÍÍÛÅ ÏÎËÈÍÎÌÛ ØÀÏÈ�Î È ÌÀÒ�ÈÖÛ PONS4°. Âûäåëèì èç (1) ïåðâûå äâà ñîîòíîøåíèÿ ïðè j = 0:Pm+1;0(x) = Pm;0(x) + x2mPm;1(x);Pm+1;1(x) = Pm;0(x)� x2mPm;1(x);m = 1; 2; : : : :Ê ýòîìó äîáàâèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿP1;0(x) = 1 + x; P1;1(x) = 1� x:Âñïîìèíàåì (ñì. [2℄), ÷òî òàêèå æå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþòïîëèíîìû Øàïèðî. Çíà÷èò,Pm;0(x) = Pm(x); Pm;1(x) = Qm(x):Èçâåñòíî, ÷òî âåêòîðû êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìîâ Øàïèðî Pm(x) è Qm(x)îðòîãîíàëüíû. Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî è äëÿ îáîáù¼ííûõ ïîëèíî-ìîâ Øàïèðî.Îáîçíà÷èì ÷åðåç am;k âåêòîð êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìà Pm;k(x).ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Âåêòîðû am;k, k 2 0 : 2m � 1, ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû èkam;kk2 = 2m:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàïîìíèì, ÷òî êîîðäèíàòû îáîáù¼ííûõ ïîëèíîìîâØàïèðî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ �1, ïîýòîìó kam;kk2 = 2m. Ïðîâåðèì îðòîãî-íàëüíîñòü. Ïðè m = 1 îíà î÷åâèäíà. Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò m êm + 1. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (1) â âèäåam+1;4j = (am;2j; am;2j+1);am+1;4j+1 = (am;2j;�am;2j+1);am+1;2j+2 = (am;2j+1; am;2j);am+1;4j+3 = (�am;2j+1; am;2j):Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ham;k; am;k0i = 0 ïðè k 6= k0. Çíà÷èò,ham+1;4j; am+1;4j+1i = ham;2j; am;2ji � ham;2j+1; am;2j+1i = 0;ham+1;4j; am+1;4j+2i = ham;2j; am;2j+1i+ ham;2j+1; am;2ji = 0:Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òîham+1;4j+�; am+1;4j0+�0i = 0 ïðè (j; �) 6= (j 0; �0):Òåîðåìà äîêàçàíà.



È. Ñ. Ñòîÿíîñêà 5355°. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà Pm ïîðÿäêà 2m ñî ñòðîêàìèam;0; am;1; : : : ; am;2m�1íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé PONS [3℄. Ôîðìóëà (3) äà¼ò ïðåäñòàâëåíèå î ìàòðèöå P3.Ìàòðèöà P4 èìååò ñëåäóþùèé âèä:
P4 =

2666666666666666666666666664

+ + + � + + � + + + + � � � + �+ + + � + + � + � � � + + + � ++ + + � � � + � + + + � + + � +� � � + + + � + + + + � + + � ++ + � + + + + � � � + � + + + �+ + � + + + + � + + � + � � � +� � + � + + + � + + � + + + + �+ + � + � � � + + + � + + + + �+ � + + � + + + + � + + + � � �+ � + + � + + + � + � � � + + ++ � + + + � � � + � + + � + + +� + � � � + + + + � + + � + + +� + + + + � + + + � � � + � + +� + + + + � + + � + + + � + � �+ � � � + � + + � + + + + � + +� + + + � + � � � + + + + � + +

3777777777777777777777777775
:

Ñòðîêó ñ èíäåêñîì k ìàòðèöû Pm ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê çíà÷åíèÿ äèñ-êðåòíîãî ñèãíàëà pk(j) = am;k(j); k; j 2 0 : 2m � 1:Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ñèãíàëû pk ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû è kpkk2 = 2m ïðèâñåõ k 2 0 : 2m � 1. Ýòî ïîçâîëÿåò âêëþ÷èòü ñèñòåìó ñèãíàëîâ fpkg â àï-ïàðàò äèñêðåòíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà.



536 ÎÁÎÁÙ�ÍÍÛÅ ÏÎËÈÍÎÌÛ ØÀÏÈ�Î È ÌÀÒ�ÈÖÛ PONSÍà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû ãðà�èêè �óíêöèé pk(j) ïðè m = 3.
p0:

p1:

p2:

p3:

p4:

p5:

p6:

p7:

�èñ. 1Ñ�îðìóëèðóåì äâå ãèïîòåçû.�ÈÏÎÒÅÇÀ 1. Ìàòðèöû Pm ïðè âñåõ m > 1 ñèììåòðè÷íû.Ïðè m = 1; 2; 3 ñèììåòðè÷íîñòü ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ñèììåò-ðè÷íîñòü ìàòðèö Pm äî m = 10 áûëà ïðîâåðåíà ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîéïðîãðàììû.Ïîëîæèì n = 2m: ×åðåç k = (km�2; km�3; : : : ; k0)2 îáîçíà÷èì äâîè÷íûé êîä÷èñëà k 2 0 : n2 � 1.�ÈÏÎÒÅÇÀ 2. Ïðè âñåõ m > 2 è k; k0 2 0 : n2 �1, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèåpk(j)pk0(j) = �mk;k0 pn2+k(j)pn2+k0(j); j 2 0 : n� 1; (5)ãäå �mk;k0 = (�1)km�2+k0m�2:



È. Ñ. Ñòîÿíîñêà 537Ïðè m = 3 ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ f�3k;k0g âûãëÿäèò òàê:2664 1 1 �1 �11 1 �1 �1�1 �1 1 1�1 �1 1 1 3775:Ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû (5) ïðè m = 2; 3 ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî,à ïðè m = 4; 5; : : : ; 10 � ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû.6°. Ëþáîé âåùåñòâåííûé ñèãíàë x = x(j), j 2 0 : n� 1, ìîæíî ðàçëîæèòüïî PONS-áàçèñó fpk(j)gn�1k=0:x(j) = 1n n�1Xk=0hx; pki pk(j); j 2 0 : n� 1:�àññìîòðèì ÷àñòíûå ñóììûx� = 1n ��1Xk=0hx; pki pk; � 2 1 : n: (6)Îíè äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå x� = Dm;� x; (7)ãäå Dm;� � êâàäðàòíûå ìàòðèöû âèäàDm;� = 1n ��1Xk=0 a>m;k am;k:Ìû âîñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèåì ñèãíàëîâ pk è òåì, ÷òî am;k � âåêòîð-ñòðîêè. Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëà (6) � ýòî ðàâåíñòâî ñòðîê, à �îðìóëà (7) �ðàâåíñòâî ñòîëáöîâ.Êîíñòàíòîé Ëåáåãà íàçûâàåòñÿ íîðìà ìàòðèöû Dm;� , ñîãëàñîâàííàÿ ñ ðàâ-íîìåðíîé íîðìîé ñèãíàëà. Îáîçíà÷èì å¼ Lm;� . Ïî îïðåäåëåíèþLm;� = maxi20:n�1 n�1Xk=0��Dm;�[i; k℄��:Ñ�îðìóëèðóåì åùå äâå ãèïîòåçû.�ÈÏÎÒÅÇÀ 3. Êîíñòàíòû Ëåáåãà Lm;� íå çàâèñÿò îò m.



538 ÎÁÎÁÙ�ÍÍÛÅ ÏÎËÈÍÎÌÛ ØÀÏÈ�Î È ÌÀÒ�ÈÖÛ PONSÒàáë. ïîÿñíÿåò ýòó ãèïîòåçó. Òàáëèöàm Lm;� ; � 2 1 : 2m2 1 1 32 13 1 1 32 1 74 32 74 14 1 1 32 1 74 32 74 1 158 74 178 32 178 74 158 15 1 1 32 1 74 32 74 1 158 74 178 32 178 74 158 1�ÈÏÎÒÅÇÀ 4. Ïðè m > 2 âåðíû �îðìóëûLm;2s = 1; s 2 0 : m; (8)Lm;2s+j = Lm;2s�j + j2s ; j 2 1 : 2s � 1; s = 1; 2; : : : ; m� 1: (9)Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé ãèïîòåçû äî m = 6 ïðîâåðåíà íà êîìïüþòåðå. Ïîëó-÷åííîå ìíîé ïðåäâàðèòåëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû 4 îïèðàåòñÿ íà ãèïî-òåçû 1, 2 è 3.Ôîðìóëû (8), (9) ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ Lm;� ïðè âñåõ � 2 1 : n.Ñîãëàñíî (8), Lm;1 = Lm;2 = 1. Ïðè s = 1 è j = 1 â ñèëó (9) íàõîäèì Lm;3. Ïðèêàæäîì ñëåäóþùåì s âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ Lm;� ïðè � îò 2s äî 2s+1 � 1.Íà ðèñ. 2 èçîáðàæ¼í ãðà�èê Lm;� êàê �óíêöèè îò � ïðè m = 6.

�èñ. 2



È. Ñ. Ñòîÿíîñêà 539ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Byrnes J. S. Quadrature mirror �lters, low rest fator arrays, funtions ahiev-ing optimal unertainty priniple bounds, and omplete orthonormal sequenes| a uni�ed approah // Applied and Computational Harmoni Analysis. 1994.Vol. 1, P. 261{266.2. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ñòîÿíîñêà È. C. Ïîëèíîìû Øàïèðî è êîäû �èäà-Ìàëëå�ðà // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 26 íîÿáðÿ 2011 ã.(http://dha.spb.ru/reps11.shtml#1126)3. An M., Byrnes J., Moran W., Sa�ari B., Shapiro H. S., Tolimieri R. PONS,Reed-Muller odes, and group algebras // NATO Advaned Study Institute:Computational Nonommutative Algebra and Appliations. Tusany, Italy.July 2003. P. 155�197.



ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÒÅÎ�ÅÌÅ Ì. Ñ. ÁÅÑÏÀËÎÂÀÎ Ô�ÅÉÌÀÕ ÏÀ�ÑÅÂÀËßÌ. Í. Þðêèíà9 èþíÿ 2012 ã.1°. Ñóùåñòâóþò ÷åòûðå îïðåäåëåíèÿ æ¼ñòêîãî �ðåéìà â ïðîñòðàíñòâå Rn(ñì. [1℄). Ìû âîñïîëüçóåìñÿ äâóìÿ èç íèõ.Ñèñòåìà íåíóëåâûõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ f'1; : : : ; 'mg ïðèm > n íàçûâàåò�ñÿ æ¼ñòêèì �ðåéìîì, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:1) ìàòðèöà � ñî ñòîëáöàìè '1; : : : ; 'm óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ��T = AIn;ãäå In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n èA = 1n mXk=1 k'kk2;2) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî mXi;j=1 jh'i; 'jij2 = nA2: (1)Âû÷èñëèì êâàäðàò ñ�åðè÷åñêîé íîðìû ìàòðèöû �. Ïî îïðåäåëåíèþk�k2 := mXk=1 nXs=1 ���[s; k℄��2 = mXk=1 k'kk2 = nA: (2)Ââåä¼ì ìàòðèöó �ðàìà G = �T� è âû÷èñëèì êâàäðàò å¼ ñ�åðè÷åñêîéíîðìû: kGk2 = mXi;j=1 jh'i; 'jij2: (3)Ôîðìóëû (2) è (3) ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü ðàâåíñòâî (1), îïðåäåëÿþùåå æ¼ñò-êèé �ðåéì, â äðóãîì âèäåkGk2 = nA2 = 1n(nA)2 = 1nk�k4: (4)540



Ì. Í. Þðêèíà 5412°. Ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ íàçûâàåòñÿ æ¼ñòêèé �ðåéì ñ êîíñòàíòîé �ðåé-ìà A, ðàâíîé åäèíèöå, A = 1. Òàêèì îáðàçîì, �ðåéì Ïàðñåâàëÿ îïðåäåëÿåòñÿóñëîâèåì ��T = In: (5)Ñîãëàñíî (2) è (4) äëÿ �ðåéìà Ïàðñåâàëÿ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿk�k2 = n; kGk2 = n:Ïî ñâîéñòâó ðàíãà ìàòðèöû (ñì., íàïðèìåð, [2℄, ñ. 18)rank(��T ) = rank(�T�) = rank(�):Ó÷èòûâàÿ (5) è òîò �àêò, ÷òî rank(In) = n, çàêëþ÷àåì, ÷òîrank(�) = rank(��T ) = rank(In) = n:Ïî òîé æå ïðè÷èíå rank(G) = rank(�T�) = rank(�) = n:Ïîäâåä¼ì èòîãè.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1 (Ì. Ñ. Áåñïàëîâ [3℄). Äëÿ �ðåéìà Ïàðñåâàëÿ ñïðàâåäëèâû ðà�âåíñòâà rank� = n; k�k2 = n;rankG = n; kGk2 = n:3°. Íàïîìíèì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî �ðåéìà Ïàðñåâàëÿ [4℄.Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, � � (n�m)-ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè '1; : : : ; 'm, îáðàçóþ-ùèìè �ðåéì Ïàðñåâàëÿ. Ñòðîêè ìàòðèöû � îáîçíà÷èì 1; : : : ; n. Ñîãëàñíî (5)hi; ji = Æij; i; j 2 1 : n;ãäå Æij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Äîïîëíèì ñèñòåìó 1; : : : ; n ñòðîêàìè n+1; : : : ;mòàê, ÷òîáû âñå m ñòðîê ñîñòàâèëè îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â Rm . Ìàòðèöóñî ñòðîêàìè 1; : : : ; m îáîçíà÷èì �. Ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m, èìå-þùàÿ âèä � = ��	� ;ãäå 	 � ((m�n)�m)-ìàòðèöà. Â ñèëó îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñòðîê ìàòðèöà �áóäåò îðòîãîíàëüíîé, ��T = Im. ×åðåç  1; : : : ;  m îáîçíà÷èì ñòîëáöû ìàòðè-öû 	. Ïîñêîëüêó 		T = Im�n, òî ñèñòåìà f 1; : : : ;  mg ÿâëÿåòñÿ �ðåéìîìÏàðñåâàëÿ â Rm�n . Îí íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì �ðåéìîì Ïàðñåâàëÿ.



542 ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÒÅÎ�ÅÌÅ Ì. Ñ. ÁÅÑÏÀËÎÂÀ Î Ô�ÅÉÌÀÕ ÏÀ�ÑÅÂÀËßÏî òåîðåìå 1 äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî �ðåéìà Ïàðñåâàëÿ ñïðàâåäëèâû ðàâåí-ñòâà rank(	) = m� n; k	k2 = m� n;rank(	T	) = m� n; k	T	k2 = m� n: (6)Ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî �ðåéìà óñòàíîâèì åù¼ îäíî ñâîéñòâî ìàòðè-öû �ðàìà G = �T�.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2 (Ì. Ñ. Áåñïàëîâ [3℄). Ïóñòü f'1; : : : ; 'mg � �ðåéì Ïàðñåâàëÿâ Rn , � � ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè '1; : : : ; 'm è G = �T�. Òîãäàrank(Im �G) = m� n; kIm �Gk2 = m� n:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàðÿäó ñ ðàâåíñòâîì ��T = Im âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî�T� = Im. Çíà÷èò, ñòîëáöû � 'k k � ìàòðèöû � îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûéáàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Rm . Ýòîò �àêò ìîæíî çàïèñàòü òàê:h'i; 'ji+ h i;  ji = Æij; i; j 2 1 : m: (7)Îáîçíà÷èì G1 = 	T	. Ñîãëàñíî (7)G+G1 = Im:Èìååì Im �G = G1. Òåïåðü çàêëþ÷åíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç �îðìóë (6).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîçåìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á. ×åòâ¼ðòîå îïðåäåëåíèå æ¼ñòêîãî �ðåé�ìà // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 30 ìàÿ 2007 ã.(http://dha.spb.ru/reps07.shtml#0530)2. Ìàëîçåìîâ Â. Í. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà áåç îïðåäåëèòåëåé. Êâàäðàòè÷íàÿ�óíêöèÿ. ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏá�Ó, 1997. 80 ñ.3. Áåñïàëîâ Ì. Ñ. Ôðåéìû Ïàðñåâàëÿ è îðòîïðîåêòîðû // Ñåìèíàð ¾DHA &CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 21 îêòÿáðÿ 2011 ã.(http://dha.spb.ru/reps11.shtml#1021)4. Èñòîìèíà Ì. Í., Ìàêñèìåíêî Â. Â., Ïåâíûé À. Á. Äîïîëíèòåëüíûå æåñò�êèå �ðåéìû // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 1 àïðåëÿ2009 ã. (http://dha.spb.ru/reps09.shtml#0401)



Íåðàâåíñòâà äëÿ òî÷åê íà åäèíè÷íîé ñ�åðåâ n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâåÍ. Î. Êîòåëèíà À. Á. Ïåâíûé8 ñåíòÿáðÿ 2012 ã.Â äîêëàäå îáîáùàåòñÿ íåðàâåíñòâî Á. Á. Âåíêîâà íà ñëó÷àé ïðîèç�âîëüíûõ âåñîâ. Óñòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ ðàâåíñòâà â îáîá�ù¼ííîì íåðàâåíñòâå Á. Á. Âåíêîâà. Äà¼òñÿ îïðåäåëåíèå è ïðèâîäèòñÿïðèìåð âçâåøåííîãî ñ�åðè÷åñêîãî ïîëóäèçàéíà.1°. Ââåäåíèå. Á. Á. Âåíêîâ íà ñâîèõ ëåêöèÿõ [1℄ â óíèâåðñèòåòå Áîðäî â1996 ãîäó ðàññìàòðèâàë ñèñòåìû èç m âåêòîðîâ X = fx1; : : : ; xmg íà åäèíè÷-íîé ñ�åðå Sn�1 â ïðîñòðàíñòâå Rn . Îí ââ¼ë ïîíÿòèå t-ïîòåíöèàëàPt(X) = mXi=1 mXj=1�hxi; xji�t;ãäå t � ÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, hxi; xji � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâxi, xj, è äîêàçàë íåðàâåíñòâî Pt(X) > tm2;â êîòîðîì êîíñòàíòà t èìååò âèät = (t� 1)!!n(n+ 2) � � � (n+ t� 2) : (1)Çäåñü ìû îáîáùèì íåðàâåíñòâî Á. Á. Âåíêîâà. Ïðè t = 2 ïîòåíöèàë P2(X)áûë ðàññìîòðåí â ñòàòüå [2℄ è íàçâàí �ðåéìîâûì ïîòåíöèàëîì. Íåðàâåíñòâàäëÿ �ðåéìîâîãî ïîòåíöèàëà P2(X) áûëè óñòàíîâëåíû â [3℄ è [6℄.2°. Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ è ðåçóëüòàòû. Çà�èêñèðóåì íàòóðàëüíûå ÷èñ-ëà n > 2, m è ÷¼òíîå t. Äëÿ ñèñòåìû âåêòîðîâ X = fx1; : : : ; xmg � Sn�1ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A ïîðÿäêà m ñ ýëåìåíòàìè aij = �hxi; xji�t,i; j 2 1 : m. Ýòà ìàòðèöà áûëà ââåäåíà Á. Á. Âåíêîâûì â ðàáîòå [1℄.543



544 ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÀ ÄËß ÒÎ×ÅÊ ÍÀ ÅÄÈÍÈ×ÍÎÉ ÑÔÅ�Å Â n-ÌÅ�ÍÎÌ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÏ�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Ìàòðèöà A íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà:hAW;W i > 0; W 2 Rm : (2)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü xi = (xi1; xi2; : : : ; xin). Ïî ïîëèíîìèàëüíîé �îð-ìóëå èìååì �hxi; xji�t = Xjkj=t (k) xki xkj ; (3)ãäå k = (k1; : : : ; kn) � âåêòîð ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè(ìóëüòèèíäåêñ), jkj = k1 + � � �+ kn, xki = xk1i1 xk2i2 � � �xknin , (k) = t!=(k1!k2! � � �kn!).Íà îñíîâàíèè (3) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ W = (W1; : : : ;Wm) 2 Rm ïîëó÷èìhAW;W i = mXi;j=1�hxi; xji�tWiWj = Xjkj=t (k) mXi;j=1Wi xki Wj xkj == Xjkj=t (k)h mXi=1 Wi xki i2 > 0:Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Âîçíèêàåò âîïðîñ, êîãäà íåðàâåíñòâî (2) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì. �àññìîòðèìâåêòîð W 0 = ( 1m ; : : : ; 1m) 2 Rm . Âåíêîâ [1℄ äîêàçàë íåðàâåíñòâîhAW 0;W 0i > t;ãäå êîíñòàíòà t îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (1).Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð W = (W1; : : : ;Wm) 2 Rm , Pmi=1Wi = 1. Íåòðåáóåì, ÷òîáû âåñà Wi áûëè íåîòðèöàòåëüíûìè.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâîhAW;W i > t: (4)Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðèâåäåíî â ï. 5°.ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Äëÿ âñåõ W 2 Rm ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîhAW;W i > t(W1 +W2 + � � �+Wm)2:ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê x1; : : : ; xm 2 Sn�1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåí�ñòâî mXi;j=1�hxi; xji�2 > m2n : (5)



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 545Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 2 íóæíî â (4) ïîëîæèòü t = 2, Wi = 1m ,i 2 1 : m, è ó÷åñòü, ÷òî 2 = 1n . Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (5) ïðèâîäèòñÿòàêæå â äîêëàäå [6℄.Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî êîíñòàíòà t â (4) òî÷íàÿ, è óñòàíîâèì óñëîâèÿ, ïðèêîòîðûõ â íåðàâåíñòâå (4) áóäåò ðàâåíñòâî.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî hAW;W i = t, íåîá�õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáûmXi=1 Wi�hxi; xi�t = tkxkt; x 2 Rn : (6)ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3. Ïóñòü fx1; : : : ; xmg � Sn�1. Ñîîòíîøåíèå (5) ïðåâðàùà�åòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà fx1; : : : ; xmg ÿâëÿåòñÿæ¼ñòêèì �ðåéìîì.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü â òåîðåìå 2 áóäåò t = 2, W = W 0 = � 1m ; : : : ; 1m�.Òîãäà ðàâåíñòâî hAW 0;W 0i = 2 = 1n ðàâíîñèëüíî òîæäåñòâómXi=1 �hxi; xi�2 = mn kxk2; x 2 Rn ;êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò ñèñòåìó fx1; : : : ; xmg êàê æ¼ñòêèé �ðåéì.Ñëåäñòâèå 3 äîêàçûâàëîñü òàêæå â äîêëàäå [6℄. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2ïðèâåäåíî â ï. 6°.Äàëåå ìû áóäåì íàçûâàòü òîæäåñòâî (6) òîæäåñòâîì Âàðèíãà. Å. Âàðèíã(1734�1798) çàíèìàëñÿ ïðåäñòàâëåíèåì �îðìû kxkt = (x21 + � � �+ x2n)t=2 â âèäåñóììû ñòåïåíåé ïîðÿäêà t ëèíåéíûõ �îðì (ñì. [4℄).3°. Âçâåøåííûå ñ�åðè÷åñêèå ïîëóäèçàéíû. Ïóñòü t � íàòóðàëüíîå÷¼òíîå ÷èñëî. Òåîðåìà 2 äåëàåò åñòåñòâåííûì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ. Ñèñòåìà òî÷åê X = fx1; : : : ; xmg � Sn�1 íàçûâàåòñÿâçâåøåííûì ñ�åðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì ïîðÿäêà t ñ âåêòîðîì âåñîâ W == (W1; : : : ;Wm) 2 Rm , Pmi=1Wi = 1, åñëè âûïîëíåíî òîæäåñòâî (6).Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñ�åðè÷åñêèìè äèçàéíàìè è ïîëóäèçàéíàìè îáñóæäà-þòñÿ â ñòàòüå [5℄.Òåîðåìà 2 ìîæåò áûòü ïåðå�îðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: íåðàâåí�ñòâî (4) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî íà âçâåøåííûõ ñ�åðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíàõïîðÿäêà t è òîëüêî íà íèõ.Äàäèì ïðèìåð âçâåøåííîãî ñ�åðè÷åñêîãî ïîëóäèçàéíà.



546 ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÀ ÄËß ÒÎ×ÅÊ ÍÀ ÅÄÈÍÈ×ÍÎÉ ÑÔÅ�Å Â n-ÌÅ�ÍÎÌ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÏ�ÈÌÅ�. Â [4, ñ. 103℄ ïðèâîäèòñÿ òîæäåñòâî Ëóêàñà (1877) äëÿ ïðîèçâîëü-íîãî âåêòîðà x = (x1; x2; x3) 2 R3 :8 3Xi=1 x4i +X(x1 � x2 � x3)4 = 12kxk4: (7)Âòîðàÿ ñóììà ñîäåðæèò 4 âîçìîæíûõ êîìáèíàöèè çíàêîâ + è �. Èç òîæ-äåñòâà (7) ïîëó÷èì òîæäåñòâî Âàðèíãà ïðè t = 4. Äëÿ n = 3 êîíñòàíòà 4ðàâíà 15 . Ïåðåïèøåì (7) ñëåäóþùèì îáðàçîì215 3Xi=1 �hei; xi�4 + 320 4Xi=1 �h'i; xi�4 = 15kxk4; x 2 R3 ;ãäå e1 = (1; 0; 0), e2 = (0; 1; 0), e3 = (0; 0; 1), à âåêòîðû '1; : : : ; '4 èìåþò âèä1p3(1;�1;�1). Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà X = fe1; e2; e3; '1; : : : ; '4g ÿâëÿåòñÿâçâåøåííûì ñ�åðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì ïîðÿäêà 4 ñ âåêòîðîì âåñîâ W == � 215 ; 215 ; 215 ; 320 ; 320 ; 320 ; 320�.4°. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì. �àñ-ñìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Pn;t îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè t îò nïåðåìåííûõ. Êàæäûé òàêîé ïîëèíîì ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå:f(x) = Xjkj=t a(k)xk;ãäå k = (k1; : : : ; kn) � ìóëüòèèíäåêñ, jkj = k1 + � � � + kn, xk = xk11 � � �xknn ,a(k) � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå êîý��èöèåíòû. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëè-íîìîâ f(x), g(x) =Pjkj=t b(k)xk îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå �îðìóëîé[f; g℄ = Xjkj=t a(k)b(k)(k) ;ãäå (k) = t!=(k1! � � �kn!). Äëÿ ëþáîãî y 2 Rn ðàññìîòðèì ïîëèíîì�y(x) = �hy; xi�t = [y1x1 + � � �+ ynxn℄t:Ïî ïîëèíîìèàëüíîé �îðìóëå�y(x) = Xjkj=t (k) yk xk:Îòñþäà äëÿ ëþáîãî f 2 Pn;t ïîëó÷àåì[�y; f ℄ = Xjkj=t (k) yka(k)(k) = f(y): (8)



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 547Ïóñòü t � íàòóðàëüíîå ÷¼òíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì!t(x) = kxkt = (x21 + � � �+ x2n)t=2:Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî [!t; !t℄ = 1=t, ãäå êîíñòàí�òà t îïðåäåëåíà �îðìóëîé (1).Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [4, ñ. 107℄.5°. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Èñïîëüçóÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå[f; g℄, çàïèøåì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâîQ :=h mXi=1 Wi �xi � t !t; mXj=1 Wj �xj � t !ti > 0: (9)Èìååì Q = mXi;j=1WiWj��xi ; �xj�� 2th mXi=1 Wi �xi ; !ti+ 2t [!t; !t℄:Â ñèëó (8), ��xi; �xj� = �xj (xi) = �hxi; xji�t. Äàëåå, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿPmi=1Wi = 1, xi 2 Sn�1, ïîëó÷àåìh mXi=1 Wi �xi ; !ti = mXi=1 Wi !t(xi) = mXi=1 Wi kxikt = 1:Ñ ó÷¼òîì ïðåäëîæåíèÿ 2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîQ = mXi;j=1WiWj�hxi; xji�t � 2t + 2t � 1t > 0: (10)Îòñþäà ñëåäóåò hAW;W i > t, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.6°. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Íåî á õ î ä èìî ñ ò ü. Ïóñòü ñèñòåìà òî÷åêX = fx1; : : : ; xmg ëåæèò íà ñ�åðå Sn�1 è íà íåêîòîðîì âåêòîðå âåñîâ W =(W1; : : : ;Wm), òàêîì, ÷òî Pmi=1Wi = 1, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîhAW;W i := mXi;j=1�hxi; xji�tWiWj = t:Òîãäà íåðàâåíñòâà (9) è (10) òàêæå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ êàê ðàâåíñòâà. Êàêñëåäñòâèå, mXi=1 Wi �xi � t !t = 0;



548 ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÀ ÄËß ÒÎ×ÅÊ ÍÀ ÅÄÈÍÈ×ÍÎÉ ÑÔÅ�Å Â n-ÌÅ�ÍÎÌ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ÷òî ýêâèâàëåíòíî òîæäåñòâó (6).Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (6). Ïîäñòàâèì x = xjâ (6). Òàê êàê kxjk = 1, òîmXi=1 Wi�hxi; xji�t = t; j 2 1 : m: (11)Óìíîæèì îáå ÷àñòè (11) íà Wj, Pmj=1Wj = 1, è ïðîñóììèðóåì ïî j 2 1 : m.Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî hAW;W i = t.7°. Åù¼ îäíî íåðàâåíñòâî. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷¼òíîãî t ñïðàâåäëèâîíåðàâåíñòâî mXi;j=1�hxi; xji�t > th mXi=1 kxikti2 (12)äëÿ âñåõ xi 2 Rn . Çäåñü êîíñòàíòà t îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ (1).Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Íåðàâåíñòâî (12)áûëî óñòàíîâëåíî â [5℄, äëÿ t = 2 � â [3℄ è [6℄.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Venkov B. R�eseaux et designs sph�eriques // R�eseaux Eulidiens, Designssph�eriques et Formes Modulaires, L'Enseignement math�ematique Monograph,G�eneve. 2001. No. 37. P. 10�86.2. Benedetto J. J., Fikus M. Finite normalized tight frames // Adv. Comput.Math. 2003. V. 18. P. 357�385.3. Casazza P. G. Custom building �nite frames // Contemporary Math. 2004.V. 345. P. 68�86.4. Reznik B. Sums of even powers of real linear forms // Mem. Amer. Math. So.1992. V. 96. No. 463. P. 1�155.5. Êîòåëèíà Í. Î., Ïåâíûé À. Á. Ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ñ�åðè÷åñêèõ ïî�ëóäèçàéíîâ // Àëãåáðà è àíàëèç. 2010. Ò. 22. � 5. Ñ. 162�170.6. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á. ×åòâ¼ðòîå îïðåäåëåíèå æ¼ñòêîãî �ðåé�ìà // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 30 ìàÿ 2007 ã.(http://dha.spb.ru/reps07.shtml#0530).



ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÅ Ô�ÅÉÌÛ ÏÀ�ÑÅÂÀËßÌ. Í. Þðêèíà20 îêòÿáðÿ 2012 ã.Âïåðâûå î öèêëè÷åñêèõ �ðåéìàõ íà ñåìèíàðå áûëî ðàññêàçàíî â äîêëàäåÂ. Í. Ìàëîç¼ìîâà [1℄. Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ìû èñïîëüçóåì äðóãîé ïîäõîä,ïðåäëîæåííûé â êíèãå [2℄.Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà íåíóëåâûõ âåêòîðîâf'1; '2; : : : ; 'mg (1)ïðîñòðàíñòâà Rn ïðè m > n íàçûâàåòñÿ �ðåéìîì Ïàðñåâàëÿ, åñëè ìàòðèöà �,ñîñòàâëåííàÿ èç ñòîëáöîâ '1; '2; : : : ; 'm, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ��T = In; (2)ãäå In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Óìíîæèâ (2) ñïðàâà íà ïðîèçâîëüíûéâåêòîð x 2 Rn , ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèåx = mXk=1hx; 'ki'k: (3)Ñîãëàñíî [1℄, �ðåéì Ïàðñåâàëÿ (1) áóäåò öèêëè÷åñêèì, åñëèh'k+1; 'j+1i = h'k; 'ji; k; j 2 1 : m; (4)ãäå 'm+1 = '1.ÒÅÎ�ÅÌÀ. Äëÿ òîãî ÷òîáû �ðåéì Ïàðñåâàëÿ (1) áûë öèêëè÷åñêèì, íåîá�õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà P ïî�ðÿäêà n, òàêàÿ, ÷òî Pm = In è'k+1 = P'k; k 2 1 : m� 1: (5)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Ìàòðèöó P ìîæíî çàäàòü ÿâíî:P = �S �T ; (6)549



550 ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÅ Ô�ÅÉÌÛ ÏÀ�ÑÅÂÀËßãäå S � ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê ïîðÿäêà m âèäàS = 2666640 0 : : : 0 11 0 : : : 0 00 1 : : : 0 0: : : : : : :0 0 : : : 1 0
377775:Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî j 2 1 : m ñîãëàñíî (4) è (2) èìååìP'j = mXk=1h'k; 'ji(�S)k = mXk=1h'k; 'ji'k+1 == m�1Xk=1h'k+1; 'j+1i'k+1 + h'1; 'j+1i'1 == mXk=1h'j+1; 'ki'k = 'j+1: (7)Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò (5). Ñàìó �îðìóëó (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäåP� = �S: (8)�àçáåð¼ìñÿ ñî ñâîéñòâàìè ìàòðèöû P . Óìíîæèâ (6) íà � ñïðàâà, ïîëó÷èìP� = �S �T�, ÷òî âìåñòå ñ (8) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó�S �T� = �S: (9)Îòìåòèì òàêæå î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿS ST = Im; Sm = Im:Ñîãëàñíî (9) è (2) èìååìP P T = (�S �T�)ST�T = �(S ST )�T = ��T = In:Óñòàíîâëåíà îðòîãîíàëüíîñòü ìàòðèöû P .Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî Pm = In. Ñïðàâåäëèâà îáùàÿ �îðìóëàP � = �S��T ; � = 1; 2; : : : (10)Äåéñòâèòåëüíî, ïðè � = 1 ýòà �îðìóëà ñîâïàäàåò ñ (6). Ñäåëàåì èíäóêöèîí-íûé ïåðåõîä îò � ê � + 1. Â ñèëó (9) èìååìP �+1 = P P � = (�S �T�)S��T = �(S S�)�T = �S�+1�T ;



Ì. Í. Þðêèíà 551÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Ïðè � = m èç (10) ñëåäóåò, ÷òîPm = �Sm�T = ��T = In:Äî ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ñîãëàñíî (5),'k+1 = P k'1; k 2 1 : m� 1:Ôîðìàëüíî ïîëîæèì 'm+1 = Pm'1. Ïî óñëîâèþ Pm = In, ïîýòîìó 'm+1 = '1.Òåïåðü ïðè âñåõ k; j 2 1 : m â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèöû P èìååìh'k+1; 'j+1i = hP'k; P'ji = hP TP'k; 'ji = h'k; 'ji;÷òî ñîîòâåòñòâóåò (4).Òåîðåìà äîêàçàíà.Ç àì å ÷ à í è å. Â êíèãå [2℄ äàííàÿ òåîðåìà óñòàíîâëåíà â ÷àñòíîì ñëó÷àå, äëÿîáîáù¼ííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ �ðåéìîâ (òåîðåìà 8.8). Äëÿ òàêèõ �ðåéìîâ â [2℄ïîñòðîåíà îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà P , äëÿ êîòîðîé íàðÿäó ñ ðàâåíñòâîì Pm == In âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå P � 6= In ïðè � 2 1 : m� 1. Â ñëó÷àå �ðåéìîâÏàðñåâàëÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿòüñÿ.Ï�ÈÌÅ�. Â ïðîñòðàíñòâå Rn ïðè m = 2n ðàññìîòðèì ñèñòåìó âåêòîðîâf 1p2e1; : : : ; 1p2en; 1p2e1; : : : ; 1p2eng; (11)ãäå ek � îðòû â Rn . Ýòà ñèñòåìà îáðàçóåò �ðåéì Ïàðñåâàëÿ. Äåéñòâèòåëüíî,ïîëîæèâ 'k = 'k+n = 1p2ek; k 2 1 : n;äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x 2 Rn ïîëó÷èìx = nXk=1hx; eki ek = 2 nXk=1hx; ekp2i ekp2 = 2nXk=1hx; 'ki'k:Ïîêàæåì, ÷òî �ðåéì Ïàðñåâàëÿ (11) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì. Â êà÷åñòâåìàòðèöû P âîçüì¼ì ìàòðèöó ïåðåñòàíîâîê S óêàçàííîãî ðàíåå âèäà, íà ýòîòðàç èìåþùóþ ïîðÿäîê n. Â ñèëó ñâîéñòâà P n = In äëÿ ñèñòåìû âåêòîðîâ (11)ñïðàâåäëèâà �îðìóëà (5). Ìàòðèöà P � îðòîãîíàëüíàÿ è Pm = P 2n = In.Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ãàðàíòèðóåò öèêëè÷íîñòü �ðåéìà (11). Âìåñòå ñ òåì, ñî-îòíîøåíèå P � 6= In ïðè âñåõ � 2 1 : m� 1 íå âûïîëíÿåòñÿ (P n = In).



552 ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÅ Ô�ÅÉÌÛ ÏÀ�ÑÅÂÀËßËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í. Öèêëè÷åñêèå �ðåéìû // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èç-áðàííûå äîêëàäû. 21 ÿíâàðÿ 2009 ã.(http://dha.spb.ru/reps09.shtml#0121)2. Han D., Kornelson K., Larson D., Weber E. Frames for undergraduetes. Prov-idene, RI: AMS, 2007. 259 pp.



ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÂÈËÅÍÊÈÍÀÌ. Ñ. Áåñïàëîâ7 �åâðàëÿ 2013 ã.Äîêëàä ñëóæèò ïðîäîëæåíèåì äîêëàäà [1℄, â êîòîðîì áûëè ïðèâåäåíû îñ-íîâû äèñêðåòíîãî p-è÷íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà, è ñîäåðæèò äàëüíåéøååîáîáùåíèå íà ñëó÷àé ñìåøàííûõ êîäîâ. Íåêîòîðûå ýëåìåíòû ýòîãî îáîáùåíèÿíà ñëó÷àé äèñêðåòíûõ �óíêöèé Âèëåíêèíà ðàññìîòðåíû â äîêëàäå [2℄.1°. Íà÷í¼ì ñ �óíêöèé Âèëåíêèíà. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îíè ââåäåíû â 1947 ã. âñòàòüå [3℄, à øèðîêîå âíèìàíèå ê ñåáå ïðèâëåêëè ïîñëå ïóáëèêàöèè îáçîðà [4℄,â êîòîðîì Í. ß. Âèëåíêèí óïîìèíàåò ïðî ñòàòüè Ëåâè (1944) è Êðåñòåíñîíà(1955). Åñòü ðàáîòû, ãäå äàííóþ ñèñòåìó �óíêöèé íàçûâàþò ñèñòåìîé Ïðàéñà(ñòàòüÿ êîòîðîãî âûøëà â 1957 ã). Â êíèãå [5℄ ïðåäïî÷èòàþò òåðìèí ìóëüòè�ïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà �óíêöèé. Íî â çàðóáåæíîé [6℄ è òåõíè÷åñêîé ëèòåðà-òóðå ïðèìåíÿþò âñ¼ æå òåðìèí �óíêöèè Âèëåíêèíà. Ïðè÷åì â òåõíè÷åñêîéëèòåðàòóðå [7℄ ýòîò òåðìèí ïðèìåíÿþò êàê äëÿ �óíêöèé Âèëåíêèíà, òàê èäëÿ äèñêðåòíûõ �óíêöèé Âèëåíêèíà, íå îòìå÷àÿ ìåæäó íèìè ðàçëè÷èÿ.Ñèñòåìà �óíêöèé Âèëåíêèíà ñòðîèòñÿ ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè P = fpjgïðîñòûõ ÷èñåë pj. Ïî íåé ñòðîèòñÿ äðóãàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüm0 = 1; mj = pjmj�1:Àíàëîãè÷íî ïîñòðîåííîìó â [1℄ p-è÷íîìó ðàçëîæåíèþ ñòðîèòñÿ P -è÷íîå n-çíà÷íîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà k (ãäå 0 6 k < mn):k = nXj=1 kjmj�1; ãäå 0 6 kj < pj: (1)Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x 2 [0; 1) âû÷èñëÿåòñÿ åãî P -è÷íîå ðàçëîæåíèå (ãäåïðèìåí¼í çíàê öåëîé ÷àñòè ÷èñëà):x = 1Xj=1 xjmj ; ãäå xj = bx �mj (mod pj): (2)553



554 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÂÈËÅÍÊÈÍÀÎòìåòèì, ÷òî äëÿ P -è÷íî ðàöèîíàëüíûõ, òî åñòü ÷èñåë âèäà kmj , âîçìîæíûäâà ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà (2): �èíèòíîå ðàçëîæåíèå, ãäå âñòðå÷àåòñÿ 0 â ïåðèîäå(íàçûâàþò ïðàâèëüíûì ðàçëîæåíèåì); è îñîáîå ðàçëîæåíèå, ïðè êîòîðîì íà-÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ðàçðÿäà âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûå ðàç-ðÿäíûå çíà÷åíèÿ xj = pj�1. Ïî óêàçàííîìó â (2) ïðàâèëó xj = bx�mj (mod pj)ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíîå ðàçëîæåíèå. Åñëè èñêëþ÷èì âñå îñîáûå ðàçëîæåíèÿP -è÷íî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî ïðåäñòàâëåíèå (2) äëÿ âñåõ ÷èñåë åäèíñòâåí-íî.×àñòî [5, 6, 4℄ îñòàâëÿþò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ êàæäîãî P -è÷íî ðàöèî-íàëüíîãî ÷èñëà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàññìîòðåíèþ íà ìîäè�èöèðîâàííîì îò-ðåçêå [0; 1℄�, à íå íà ïîëóèíòåðâàëå [0; 1).Ïî ðàçëîæåíèÿì (1, 2) �óíêöèè Âèëåíêèíà îïðåäåëÿþòñÿ òàê: k(x) = nYj=1 e2�ixjkjpj = nYj=1 !kjxjpj : (3)Â ñëó÷àå îäèíàêîâûõ pj > 2 ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ �óíêöèÿìèÊðåñòåíñîíà-Ëåâè, à ïðè pj � 2 ýòî �óíêöèè Óîëøà-Ïýëè (ñì. [5℄) .2°. Ïåðåéä¼ì ê äèñêðåòíûì �óíêöèÿì Âèëåíêèíà. Ïðè çàäàííîì óïîðÿäî-÷åííîì íàáîðå Pn = fp1; p2; : : : ; png ÷åðåç ðàçëîæåíèå (1) ÷èñåë k; s 2 0 : mn�1âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ äèñêðåòíûõ �óíêöèé Âèëåíêèíà's(k) = nYj=1 !kjsjpj ; ãäå !pj = e 2�ipj ; (4)â íóìåðàöèè, îòëè÷íîé îò ïðåäëîæåííîé Âèëåíêèíûì [4℄.Â ðàáîòàõ À. Â. Å�èìîâà è åãî ó÷åíèêîâ (ñì. [5℄) äèñêðåòíûå ìóëüòèïëè�êàòèâíûå �óíêöèè �s (òî åñòü äèñêðåòíûå �óíêöèè Âèëåíêèíà â íóìåðàöèèÂèëåíêèíà [4℄) îïðåäåëÿþò ÷åðåç �óíêöèè Âèëåíêèíà (3):�s(k) =  s(x) ïðè x 2 �kn = h kmn ; k + 1mn �; s < mn: (5)Âîçìîæåí ñïîñîá ââåäåíèÿ äèñêðåòíûõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ �óíêöèé �s ïî�îðìóëå, àíàëîãè÷íîé (4).3°. �àçëîæåíèþ (1) ñîîòâåòñòâóåò Pn-è÷íûé êîä ÷èñëà k 2 0 : mn � 1:~k = (kn kn�1 : : : k1);è îáðàòíûé êîä (îí æå ðåâåðñ êîäà)rev ~k = (k1 k2 : : : kn);



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 555ÿâëÿþùèéñÿ P 0n-è÷íûì êîäîì òîãî æå ÷èñëà k, òî åñòü âû÷èñëåííûì ïî òîéæå �îðìóëå (1), íî îòíîñèòåëüíî ïðîòèâîïîëîæíîãî óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðàP 0n = fpn; pn�1; : : : ; p1g. Â êîðòåæàõ ~k è rev ~k ìëàäøèé ðàçðÿä ïîëàãàåì ñïðàâà,à â íàáîðàõ Pn è P 0n íàîáîðîò ñëåâà.ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 1. Ïðàâèëî, óêàçàííîå â �îðìóëå (2), ìîæíî çàìåíèòüíà ñëåäóþùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ, ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P = fpjg ïðåä-ïîëàãàåòñÿ çàäàííîé.Ïóñòü l0 := x; i := 1.Äàëåå ïîâòîðÿåì ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ:xi :=bpi � li�1; li := pi � li�1 � xi; i := i + 1:Ïðåäëîæèì àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðÿìîãî êîäà ~k äëÿ ÷èñëàk 2 0 : mn � 1 ïî çàäàííîìó íàáîðó Pn = fp1; p2; : : : ; png.Ïóñòü r1 := k. Äëÿ i îò 1 äî n âûïîëíÿåì:ki := ri (mod pi); ri+1 :=(ri � ki)=pi:Äðóãîé àëüòåðíàòèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîäà ÷èñëà k.Ïîëàãàåì tn := k.Äëÿ j îò n äî 1 âûïîëíÿåì: íàõîäèì kj � ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ tj íà mj�1è tj�1 � îñòàòîê îò ýòîãî äåëåíèÿ. Òî åñòü tj = kjmj�1 + tj�1, tj�1 < mj�1.4°. Ìíîæåñòâî Mn = f0; 1; 2; : : : ; mn � 1g ìîæíî óïîðÿäî÷èòü â ñîîòâåò-ñòâèè ñ âîçðàñòàíèåì îáðàòíîãî êîäà è ïîëó÷èòü ïåðåñòàíîâêó rev :Mn !Mnýòîãî ìíîæåñòâà. Òàê êàê ïåðåñòàíîâêà ðåâåðñ îïðåäåëÿåòñÿ ïî óïîðÿäî÷åííî-ìó íàáîðó Pn ïîêàçàòåëåé ðàçðÿäîâ, òî îòìåòèì ýòî â îáîçíà÷åíèÿõ revPn(k).Îòîáðàæåíèå revPn :Mn !Mn îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïî ïðîòèâîïîëîæíîìó óïîðÿäî÷åííîìó íàáîðó P 0n = fpn; pn�1; : : : ; p1g àíà-ëîãè÷íî ïîëó÷àåì íàáîðm00 = 1; m01 = pn; m02 = pn�1m01; : : : ; m0j+1 = pn�jm0j; : : : ; m0n = p1m0n�1:Òîãäà äëÿ k 2Mn âèäà (1) âû÷èñëÿåìrevPn(k) = k1m0n�1 + k2m0n�2 + : : :+ kn�1m01 + kn: (6)ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 2. Ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå revPn : Mn !Mn áèåêòèâ-íî.Ëþáîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà çàäàåò ïåðåñòàíîâêóýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðèìåíÿþòñÿ ðàçâåðíóòàÿ è ñîêðàùåííàÿ �îðìû çàïèñè



556 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÂÈËÅÍÊÈÍÀïåðåñòàíîâêè. Íàïðèìåð, ïåðåñòàíîâêà ðåâåðñ ìíîæåñòâà M6 = f0; 1; 2; 3; 4; 5gîòíîñèòåëüíî íàáîðà P2 = f2; 3g â ðàçâåðíóòîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ òàê:�0 1 2 3 4 50 2 4 1 3 5� ;à â ñîêðàùåííîì âèäå � rev = (0 2 4 1 3 5). Ñòåïåíü ïåðåñòàíîâêè îïðåäåëÿåò-ñÿ êàê êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé. Ïîýòîìó, äëÿ ðàññìîòðåííîé ïåðåñòàíîâêèrev2 = (0 4 3 2 1 5), rev3 = (0 3 1 4 2 5) è ëèøü rev4 åñòü òîæäåñòâåííàÿïåðåñòàíîâêà.Äîêàçàëè íà ïðèìåðå, ÷òî â îòëè÷èè îò ñëó÷àÿ äèñêðåòíûõ �óíêöèé Êðå-ñòåíñîíà, äëÿ ñìåøàííûõ êîäîâ rev(rev(k)) 6= k â îáùåì ñëó÷àå.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Â ñìåøàííûõ êîäàõ îáðàòíàÿ ïåðåñòàíîâêà ê ïåðå�ñòàíîâêå ðåâåðñ åñòü ïåðåñòàíîâêà ðåâåðñ îòíîñèòåëüíî ïðîòèâîïîëîæíîãîíàáîðà ïîêàçàòåëåé ðàçðÿäîâ (revPn)�1 = revP 0n :Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè m = revPn(k), òî ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ òàêàÿ:1) ïî çàäàííîìó íàáîðó Pn âû÷èñëÿåì ðàçðÿäíûå ÷èñëà mj;2) ïðåäñòàâèì k ïî �îðìóëå (1) îòíîñèòåëüíî ÷èñåë mj è âû÷èñëÿåì êîä ~k;3) ïåðåñòàâëÿÿ ýëåìåíòû â îáðàòíîì ïîðÿäêå, çàïèñûâàåì rev ~k;4) ïî ïðîòèâîïîëîæíîìó íàáîðó P 0n âû÷èñëÿþòñÿ íîâûå ðàçðÿäíûå ÷èñ-ëà m0j;5) ïî �îðìóëå (6) âû÷èñëÿåì m = revPn(k).Îïèøåì ïðîöåäóðó âîññòàíîâëåíèÿ ïî ÷èñëó m èñõîäíîãî ÷èñëà k:1) ïî íàáîðó P 0n âû÷èñëÿåì ðàçðÿäíûå ÷èñëà m0j;2) ïðåäñòàâèìm ïî �îðìóëå (6) îòíîñèòåëüíî ÷èñåëm0j è âû÷èñëÿåì êîä ~m;3) ïåðåñòàâëÿÿ ýëåìåíòû â îáðàòíîì ïîðÿäêå, çàïèñûâàåì rev ~m = ~k;4) ïî ïðîòèâîïîëîæíîìó íàáîðó Pn âû÷èñëÿåì íîâûå ðàçðÿäíûå ÷èñëà mj;5) ïî �îðìóëå (1) âû÷èñëÿåì k = revP 0n(m).Ïðè áîëåå ïîäðîáíîì äîêàçàòåëüñòâå ìîæíî ïðèìåíèòü óòâåðæäåíèå 1.



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 5575°. Òàê êàê â �îðìóëå (5) ïðèâåäåí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ òîëüêî ïåðâûõ mnäèñêðåòíûõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ �óíêöèé, òî ñ÷èòàåì, ÷òî è îíè çàäàþòñÿïî êîíå÷íîìó íàáîðó Pn. Äëÿ çàäàíèÿ âñåé ñèñòåìû �óíêöèé (3) ýòîò íàáîðìîæåò áûòü ïðîäîëæåí ëþáûì ñïîñîáîì, ÷òî íå âëèÿåò íà îïðåäåëåíèå (5).Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Äèñêðåòíûå �óíêöèè Âèëåíêèíà (4), ïîñòðîåííûåïî óïîðÿäî÷åííîìó íàáîðó Pn, è äèñêðåòíûå ìóëüòèïëèêàòèâíûå �óíê�öèè (5), ïîñòðîåííûå ïî ïðîòèâîïîëîæíîìó íàáîðó P 0n, âûðàæàþòñÿ îäíàèç äðóãîé ÷åðåç ðàçíûå ïåðåñòàíîâêè ðåâåðñ�z = 's; ãäå z = revPn(s); s = revP 0n(z):Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íîìåðà s = Pnj=1 sjmj�1 �óíê-öèè (4) èìååì ïî (6):revPn(s) = nXj=1 sjm0m�j = nXt=1 sn�t+1m0t�1:Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå k 2 0 : mn � 1 âèäà (1) è ïðåäñòàâèì x 2 �kn â âèäåx = kmn + Æ, ãäå Æ < m�1n . Äëÿ ýòîãî x èìååìx = m�1n nXj=1 kjmj�1 + Æ = nXj=1 kjpjpj+1 : : : pn + Æ = nXj=1 kjm0n�j+1 + Æ:Òî åñòü êîý��èöèåíòû x0n�j+1 ðàçëîæåíèÿ (2) ÷èñëà x ïî íàáîðó P 0n ñîâïàäàþòñ êîý��èöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ (1) ÷èñëà k: kj = x0n�j+1. Ïîäñòàâèì â (4):'s(k) = nYj=1!x0n�j+1sjpj = nYl=1 !x0lsn�l+1pn�l+1 = nYt=1 !x0tztp0t ;ãäå îáîçíà÷èëè zt = sn�t+1. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç âçàèìîñâÿçèp0t = pn�t+1 ýëåìåíòîâ íàáîðîâ Pn è P 0n.�àññóæäàÿ îòíîñèòåëüíî P 0n ïî �îðìóëå (3) èìååì�z(k) =  z(x) = nYt=1 !ztx0tp0t ;ãäå z =Pnt=1 ztm0n�1.Äîêàçàëè, ÷òî èç ðàâåíñòâà �z(k) = 's(k) âûòåêàåò zt = sn�t+1, òî åñòüz = revPn(s).Îáðàòíîå ñîîòíîøåíèå äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 1. È çäåñüíàäî ïîìíèòü, ÷òî äèñêðåòíûå �óíêöèè Âèëåíêèíà âèäà (4) è (5) îïðåäå-ëÿþòñÿ ïî ðàçíûì (âçàèìíî-ïðîòèâîïîëîæíûì) óïîðÿäî÷åííûì íàáîðàì Pnè P 0n.



558 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÂÈËÅÍÊÈÍÀ6°. Îòìåòèì ñâîéñòâà äèñêðåòíûõ �óíêöèé Âèëåíêèíà â îñíîâíûõ íóìå-ðàöèÿõ.ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 3. Äëÿ �óíêöèé âèäà (4) î÷åâèäíî 's(k) = 'k(s).ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 4. Äëÿ �óíêöèé âèäà (5) â îáùåì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå�s(k) = �k(s) íå âåðíî.Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 4 ëåãêî óâèäåòü èç ïðèâåäåííîãî íèæå ïðè-ìåðà ìàòðèöû F2 � F3.Âåêòîðû îäèíàêîâîé äëèíû äîïóñêàþò ïîêîîðäèíàòíîå óìíîæåíèå (óìíî-æåíèå ïî Àäàìàðó) �. Â êà÷åñòâå òàêèõ âåêòîðîâ ðàññìîòðèì âåêòîðû 's è �s,ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé íàáîð çíà÷åíèé äèñêðåòíûõ �óíêöèé Âèëåíêèíà âè-äà (4) è (5). Äëÿ Pn-è÷íûõ êîäîâ ââåäåì îïåðàöèþ u ïîêîîðäèíàòíîãî ñëîæå-íèÿ ïî ìîäóëþ pj íà j-ì ðàçðÿäå, ÷åðåç êîòîðóþ îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàöèÿ u íàýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà f0; 1; 2; : : : ; mn � 1g, çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà Pn.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 3. Äëÿ äèñêðåòíûõ �óíêöèé Âèëåíêèíà ëþáîé èç äâóõîñíîâíûõ íóìåðàöèé âûïîëíÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü êàê ïî èíäåêñó'sul = 's � 'l; �sul = �s � �l ;òàê è ïî àðãóìåíòó's(k u l) = 's(k) � 's(l); �s(k u l) = �s(k) � �s(l) ;äëÿ âñåõ s 2 0 : mn � 1.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ (4) íà êàæäîì àðãóìåíòå'sul(k) = nYj=1 !kj(sj+lj)pj = nYj=1!kjsjpj � nYj=1 !kj ljpj = 's(k) � 'l(k):Ïî óòâåðæäåíèþ 3 ïåðåïèøåì ñâîéñòâî 's(k u l) = 's(k) � 's(l).Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 âûòåêàåò, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ïî àðãóìåíòó âåðíàè äëÿ �óíêöèé �s. Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ïî èíäåêñó, ñîãëàñíî (1) è (3), âåðíàè äëÿ �óíêöèé Âèëåíêèíà  s(x):  sul(x) =  s(x) �  l(x).Ïî îïðåäåëåíèþ (5) ýòî ñâîéñòâî ïåðåíîñèòñÿ íà äèñêðåòíûå ìóëüòèïëè-êàòèâíûå �óíêöèè: �sul = �s � �l.ËÅÌÌÀ 1. Îáðàòíàÿ (òî åñòü ìèíóñ ïåðâàÿ ñòåïåíü) ëþáîé äèñêðåòíîé�óíêöèè Âèëåíêèíà åñòü äèñêðåòíàÿ �óíêöèÿ Âèëåíêèíà òîãî æå êëàññà.Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [2℄, ãäå îòìå÷åíû òàêæå ñâîéñòâà îáðàòíîé îïåðàöèèê u. Â ñëåäóþùåì ïóíêòå äàíî îïðåäåëåíèå, èç êîòîðîãî ëåììà 1 âûòåêàåò.Èç ïðåäëîæåíèÿ 3 è ëåììû 1 ñëåäóåòÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 5. Ìíîæåñòâî äèñêðåòíûõ �óíêöèé Âèëåíêèíà, ïîñòðî-åííûõ ïî óïîðÿäî÷åííîìó íàáîðó Pn, ñîñòàâëÿåò ãðóïïó õàðàêòåðîâ.



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 5597°. Íàïîìíèì äàííîå â êíèãå [7℄ ïîíÿòèå äèñêðåòíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé�óíêöèè (ÄÝÔ) rp = (1 !p !2p : : : !p�1p ); ãäå !p = e 2�ip ; (7)êîòîðîå òåïåðü (â îòëè÷èå îò [1℄) ðàññìàòðèâàåì äëÿ ðàçíûõ p, à ïîòîìó è ðàç-íîé äëèíû. Âåêòîðû îäèíàêîâîé äëèíû äîïóñêàþò ïîêîîðäèíàòíîå óìíîæå-íèå (óìíîæåíèå ïî Àäàìàðó) �. Ïîýòîìó äëÿ �óíêöèé (7) îïðåäåëåíû èõ ñòå-ïåíè (ïî Àäàìàðó), êîòîðûå òàêæå íàçîâåì ÄÝÔ. Â ÷àñòíîñòè, r�0p = (1 1 : : : 1),r�2p = (1 !2p !4p : : : !2p�2p ); : : : ; r�p�1p = (1 !(p�1)p !2(p�1)p : : : !(p�1)2p ): (8)Ñðåäè äèñêðåòíûõ �óíêöèé Óîëøà è Êðåñòåíñîíà âûäåëÿëè [1℄ êëàññ âåê-òîðîâ �èêñèðîâàííîãî óðîâíÿ n (�èêñàöèÿ çíà÷åíèÿ p ïîäðàçóìåâàëàñü). Âñëó÷àå äèñêðåòíûõ �óíêöèé Âèëåíêèíà åäèíûé êëàññ ñîñòàâëÿþò �óíêöèèâèäà (4) ïîñòðîåííûå ïî çàäàííîìó óïîðÿäî÷åííîìó íàáîðó Pn. Ýòîò êëàñññîâïàäàåò ñ �óíêöèÿìè (5) ñ ïðîòèâîïîëîæíûì óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì P 0n.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Íàçûâàåì äèñêðåòíîé �óíêöèåé Âèëåíêèíà êëàññàPn = (p1; p2; : : : ; pn) êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå äèñêðåòíûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ�óíêöèé (7) èëè (8) âèäà	 = r�j1p1 
 r�j2p2 
 : : :
 r�jnpn ; ãäå 0 6 jk < pk: (9)Óñëîâèå 0 6 jk < pk íåñóùåñòâåííîå, òàê êàê ÄÝÔ îáëàäàþò ñâîéñòâîìïåðèîäè÷íîñòè.Ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ ëåêñèêîãðà�è÷åñêèõ ñïîñîáà íóìåðàöèè �óíê-öèé (9): ñëåâà íàïðàâî è ñïðàâà íàëåâî.Íàïðèìåð, ïðè íóìåðàöèè ñëåâà íàïðàâî íà÷àëüíûå p1 (0 6 j < p1) �óíê-öèé èìåþò âèä r�jp1 
 r�0p2 
 : : :
 r�0pn = r�jp1 
 r�0m0n�1 :Ïî �îðìóëàì (3) è (5) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî è åñòü �óíêöèÿ �j.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 4. Â îáùåì ñëó÷àå �îðìóëû (9) âåðíî�j = 	 ; åñëè j = nXk=1 jkmk�1:Äàííîå ïðåäëîæåíå åñòü àíàëîã ïðåäëîëæåíèÿ 3 èç [1℄.Ïðè íóìåðàöèè â (9) ñïðàâà íàëåâî íà÷àëüíûå pn (0 6 j < pn) �óíêöèéèìåþò âèä r�0p1 
 r�0p2 
 : : :
 r�0pn�1 
 r�jpn = r�0mn�1 
 r�jpn = 'j:



560 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÂÈËÅÍÊÈÍÀÏ�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 5. Â îáùåì ñëó÷àå �îðìóëû (9) âåðíî's = 	 ; åñëè s = jn+ n�1Xk=1 jn�k(pnpn�1 : : : pn�k+1) = nXk=1 jn�k+1m0k�1 = revP 0n(j):Âûâîäèòñÿ èç ïðåäëîæåíèÿ 4 ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåíèÿ 2.8°. Óñòàíîâèì ñâÿçü äèñêðåòíûõ �óíêöèé Âèëåíêèíà ñ äèñêðåòíûìè ïðå-îáðàçîâàíèÿìè.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Âèëåíêèíà-Êðîíåêåðàêëàññà Pn = (p1; p2; : : : ; pn) íàçîâ¼ì ïðåîáðàçîâàíèå ñ ìàòðèöåé â âèäå êðîíå-êåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå óêàçàííûõ âíàáîðå Pn ïîðÿäêîâ V = Fp1 
 Fp2 
 : : :
 Fpn : (10)Â êíèãå [8℄ ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé âàðèàíò (îòëè÷íûé îò êðîíåêåðîâà) òåí-çîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, êîòîðûé íàçîâ¼ì b-ïðîèçâåäåíèåì è áóäåì îáî-çíà÷àòü çíà÷êîì �. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòîò âèä òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íàïðèìåðå b-ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîðÿäêà 2è 3 (çäåñü q = e 2�i3 ):
F2 � F3 = 266666664

�11� � �1 1 1� � 1�1� � �1 1 1��11� � �1 q q2� � 1�1� � �1 q q2��11� � �1 q2 q� � 1�1� � �1 q2 q�
377777775 =

= 266666641 1 1 1 1 11 1 1 �1 �1 �11 q q2 1 q q21 q q2 �1 �q �q21 q2 q 1 q2 q1 q2 q �1 �q2 �q
37777775 :Â ñòðîêàõ äàííîé ìàòðèöû çàïèñàíû òå æå äèñêðåòíûå �óíêöèè Âèëåíêè-íà êëàññà P2 = f2; 3g, ÷òî è â ñòðîêàõ ìàòðèöû F2 
 F3, íî â äðóãîì ïîðÿäêå:�0, �1 = r2 
 r�03 = '3, �2 = r�02 
 r3 = '1, �3 = r2 
 r3 = '4, �4 = r�02 
 r�23 = '2,�5 = r2 
 r�23 = '5.Â ñòîëáöàõ äàííîé ìàòðèöû çàïèñàíû äèñêðåòíûå �óíêöèè Âèëåíêèíàäðóãîãî êëàññà P 02 = f3; 2g.
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F3 ñîîòâåòñòâóåòïîðÿäêó (4). Ïîýòîìó �óíêöèè, óïîðÿäî÷åííûå êàê 's, ìîæíî íàçûâàòü äèñ�êðåòíûìè �óíêöèÿìè Âèëåíêèíà-Êðîíåêåðà (äîáàâëÿÿ óêàçàíèå íóìåðàöèè).Ïîðÿäîê äèñêðåòíûõ �óíêöèé Âèëåíêèíà êàê â ñòðîêàõ, òàê è â ñòîëá-öàõ, ìàòðèöû F2 � F3 ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó (5). Â êíèãå [5℄ ìàòðèöà F2 � F3ðàññìàòðèâàåòñÿ (áåç óïîìèíàíèÿ íîâîãî âàðèàíòà òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ)êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçî�âàíèÿ Ôóðüå; ïîýòîìó �óíêöèè óïîðÿäî÷åííûå êàê �s íàçâàëè äèñêðåòíûìèìóëüòèïëèêàòèâíûìè �óíêöèÿìè. Íî ýòî òå æå ñàìûå äèñêðåòíûå �óíêöèèÂèëåíêèíà, íî â äðóãîé íóìåðàöèè.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 3. Äèñêðåòíûì ìóëüòèïëèêàòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåìÔóðüå êëàññà Pn = (p1; p2; : : : ; pn) íàçîâ¼ì ïðåîáðàçîâàíèå ñ ìàòðèöåé â âè-äå b-ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå óêàçàííûõ âíàáîðå Pn ïîðÿäêîâ M = Fp1 � Fp2 � : : :� Fpn : (11)Ïðåäëàãàåòñÿ ñðàâíèòü �îðìóëû (10) è (11).9°. Â îïðåäåëåíèè (9) (à òàêæå â îïðåäåëåíèÿõ (4) è (5) äëÿ îñíîâíûõ íó-ìåðàöèé) äèñêðåòíûõ �óíêöèé Âèëåíêèíà òðåáîâàíèå ïðîñòîòû îáðàçóþùèõ÷èñåë pj íå îáÿçàòåëüíîå. Ýòî òðåáîâàíèå ñòàíîâèòñÿ ïîëåçíûì ïðè ñëåäóþ-ùåì îïðåäåëåíèè ëèíåéíûõ ïåðåñòàíîâîê ìàòðèö äèñêðåòíûõ ìóëüòèïëèêà-òèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå.Ñ÷èòàåì, ÷òî âñå pj ïðîñòûå, íî íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå. Îïèøåì ïî-ñòðîåíèå ïðàâèëüíîé ëèíåéíîé ïåðåñòàíîâêè ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ìóëüòè-ïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.Ó äèñêðåòíîé �óíêöèè Âèëåíêèíà âèäà (9) êàêèå-òî ïîêàçàòåëè ñòåïå-íè ó óêàçàííûõ â çàïèñè (9) ÄÝÔ ìîãóò áûòü íóëåâûìè r�0pk = (1 1 1 : : : 1).Íàáîð ñîîòâåòñòâóþùèõ îñíîâàíèé pk çà�èêñèðóåì è íàçîâåì íåçíà÷èìûìè.Îñòàëüíûå îñíîâàíèÿ pk íàçîâåì çíà÷èìûìè. Íàçîâåì äîïóñòèìîé äèñêðåò-íóþ �óíêöèþ Âèëåíêèíà, ó êîòîðîé âñå çíà÷èìûå îñíîâàíèÿ pk ðàçëè÷íû.Íàïðèìåð, â êëàññå P5 = (2; 3; 5; 2; 2) �óíêöèÿ 	1 = r�02 
 r�23 
 r�35 
 r2
 r�02äîïóñòèìàÿ, à �óíêöèÿ 	2 = r�02 
r�23 
r�35 
r2
r2 íåäîïóñòèìàÿ. Ôóíêöèÿ 	1ñëóæèò îáðàçóþùåé ãðóïïû ïîðÿäêà 30, òàê êàê â ïðåäëîæåííîì ïðèìåðåçíà÷èìûå îñíîâàíèÿ 2, 3, 5.ÓÒÂÅ�ÆÄÅÍÈÅ 6. Äîïóñòèìàÿ �óíêöèÿ ñëóæèò îáðàçóþùåé êîíå÷íîéãðóïïû ( îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè �) äèñêðåòíûõ �óíêöèé Âèëåíêèíà âèäà (9)ñ íóëåâûìè ïîêàçàòåëÿìè ïðè âûáðàííûõ íåçíà÷èìûõ îñíîâàíèÿõ. Ïîðÿäîêýòîé ãðóïïû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ çíà÷èìûõ îñíîâàíèé.Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâ ëåæèò ñëåäóþùàÿ î÷åâèäíàÿ ëåììà.



562 ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÂÈËÅÍÊÈÍÀËÅÌÌÀ 2. Åñëè ìàòðèöû u, v, w, t òàêèõ ðàçìåðîâ, ÷òî äîïóñòèìû óêà�çàííûå íèæå óìíîæåíèÿ ïî Àäàìàðó, òî(u
 v) � (w 
 t) = (u � w)
 (v � t):Îïðåäåëèì ìàòðèöó T ëèíåéíîé ïåðåñòàíîâêè ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ìóëü-òèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (11) çàäàíèåì ñòðîê Tj �îðìèðóåìîéìàòðèöû. Ïîëàãàåì T0 = r�0mn = (1 1 1 : : : 1).Â êà÷åñòâå îáðàçóþùåé ñòðîêè T1 = Tm00 âîçüì¼ì ëþáóþ äîïóñòèìóþ�óíêöèþ âèäà (9). Îáîçíà÷èì p01 ïîðÿäîê ãðóïïû ñ âûáðàííîé îáðàçóþùåé.Âñå ýëåìåíòû ýòîé ãðóïïû, íà÷èíàÿ ñ íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà T0, ñîñòàâëÿþòíà÷àëüíûå ñòðîêè �îðìèðóåìîé ìàòðèöûTk1 = T �k11 ; k1 2 0 : p01 � 1:Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåé îáðàçóþùåé ñòðîêè Tm01 âîçüìåì ëþáóþ äîïóñòè-ìóþ �óíêöèþ, íå âñòðå÷àþùóþñÿ ñðåäè ðàíåå ïîñòðîåííûõ Tk ñ íîìåðàìèk < m01 = p01. Îïðåäåëèì m02 = p02 �m01, ãäå p02 ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ pk ñ íåíóëå-âûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíè jk ó âûáðàííîé äîïóñòèìîé �óíêöèè.Î÷åðåäíûå m02 � m01 �óíêöèé (ñòðîêè) ñòðîÿòñÿ êàê ñëåäóþùåå ïðîèçâå-äåíèå (ïî Àäàìàðó), ãäå ïðè k2 = 0 ó÷òåíû ðàíåå ïîñòðîåííûå ñòðîêè:Tk2m01+k1m00 = T �k1m00 � T �k2m01 ; k2 2 1 : p02 � 1: (12)È òàê äàëåå, ïîêà íå áóäóò ïîñòðîåíû âñåmn äèñêðåòíûõ �óíêöèé Âèëåíêèíà.Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèè (5) ïîñòðîåíû ÷åðåç �óíêöèè (4) ïî ýòîé æå ñõåìå.È íàîáîðîò, �óíêöèè (4) ïîñòðîåíû ÷åðåç �óíêöèè (5) ïî ñõåìå (12).Âîçìîæåí îáùèé ïîäõîä áåç òðåáîâàíèÿ ïðîñòîòû îáðàçóþùèõ ÷èñåë pj. Âýòîì ñëó÷àå èçìåíÿåòñÿ îïðåäåëåíèå äîïóñòèìûõ �óíêöèé, ÷òî àëãåáðàè÷å-ñêèìè ìåòîäàìè ëåãêî îñóùåñòâëÿåòñÿ. Ïðè îïðåäåëåíèè ëèíåéíîé ïåðåñòà-íîâêè ïðèõîäèòñÿ äåëàòü ìíîãî îãîâîðîê.Äîêëàä ïîäãîòîâëåí â ðàìêàõ ïðîåêòà Ä�ÏÍÍèÒ � 1.1348.2011.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Áåñïàëîâ Ì. Ñ. Äèñêðåòíûå �óíêöèè Êðåñòåíñîíà // Ñåìèíàð ¾DHA &CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 31 ìàðòà 2012 ã.(http://dha.spb.ru/reps12.shtml#0331)2. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïðîñåêîâ Î. Â., Ñàáàåâ À. Í. Äèñêðåòíûå �óíêöèè Âè�ëåíêèíà-Êðåñòåíñîíà // Ñåìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû.16 ÿíâàðÿ 2008 ã. (http://dha.spb.ru/reps08.shtml#0116)



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 5633. Âèëåíêèí Í. ß. Îá îäíîì êëàññå ïîëíûõ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì // Èçâ.ÀÍ ÑÑÑ�. Ñåð. ìàò. 1947. Ò. 11. Ñ. 363�400.4. Âèëåíêèí Í. ß. Äîïîëíåíèÿ. Â êíèãå Êà÷ìàæ Ñ., Øòåéíãàóç �. Òåîðèÿîðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1958. Ñ. 458�507.5. �îëóáîâ Á. È., Å�èìîâ À. Â., Ñêâîðöîâ Â. À. �ÿäû è ïðåîáðàçîâàíèÿÓîëøà: Òåîðèÿ è ïðèìåíåíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1987.6. Shipp F., Wade W. R., Simon P., Pal J. Walsh series. An introdution todyadi harmoni analysis. Budapest: Aad. Kiado, 1990.7. Òðàõòìàí À. Ì., Òðàõòìàí Â. À. Îñíîâû òåîðèè äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ íàêîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ. Ì.: Ñîâåòñêîå ðàäèî, 1975.8. Áåñïàëîâ Ì. Ñ.Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â èí�îðìàòèêå è âû÷èñëèòåëü�íîé òåõíèêå. Â 2-õ ÷. ×. 2. Ââåäåíèå â ïðèêëàäíîé ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç.Âëàäèìèð: Âë�Ó, 2007.



Ê ÑÒÎËÅÒÈÞ ÎÒÊ�ÛÒÈßÏÎËÈÍÎÌÎÂ ÁÅ�ÍØÒÅÉÍÀÂ. Ñ. Âèäåíñêèé14 ìàðòà 2013 ã.Videnskii V. S. The entenary of the disovery of Bernstein polynomials. In 1912S. Bernstein found a very elegant expliit representation for approximation polynomials Bnf . Inour paper we disuss the history of this disovery.Â 1912 ã. Ñ. Í. Áåðíøòåéí îïóáëèêîâàë êîíñòðóêöèþ ñâîèõ çíàìåíèòûõ ïîëèíîìîâ èïðè ïîìîùè ñîîáðàæåíèé èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé äîêàçàë òåîðåìó Âåéåðøòðàññà î ïðè�áëèæåíèè íåïðåðûâíûõ �óíêöèé. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñäåëàíà ïîïûòêà ïðîñëåäèòü ïî÷òèäåñÿòèëåòíèé ïóòü ê ýòîìó îòêðûòèþ.Â �åâðàëå 2012 ã. â ÑÏá�Ó ñîñòîÿëàñü ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ, ïî-ñâÿù¼ííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à. Â ÷àñòíîñòè, ÿäåëàë äîêëàä î åãî ðàáîòàõ ïî ïîëèíîìàì Áåðíøòåéíà. Òîãäà æå ÿ çàìåòèë,÷òî ýòè ïîëèíîìû áûëè îòêðûòû ðîâíî 100 ëåò òîìó íàçàä. Ìíå ïîêàçàëîñü,âïðî÷åì, ÷òî íå ñò�îèò îòâëåêàòü âíèìàíèå ñëóøàòåëåé è ñìåøèâàòü îáå òåìû,à ëó÷øå îáñóäèòü âòîðóþ èç íèõ îòäåëüíî.Ýòè ïîëèíîìû áûëè ââåäåíû â î÷åíü êðàòêîé çàìåòêå Ñ. Í. Áåðíøòåéíà�Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, îñíîâàííîå íà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé�.Êàê èçâåñòíî, îíè îïðåäåëÿþòñÿ òàê:Bn�f(t); x� = nXk=0 f( kn) pnk(x); (1)pnk(x) = Ckn xk(1� x)n�k: (2)Îïèðàÿñü íà ýòè ïîëèíîìû, Ñ. Í. Áåðíøòåéí äîêàçàë òåîðåìó Âåéåðøòðàññàâ òàêîé �îðìå.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Åñëè f � �óíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [0; 1℄, òî ïîñëå�äîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ Bnf ïðè n ! 1 ñõîäèòñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî íà[0; 1℄. 564



Â. Ñ. Âèäåíñêèé 565Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î ïîëó÷èëîñü ïðîñòîå, ïîíÿòü åãî ëåãêî. Ïî áèíîìóÍüþòîíà èìååì nXk=0 pnk(x) = 1; nXk=0 kn pnk(x) = x; (3)Èç (3) ëåãêî âûâîäèòñÿ òîæäåñòâînXk=0� kn � x�2pnk(x) = x(1� x)n : (4)Îñòà¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì ×åáûøåâà, ïðèìåíÿåìûì äëÿ âûâîäàçàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë.�àññóæäåíèå ÿñíî è êðàñèâî, îäíàêî, îíî ñîâåðøåííî íåîæèäàííî � êàêáóäòî ñ íåáà ñâàëèëîñü.Ê êîíöó ìàðòà èëè íà÷àëó àïðåëÿ 1952 ã. ïåðâûé òîì Ñîáðàíèÿ ñî÷èíå-íèé Ñ. Í. Áåðíøòåéíà áûë âïîëíå ãîòîâ, è íàñòóïèëî âðåìÿ ïîäïèñàòü åãî êïå÷àòè. Â êàêîé-òî ìîìåíò ðåäàêòîð èçäàòåëüñòâà ïðî�åññîð Ä. À. �àéêîâ,ïî-âèäèìîìó, ÷òîáû çàïîëíèòü ïàóçó, âîçíèêøóþ â äåëîâîé áåñåäå, ñïðîñèëÑåðãåÿ Íàòàíîâè÷à, êàê åìó óäàëîñü ïîñòðîèòü òàêèå îðèãèíàëüíûå ïîëèíîìûäëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Âåéåðøòðàññà. Ñåðãåé Íàòàíîâè÷ íà ìãíîâåíèåçàäóìàëñÿ, à çàòåì ñóõî è èðîíè÷íî îòâåòèë, ÷òî â 1911 ãîäó èìåëî ìåñòîòàêîå ïðîãðåññèâíîå ÿâëåíèå, êàê ñòóäåí÷åñêèå çàáàñòîâêè, áëàãîäàðÿ ÷åìó óíåãî îñòàâàëîñü äîâîëüíî ìíîãî âðåìåíè äëÿ ðàçìûøëåíèé. �àçóìååòñÿ, ìûîæèäàëè, ÷òî Ñåðãåé Íàòàíîâè÷ âîéä¼ò â êàêèå-íèáóäü èíòåðåñíûå ïîäðîáíî-ñòè èëè ðàññêàæåò î êàêîì-íèáóäü ïîðàçèòåëüíîì îçàðåíèè. Íî îí íå îòêðûëíàì íèêàêîé âåëèêîé òàéíû, � áûòü ìîæåò, å¼ è íå áûëî.Âî âñÿêîì ñëó÷àå, Ñ. Í. Áåðíøòåéí íà÷àë äóìàòü è ïóáëèêîâàòü ñòàòüè îïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ðÿäàìè, ïî �îðìå ñõîäíûìè ñ ïîëèíî-ìàìè (1), åù¼ â 1903 ã., êîãäà ïðèñòóïèë ê ðåøåíèþ 19-é ïðîáëåìû �èëüáåðòà.Ìû ïîïûòàåìñÿ âîññòàíîâèòü â îáùèõ ÷åðòàõ åãî äîðîãó ê ïîëèíîìàì, êîòî-ðûå íîñÿò åãî èìÿ è êîòîðûå ïðèâåëè ê ïðèíöèïèàëüíî íîâîìó äîêàçàòåëüñòâóòåîðåìû Âåéåðøòðàññà.Äåâÿòíàäöàòàÿ ïðîáëåìà �èëüáåðòà îòíîñèòñÿ ê äè��åðåíöèàëüíûì óðàâ-íåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, çà-äàâàåìûõ àíàëèòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè, ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè.Èíûìè ñëîâàìè, ðå÷ü èä¼ò îá óðàâíåíèèF (r; s; t; p; q; u; x; y) = 0; (5)ãäå F � àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ âñåõ âîñüìè ïåðåìåííûõ, è âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî 4F 0r F 0t � (F 0s)2 > 0: (6)



566 Ê ÑÒÎËÅÒÈÞ ÎÒÊ�ÛÒÈß ÏÎËÈÍÎÌÎÂ ÁÅ�ÍØÒÅÉÍÀÒðåáîâàëîñü äîêàçàòü, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷å-ñêèìè �óíêöèÿìè, ïðè÷¼ì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ u íåïðå-ðûâíî äè��åðåíöèðóåìî � ðàç, � > 2. Óðàâíåíèå Ëàïëàñà áûëî ðàññìîòðåíîåù¼ Êîøè, à ñëó÷àé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé � Ïèêàðîì. Îáà îíè ïðèìåíÿëè ìå-òîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò äåêàðòîâûõ êîîðäè-íàò ê ïîëÿðíûì ïðèâîäèëî ê íåêîòîðûì ñòåïåííûì ðÿäàì. Ëè÷íî �èëüáåðòïðåäëîæèë ìîëîäîìó Áåðíøòåéíó çàíÿòüñÿ ïðîáëåìîé â îáùåì ñëó÷àå. Åñòå-ñòâåííî áûëî íà÷àòü ñ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé è äàëüíåéøåãîïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì. Îäíàêî îêàçàëîñü, ÷òî ýòî ïðèâîäèò íå êñòåïåííûì ðÿäàì, à ê áîëåå ñëîæíûì äâîéíûì ðÿäàì âèäàf(x) =Xl;m alm xl(1� x)m:Åñëè îíè ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî, òî Ñ. Í. Áåðíøòåéí íàçâàë èõíîðìàëüíûìè ðÿäàìè.×èñëî � íåïðåðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ îò ðåøåíèÿ u óðàâíåíèÿ (5), êîòîðîåíóæíî ïîòðåáîâàòü ïåðâîíà÷àëüíî, çàâèñèò îò êëàññà �óíêöèé f , ðàçëàãà-åìûõ â íîðìàëüíûå ðÿäû. Åñëè áû îêàçàëîñü, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ íàîòðåçêå [0; 1℄ �óíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà ñóììîé íîðìàëüíîãî ðÿäà, òî áûëî áûäîñòàòî÷íî òðåáîâàòü îò ðåøåíèÿ u, ÷òîáû åãî âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûåóäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ � > 0:5.Íî ïðåäñòàâèìîñòü ëþáîé íåïðåðûâíîé �óíêöèè f íîðìàëüíûì ðÿäîìóäàëîñü äîêàçàòü íå ñðàçó. Ñíà÷àëà ïðèõîäèëîñü òðåáîâàòü îò �óíêöèè fáîëüøåé ãëàäêîñòè. Ïðèâåä¼ì ðàññóæäåíèå äëÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äè��å-ðåíöèðóåìîé �óíêöèè, äàííîå â ìàãèñòåðñêîé äèññåðòàöèè (1908 ã., Ñî÷èíå-íèÿ, ò. 3, ñòð. 49). Ïðîâåðèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâîf(x) = 12 1Z0 f 00(t)jx� tj dt+ A+Bx; 0 6 x 6 1: (7)Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû íàïèøåì12 1Z0 f 00(t)jx� tj dt = 12 xZ0 f 00(t)(x� t) dt� 12 1Zx f 00(t)(x� t) dtè ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì, òî ïîëó÷èì12 1Z0 f 00(t)jx� tj dt = f(x)� 12�f(1) + f(0)� f 0(1)�� 12�f 0(1) + f 0(0)�x:



Â. Ñ. Âèäåíñêèé 567�àçëîæèì �óíêöèþ jx� tj ïðè 0 6 x 6 1 â ðÿäjx� tj = �1� �1� (x� t)2��1=2 == �1 + t2 � (1� x2 + 2tx)�1=2 = (1 + t2)1=2�1� 1� x2 + 2tx1 + t2 �1=2 == (1 + t2)1=2�1� 12 1� x2 + 2tx1 + t2 � 1Xk=2 (2k � 3)!!k! 2k (1� x2 + 2tx)k(1 + t2)k �: (8)Ïîäñòàâëÿÿ (8) â (7), ïîëó÷èìf(x) = a+ bx + x2 +Xp;q Apq xp(1� x2)q: (9)ßñíî, ÷òî (9) � íîðìàëüíûé ðÿä, òàê êàê(1� x2)q = (1� x)q qXk=0 Ckq xk:Çàòåì Ñ. Í. Áåðíøòåéí ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò îñòà¼òñÿ ñïðà-âåäëèâûì äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé (òîëüêî îäèí ðàç) �óíê-öèè.Âåðí¼ìñÿ, îäíàêî, ê ïëîäîòâîðíîìó 1911 ã., êàê ñêàçàíî â îòâåòå Ä. À. �àé-êîâó. Êàê ðàç â 1910 ã. àêàäåìèÿ íàóê Áåëüãèè îáúÿâèëà êîíêóðñ ïî òåìå, ïðåä-ëîæåííîé Âàëëå Ïóññåíîì, � î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè �óíêöèè f(x) = jxjíà îòðåçêå [�1;+1℄ ïîëèíîìàìè ñòåïåíè 6 n. Ýòà çàäà÷à áûëà â ñòèëå ïðî-áëåì �èëüáåðòà: ïðîñòî �îðìóëèðóåòñÿ; íå êàæåòñÿ íè ñëèøêîì ë¼ãêîé, íèñîâåðøåííî íåïðèñòóïíîé; ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî å¼ ðåøåíèå áóäåò ïîëåçíûìòàêæå äëÿ èññëåäîâàíèÿ èíûõ òåì.Ñ. Í. Áåðíøòåéí ñ áîëüøîé ñêîðîñòüþ � ê ëåòó 1911 ãîäà � äàë ïîë-íîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé ïðîáëåìû. Äëÿ ýòîé öåëè îí ñîçäàë îáùóþ òåîðèþíàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè, ïðèâåäÿ âîâçàèìîäåéñòâèå èäåè è ìåòîäû Âåéåðøòðàññà è ×åáûøåâà. �àáîòà áûëà ïðå-ìèðîâàíà áåëüãèéñêîé àêàäåìèåé íàóê.Íà Ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ìàòåìàòèêîâ â Êåìáðèäæå â 1912 ã. Ñ. Í.Áåðíøòåéí â ñâî¼ì äîêëàäå ñêàçàë: �Ïðèìåð çàäà÷è î íàèëó÷øåì ïðèáëèæå-íèè f(x) = jxj, ïðåäëîæåííûé Âàëëå Ïóññåíîì, äà¼ò åù¼ îäíî ïîäòâåðæäåíèåòîãî �àêòà, ÷òî õîðîøî ïîñòàâëåííûé ÷àñòíûé âîïðîñ ñïîñîáåí áûòü îòïðàâ-íîé òî÷êîé äëÿ äàëåêî èäóùèõ òåîðèé�.Ýòè èññëåäîâàíèÿ Ñ. Í. Áåðíøòåéíà ñîñòàâèëè òàêæå åãî äîêòîðñêóþ äèñ-ñåðòàöèþ, çàùèù¼ííóþ â Õàðüêîâñêîì óíèâåðñèòåòå (Ñî÷èíåíèÿ, ò. 1, � 3).Â íå¼ áûëî âêëþ÷åíî Äîáàâëåíèå, â êîòîðîì äîêàçûâàëîñü, ÷òî ëþáàÿ íåïðå-ðûâíàÿ íà [0; 1℄ �óíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà íîðìàëüíûì ðÿäîì. Â îñíîâó áûëà



568 Ê ÑÒÎËÅÒÈÞ ÎÒÊ�ÛÒÈß ÏÎËÈÍÎÌÎÂ ÁÅ�ÍØÒÅÉÍÀïîëîæåíà ïðîñòàÿ èäåÿ. Òàê êàê ñèñòåìà �óíêöèé fxk(1� x)n�kgnk=0 ëèíåéíîíåçàâèñèìà, òî ëþáîé ìíîãî÷ëåíPm(x) = mX�=0 a�x�ñòåïåíè m 6 n ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäåPm(x) = mX�=0 a� x��(1� x) + x�n�� = nXk=0 Ank xk(1� x)n�k: (10)Ó Ñ. Í. Áåðíøòåéíà ÿâíî âû÷èñëåíû Ank ÷åðåç a� , íî ïðîùå ðàññìàòðèâàòüîòäåëüíî x� = x��(1� x) + x�n�� = nXk=� Ck��n�� xk(1� x)n�k: (11)Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ê (10) óäîáíî �îðìóëó (11) ïåðåïèñàòü ïî ïîëèíîìàì pnk (2):x� = nXk=� Ck��n��Ckn pnk(x): (12)Ìû èìååìCk��n��Ckn = k(k � 1) � � � (k � � + 1)n(n� 1) � � � (n� � + 1) = � kn�� �1� 1k� � � � �1� ��1k ��1� 1n� � � � �1� ��1n � : (13)Ó÷èòûâàÿ �îðìóëû (12) è (13) è ïðèìåíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â íàøåâðåìÿ, ìîæåì íàïèñàòü ïðèáëèæàþùèé ïîëèíîì äëÿ x� òàê:Bn(t�; x) = nXk=0� kn��pnk(x): (14)Ïðè ïîìîùè (13) è äîñòàòî÷íî òîíêèõ âû÷èñëåíèé Ñ. Í. Áåðíøòåéí ïîëó÷àåòòàêóþ îöåíêó ðàçíîñòè��x� �Bn(t� ; x)�� < K�n ; � 6 m;ãäå K� çàâèñèò òîëüêî îò �. Îòñþäà äëÿ ìíîãî÷ëåíà Pm (10) èìååìB�Pm(t); x) = nXk=0 Pm� kn� pnk(x);



Â. Ñ. Âèäåíñêèé 569��Bn(Pm(t); x)� Pm(x)�� < Kmn ; m 6 n: (15)Çàìåòèì, ìåæäó ïðî÷èì, ÷òî íåðàâåíñòâî (15) ìîæíî ïîëó÷èòü ïî÷òè áåçâû÷èñëåíèé è áåç ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà. Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòî-ãî îäíèì òîæäåñòâîì, êîòîðîå ÿ íåäàâíî âûâåë äëÿ äðóãèõ öåëåé. Bn(1; x) èBn(t; x) äàþòñÿ �îðìóëàìè (3). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè � > 1 ñïðàâåäëèâî òîæäå-ñòâî Bn(t�+1; x) = Bn(t�; x)� �1� 1n��(1� x)Bn�1(t�; x): (�)Íàïèøåì ÿâíî Bn(t�+1; x) = nXk=1� kn��+1Ckn xk(1� x)n�kè ïðåîáðàçóåì îáùèé ÷ëåí, ñòîÿùèé ïîä çíàêîì ñóììû�kn��+1Ckn xk(1� x)n�k = � kn�� �1� (1� kn)�Ckn xk(1� x)n�k == � kn�� Ckn xk(1� x)n�k � �1� 1n�� (1� x)� kn���1Ckn�1 xk(1� x)n�1�k:�àâåíñòâî (�) äîêàçàíî. Ïðè � = 1, èñïîëüçóÿ (3), ïîëó÷èìBn(t2; x) = x2 + x(1� x)n : (��)Ïðåäïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî èìååò ìåñòîBn(t�; x) = x� +O�x(1� x)n � ïðè � = 1; 2; : : : ; m;ãäå êîíñòàíòà â O çàâèñèò òîëüêî îò m, è ïðèì�åíèì (�). ÒîãäàBn(tm+1; x) = xm+1 + �1� �1� 1n�m�xm(1� x) ++O�x(1� x)n � = xm+1 +O�x(1� x)n �:Íàïîìíèì, ÷òî òåîðåìà î ïðèáëèæåíèè íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ïîëèíîìà-ìè ñàìèì Âåéåðøòðàññîì áûëà äîêàçàíà êàê òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ. Èñïîëü-çóÿ å¼ â òàêîé �îðìå è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (15), Ñ. Í. Áåðíøòåéí äîêàçàëäâà âàæíûõ ñëåäñòâèÿ.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [0; 1℄ �óíêöèÿ f ðàçëàãàåòñÿâ íîðìàëüíûé ðÿä.



570 Ê ÑÒÎËÅÒÈÞ ÎÒÊ�ÛÒÈß ÏÎËÈÍÎÌÎÂ ÁÅ�ÍØÒÅÉÍÀÄîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñàìîì äåëå, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà äëÿ ëþáîãî íà-òóðàëüíîãî s ñóùåñòâóåò ïîëèíîì Pms (ms > ms�1) òàêîé, ÷òî��f(x)� Pms(x)�� < 12s+2 ; 0 6 x 6 1;à ïî íåðàâåíñòâó (15) ñóùåñòâóåò ns > ns�1 òàêîå, ÷òî��Bns(Pms; x)� Pms(x)�� < 12s+2 ;��Bns(Pms; x)� f(x)�� < 12s+1 :Çíà÷èò, f ðàçëàãàåòñÿ â íîðìàëüíûé ðÿäf(x) =XBns+1�Pms+1 ; x�� Bns�Pms; x�:ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [0; 1℄ �óíêöèè f ïîñëåäî�âàòåëüíîñòü Bn(f ; x) ñõîäèòñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà, òàê÷òî òåîðåìà 3 ñëàáåå òåîðåìû 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (Pm) ïîñëåäîâàòåëüíîñòüïîëèíîìîâ, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê f . Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà è íåðàâåíñòâó (15)äëÿ �èêñèðîâàííîãî " > 0 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è m èìååì��Pm(x)� f(x)�� < "3 ; ��Bn(Pm; x)� Pm(x)�� < "3 ;��Bn(f; x)� f(x)�� < B���f � Pm��; x�+ ��Bn(Pm; x)� Pm(x)�� + ��Pm(x)� f(x)�� < ":Òàêèì îáðàçîì, limn!1Bn(f ; x) = f(x): (16)Â òåêñòå Ñ. Í. Áåðíøòåéíîì ñêàçàíî, ÷òî ��îðìóëà (16) âûâåäåíà ìíîþ ïðèïîìîùè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé â çàìåòêå, ïîìåù¼ííîé â ¾Ñîîáùåíèÿõ Õàðüêîâ-ñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, ò. 13, � 1, 1912 ã.¿�.Ìíå êàæåòñÿ íåñîìíåííûì, ÷òî Ñ. Í. Áåðíøòåéí äîêàçàë òåîðåìó 1 ïîñëåòåîðåìû 3, íî ñëåäóåò ïðèçíàòü, ÷òî îí ýòîãî íèãäå íå ïèøåò!ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ñ. Í. Áåðíøòåéí. Ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé. Ì.: ÀÍ ÑÑÑ�. Ò. 1, � 3, ñ. 79�84;� 4. Ò. 2, �� 57, 64, 65, 81. Ò. 3, � 1, � 9, ñ. 49�53.



�ÀÂÍÎÓ�ÎËÜÍÛÅ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÅÏÎËÓÄÈÇÀÉÍÛÀ. Á. Ïåâíûé Ì. Í. Þðêèíà11 àïðåëÿ 2013 ã.Óñòàíîâëåíî, ÷òî ðàâíîóãîëüíûé æ¼ñòêèé �ðåéì, ñîñòîÿùèé èç m åäèíè÷-íûõ âåêòîðîâ â n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ÿâëÿåòñÿ ïîëóäèçàéíîì4-ãî ïîðÿäêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàm = n(n+1)=2. �àññìàòðèâàåòñÿ âàæ-íûé ïðèìåð ðàâíîóãîëüíîãî æ¼ñòêîãî �ðåéìà, ñîñòîÿùåãî èç n+1 âåðøèí ïðà-âèëüíîãî ñèìïëåêñà, âïèñàííîãî â åäèíè÷íóþ ñ�åðó (�ðåéì Ìåðñåäåñ-Áåíö).Ñòðîèòñÿ íîâàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîñòîÿùàÿ èç ïðîåêöèé ñåðåäèí ðåáåð ñèì-ïëåêñà íà ñ�åðó. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà ñèñòåìà áóäåò æ¼ñòêèì �ðåéìîì äëÿëþáîãî n > 2, à ðàâíîóãîëüíîé ýòîé ñèñòåìà áóäåò òîëüêî ïðè n = 2 è n = 7.Â ïîñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ðàâíîóãîëüíûé ïîëóäèçàéí 4-ãî ïîðÿäêà.1°. �àâíîóãîëüíûå æ¼ñòêèå �ðåéìû. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ðàâíî-óãîëüíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ (ñì. [1, 2, 3℄).ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Ñèñòåìà âåêòîðîâ x1; : : : ; xm èç Rn íàçûâàåòñÿ ðàâíî-óãîëüíîé, åñëè kxkk = 1; k 2 1 : m; (1)jhxi; xjij =  ïðè i 6= j; (2)ãäå  � êîíñòàíòà, 0 6  < 1.Ïîÿñíèì ñìûñë óñëîâèÿ (2). Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà xi ðàññìîòðèì ïðÿìóþLi = fx = �xi j � 2 (�1;1)g. Ìåæäó ïðÿìûìè Li è Lj åñòü äâà óãëà �ijè �ij, �ij + �ij = �. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �ij 2 [0; �=2℄, �ij 2 [�=2; �℄. Òîãäàjhxi; xjij = os�ij. Óñëîâèå (2) îçíà÷àåò, ÷òî âñå óãëû �ij ðàâíû ìåæäó ñîáîé.×èñëî ýëåìåíòîâ ðàâíîóãîëüíîé ñèñòåìû íå ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííûì.Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî m 6 12n(n+ 1): (3)Îíî âïåðâûå óñòàíîâëåíî â [1℄, ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [3℄.571



572 �ÀÂÍÎÓ�ÎËÜÍÛÅ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÅ ÏÎËÓÄÈÇÀÉÍÛÄàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü æ¼ñòêèå �ðåéìû, ñîñòîÿùèå èç åäèíè÷íûõâåêòîðîâ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ åäèíè÷íîé ñ�åðû: Sn�1 = fx 2 Rn j kxk =1g.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 2. Ñèñòåìà âåêòîðîâ fx1; : : : ; xmg � Sn�1 íàçûâàåòñÿæ¼ñòêèì �ðåéìîì, åñëèmXi=1 �hxi; xi�2 = mn kxk2 8x 2 Rn : (4)Äëÿ æ¼ñòêîãî �ðåéìà íåîáõîäèìî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî m > n.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. �àâíîóãîëüíàÿ ñèñòåìà fx1; : : : ; xmg áóäåò æ¼ñò�êèì �ðåéìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà m > n è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî =r m� nn(m� 1) : (5)Ïî ïîâîäó äîêàçàòåëüñòâà ñì. [3℄.2°. Ñ�åðè÷åñêèå ïîëóäèçàéíû. Îáîáùåíèåì æ¼ñòêèõ �ðåéìîâ ÿâëÿ-þòñÿ ñ�åðè÷åñêèå ïîëóäèçàéíû ïîðÿäêà t, ãäå t � ÷¼òíîå ÷èñëî, t > 2.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 3. Ñèñòåìà âåêòîðîâ fx1; : : : ; xmg íà ñ�åðå Sn�1 íàçûâà-åòñÿ ñ�åðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì ïîðÿäêà t, åñëè âûïîëíåíû òîæäåñòâà1m mXi=1 �hxi; xi�p = pkxkp 8x 2 Rn ; p = 2; 4; : : : ; t; (6)ãäå p = (p� 1)!!n(n+ 2) : : : (n+ p� 2) :Çàìåòèì, ÷òî 2 = 1n è ñ�åðè÷åñêèé ïîëóäèçàéí âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿæ¼ñòêèì �ðåéìîì (ïî îïðåäåëåíèþ 2).Â [4℄ äîêàçàí ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñ�åðè÷åñêîãî ïîëóäèçàéíà.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2. Ñèñòåìà âåêòîðîâ fx1; : : : ; xmg � Sn�1 ÿâëÿåòñÿñ�åðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì ïîðÿäêà t òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà1m2 mXi;j=1�hxi; xji�t = t: (7)Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ðàâíîóãîëüíûé æ¼ñòêèé �ðåéì ÿâëÿåòñÿñ�åðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì 4-ãî ïîðÿäêà.



À. Á. Ïåâíûé, Ì. Í. Þðêèíà 573ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. ×òîáû ðàâíîóãîëüíûé æ¼ñòêèé �ðåéì fx1; : : : ; xmg áûë ñ�å�ðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì 4-ãî ïîðÿäêà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèåðàâåíñòâà m = 12n(n + 1): (8)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì ïðîâåðÿòü ðàâåíñòâî (7) ïðè t = 4, ãäå4 = 3n(n + 2) :Äëÿ ðàâíîóãîëüíîãî æ¼ñòêîãî �ðåéìà ïî �îðìóëå (5) èìååìjhxi; xjij =r m� nn(m� 1) ; i 6= j:Åñëè æå i = j, òî hxi; xii = 1. Èç (7) ïðè t = 4 ñëåäóåò ñîîòíîøåíèåm+ (m2 �m) (m� n)2n2(m� 1)2 = 4m2 = 3m2n(n + 2) :Ýòî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâàìn + (m� n)2n(m� 1) = 3mn+ 2 ;(n2 +m� 2n)(n+ 2) = 3n(m� 1):Îòñþäà m âûðàæàåòñÿ ÷åðåç n ïî �îðìóëå m = 12n(n + 1).Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 1 çàòðóäíåíî òåì, ÷òî ðàâíîóãîëüíûå æ¼ñòêèå �ðåé-ìû ñóùåñòâóþò íå äëÿ âñåõ ïàð (m;n). À ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèèm = 12n(n + 1) îíè ñóùåñòâóþò åù¼ ðåæå. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâî-âàòüñÿ ðåäêèìè ïðèìåðàìè.Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà � �ðåéìà Ìåðñåäåñ-Áåíö íà ïëîñêîñòè.Ï�ÈÌÅ� 1. �àññìîòðèì òðè åäèíè÷íûõ âåêòîðà â R2 : '1 = (0; 1), '2 == ��p32 ;�12�, '3 = �p32 ;�12�. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî æ¼ñòêèé �ðåéì èh'i; 'ji = �12 ïðè i 6= j. Çíà÷èò, óãëû ìåæäó âåêòîðàìè 'i ðàâíû 120Æ. Ýòîòðàâíîóãîëüíûé æ¼ñòêèé �ðåéì èçâåñòåí êàê �ðåéìÌåðñåäåñ-Áåíö ([5℄). Çäåñün = 2, m = 3 è m = 12n(n+1). Ïî òåîðåìå 1, f'1; '2; '3g � ñ�åðè÷åñêèé ïîëó-äèçàéí 4-ãî ïîðÿäêà.Ï�ÈÌÅ� 2. Ïðè n = 3, m = 6 ðàâíîóãîëüíûé æ¼ñòêèé �ðåéì ìîæíî ïî-ëó÷èòü èç 12 âåðøèí èêîñàýäðà, âïèñàííîãî â ñ�åðó S2. Ìîæíî âûáðàòü 6âåðøèí '1; : : : ; '6 òàê, ÷òîh'i; 'ji = 1p5 =r m� nn(m� 1) ïðè i 6= j:



574 �ÀÂÍÎÓ�ÎËÜÍÛÅ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÅ ÏÎËÓÄÈÇÀÉÍÛÂ ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 ñèñòåìà f'1; : : : ; '6g áóäåò ðàâíîóãîëüíûì æ¼ñòêèì�ðåéìîì, à ïî òåîðåìå 1 � ñ�åðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì 4-ãî ïîðÿäêà.Åùå îäèí èíòåðåñíûé ïðèìåð ñâÿçàí ñ ñåðåäèíàìè ðåáåð ïðàâèëüíîãî ñèì-ïëåêñà.3°.Æ¼ñòêèå �ðåéìû, îáðàçîâàííûå èç ñåðåäèí ðåáåð ïðàâèëüíûõñèìïëåêñîâ.3.1. Â [5, 3℄ ââåäåíî ïîíÿòèå ñèñòåìû Ìåðñåäåñ-Áåíö â ïðîñòðàíñòâå Rnïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè n > 2. Ñèñòåìà èç n + 1 åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ'1; : : : ; 'n+1 â Rn íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Ìåðñåäåñ-Áåíö, åñëèh'i; 'ji = � 1n ïðè i 6= j:Òàêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîóãîëüíûì æ¼ñòêèì �ðåéìîì. Â [5, 3℄ ïðåäëîæåíêîíñòðóêòèâíûé ñïîñîá åå ïîñòðîåíèÿ.Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà òî÷åê f'1; : : : ; 'n+1g ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì ñèìïëåê-ñîì. Â [6℄ ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåáðà ýòîãî ñèìïëåêñà è ïðîåêöèè ñåðåäèí ðåáåðíà ñ�åðó Sn�1 áåðóòñÿ â êà÷åñòâå óçëîâ êóáàòóðíîé �îðìóëû.�àññìîòðèì ñåðåäèíû ðåáåð ñèìïëåêñàxij = 12('i + 'j); i < j:Âñå ýòè âåêòîðû èìåþò îäèíàêîâûå íîðìû, òàê êàêkxijk2 = 14�2 + 2h'i; 'ji� = n� 12n :�àññìîòðèì ïðîåêöèè âåêòîðîâ xij íà åäèíè÷íóþ ñ�åðó:Xij = xijkxijk ; i < j:Êîëè÷åñòâî òàêèõ âåêòîðîâ ðàâíî �n+12 � = 12n(n+1), òî åñòü ðîâíî ñòîëüêî,ñêîëüêî òðåáóåòñÿ â òåîðåìå 1. Íî íóæíî åù¼ ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìà fXij :i < jg áóäåò ðàâíîóãîëüíûì æ¼ñòêèì �ðåéìîì.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ñèñòåìà fXij : i < jg ÿâëÿåòñÿ æ¼ñòêèì �ðåéìîì ïðèëþáîì íàòóðàëüíîì n > 2.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ÷åòâ¼ðòûì îïðåäåëåíèåì æ¼ñòêîãî �ðåé-ìà (ñì. [3℄). Íóæíî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâîS :=X�hXij; Xkli�2 = m2n = 14n(n+ 1)2: (9)



À. Á. Ïåâíûé, Ì. Í. Þðêèíà 575Âñåãî â ñóììå m2 ñëàãàåìûõ, ãäå m = 12n(n+ 1).Ñëàãàåìûå ìîãóò áûòü òðåõ âèäîâ:1) m ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé hXij; Xiji = 1;2) p ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé hXij; Xkli, ãäå i, j, k, l ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Âýòîì ñëó÷àåhxij; xkli = 14�h'i; 'ki+ h'j; 'ki+ h'i; 'li+ h'j; 'li� = � 1n ; (10)hXij; Xkli = 2nn� 1�� 1n� = � 2n� 1 :3) q ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé hXij; Xkli, ãäå îòðåçêè ['i; 'j℄ è ['k; 'l℄ èìåþòîäíó îáùóþ êîíöåâóþ òî÷êó. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè j = k. Òîãäàhxij; xjli = 14�� 1n + 1� 1n � 1n� = n� 34n ; (11)hXij; Xjli = 2nn� 1 n� 34n = n� 32(n� 1) :×èñëî q ðàâíî ÷èñëó òðîåê (i; j; l), ïðè÷åì èíäåêñû i; j; l ìîæíî ïåðåñòàâ-ëÿòü. Òàêîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ðàçìåùåíèé:q = A3n+1 = �n + 13 �3! = (n+ 1)n(n� 1):Èìååì p = m2 �m� q = m(m� 2n+ 1):Îòñþäà S = m+ p� 2n�1�2 + q� n�32(n�1)�2 == m(n� 1)2 �(n� 1)2 + 4(m� 2n+ 1) + 12(n� 1)(n� 3)2�:Îñòàåòñÿ ïîäñòàâèòü m = 12n(n+ 1). Ïîëó÷èìS = 14n(n+ 1)2 = m2n :3.2. Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ n ïîñòðîåííûé æ¼ñòêèé �ðåéì fXij : 1 6 i < j 66 n + 1g áóäåò ðàâíîóãîëüíûì. Ó íàñ Xij = xij=kxijk è íîðìû kxijk ðàâíûìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó óñëîâèå ðàâíîóãîëüíîñòè çàïèñûâàåòñÿ â âèäåjhxij; xklij = � ïðè (i; j) 6= (k; l); (12)



576 �ÀÂÍÎÓ�ÎËÜÍÛÅ ÑÔÅ�È×ÅÑÊÈÅ ÏÎËÓÄÈÇÀÉÍÛãäå � � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïðè ïðîâåðêå óñëîâèÿ (12) âîçìîæíû äâà ñëó-÷àÿ:1) Èíäåêñû i; j; k; l ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Òîãäà ïî �îðìóëå (10)hxij; xkli = � 1n :2) Ñðåäè êîíöåâûõ òî÷åê îòðåçêîâ ['i; 'j℄ è ['k; 'l℄ åñòü îäíà îáùàÿ òî÷êà.Òîãäà ïî �îðìóëå (11) hxij; xkli = n� 34n > � 1n : (13)×òîáû âûïîëíèòü óñëîâèå (12) íàäî hxij; xkli ïðèðàâíÿòü ê 1=n:hxij; xkli = n� 34n = 1n ;îòêóäà n = 7. Åñòü åùå ñëó÷àé n = 2, êîãäà âñå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿâû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå (13).Èòàê, ñèñòåìà fXij : 1 6 i < j 6 n + 1g ÿâëÿåòñÿ ðàâíîóãîëüíîé òîëüêîïðè n = 2 è n = 7. Ñëó÷àé n = 2 óæå áûë ðàññìîòðåí â ïðèìåðå 1. Ïðè n = 7ïîëó÷àåìÏ�ÈÌÅ� 3. Ñèñòåìà âåêòîðîâ fXij : 1 6 i < j 6 8g â ïðîñòðàíñòâå R7ñîñòîèò èç 28 åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ è ÿâëÿåòñÿ ðàâíîóãîëüíûì ñ�åðè÷åñêèìïîëóäèçàéíîì 4-ãî ïîðÿäêà.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Lemmens P. W. H., Seidel J. J. Equiangular lines // J. Algebra. V. 24. 1973.�3. C. 494�512.2. Casazza P. G., Redmond D. and Tremain J. C. Real equiangular frames(http://www.math.missouri.edu/~pete)3. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í., Ïåâíûé À. Á. �àâíîóãîëüíûå æ¼ñòêèå �ðåéìû // Ïðî-áëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Âûï. 39. 2009. C. 3�25.4. Êîòåëèíà Í. Î., Ïåâíûé À. Á. Ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà ñ�åðè÷åñêèõ ïî�ëóäèçàéíîâ // Àëãåáðà è àíàëèç. Âûï. 22. 2010. �5. C. 162�170.5. Èñòîìèíà Ì. Í., Ïåâíûé À. Á.Ôðåéì Ìåðñåäåñ-Áåíö â n-ìåðíîì ïðîñòðàí�ñòâå // Âåñòíèê Ñûêòûâêàðñêîãî óíèâåðñèòåòà, Ñåð. 1. Âûï. 6. 2006. C.217�222.6. Ìûñîâñêèõ È. Ï. Èíòåðïîëÿöèîííûå êóáàòóðíûå �îðìóëû. Ì.: Íàóêà.1981.



ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÎÑÒÜ ÌÀÒ�ÈÖ PONSÈ. À. Êðåïêèé Ñ. Ì. Ìàøàðñêèé18 ìàÿ 2013 ã.1°. Ìàòðèöû PONS ââåäåíû â ðàáîòå [1℄. Ýòî ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü êâàäðàòíûõ ìàòðèö P1, P2, . . . , êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò âäâîå áîëüøèéïîðÿäîê, ÷åì ïðåäûäóùàÿ. Íà÷èíàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ìàòðèöû Àäà-ìàðà P1 = � 1 11 �1 � :Äëÿ ïåðåõîäà îò ìàòðèöû Pn�1 ê Pn ñòðîêè èñõîäíîé ìàòðèöû ðàçáèâàþò-ñÿ íà ïàðû è êàæäûå äâå ñòðîêè ìàòðèöû Pn�1 ïîðîæäàþò ÷åòûðå ñòðîêèìàòðèöû Pn âäâîå áîëüøåé äëèíû ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:0BB� : : :AB: : : 1CCA �! 0BBBBBB� : : : : : :A BA �BB A�B A: : : : : :
1CCCCCCA (1)

Â ÷àñòíîñòè,
P2 =0BB� 1 1 1 �11 1 �1 11 �1 1 1�1 1 1 1 1CCA; P3 =

0BBBBBBBBBB�
1 1 1 �1 1 1 �1 11 1 1 �1 �1 �1 1 �11 1 �1 1 1 1 1 �1�1 �1 1 �1 1 1 1 �11 �1 1 1 �1 1 1 11 �1 1 1 1 �1 �1 �1�1 1 1 1 1 �1 1 11 �1 �1 �1 1 �1 1 1

1CCCCCCCCCCA:Â äîêëàäå [2℄ â êà÷åñòâå ãèïîòåçû ñ�îðìóëèðîâàíà, íî íå äîêàçàíà ñëåäó-þùàÿ òåîðåìà. 577



578 ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÎÑÒÜ ÌÀÒ�ÈÖ PONSÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Ïðè êàæäîì n = 1; 2; : : : ìàòðèöà Pn ñèììåòðè÷íà.Ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèö P1 è P2 î÷åâèäíà. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü è ñèììåò-ðè÷íîñòü ìàòðèöû P3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáùåãî ñëó÷àÿ ïîòðåáóåòñÿ íåêî-òîðàÿ ïîäãîòîâêà.2°. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà Pn èìååò ïîðÿäîê 2n. Ïðåäñòàâèì èíäåêñû k; j 20 : 2n � 1 ýëåìåíòà ìàòðèöû Pn[k; j℄ â âèäåk = 4m+m0; m 2 0 : 2n�2 � 1; m0 2 0 : 3;j = l + 2n�1l0; l 2 0 : 2n�1 � 1; l0 2 0 : 1:Òîãäà ñîîòíîøåíèå (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íàáîðà ðàâåíñòâPn[4m; l℄ = Pn�1[2m; l℄;Pn[4m; l + 2n�1℄ = Pn�1[2m + 1; l℄;Pn[4m+ 1; l℄ = Pn�1[2m; l℄;Pn[4m+ 1; l + 2n�1℄ = �Pn�1[2m+ 1; l℄;Pn[4m+ 2; l℄ = Pn�1[2m + 1; l℄;Pn[4m+ 2; l + 2n�1℄ = Pn�1[2m; l℄;Pn[4m+ 3; l℄ = Pn�1[2m + 1; l℄;Pn[4m+ 3; l + 2n�1℄ = �Pn�1[2m; l℄;m 2 0 : 2n�2 � 1; l 2 0 : 2n�1 � 1:
(2)

Ôîðìóëû (2) ìîæíî êîìïàêòíî çàïèñàòü îäíîé ñòðîêîé, åñëè âîñïîëüçî-âàòüñÿ ïðåäñòàâëåíèåì èíäåêñîâ â äâîè÷íîì êîäåk = (kn�1; : : : ; k0)2; j = (jn�1; : : : ; j0)2; k�; j� 2 0 : 1:ÈìååìPn[(kn�1; : : : ; k2; k1; k0)2; (jn�1; jn�2; : : : ; j0)2℄ == (�1)k0(k1+jn�1)Pn�1[(kn�1; : : : ; k2; k1 � jn�1)2; (jn�2; : : : ; j0)2℄; (3)ãäå � � îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.



È. À. Êðåïêèé, Ñ. Ì. Ìàøàðñêèé 5793°. Ñ ïîìîùüþ äâîè÷íûõ êîäîâ òàêæå ìîæíî çàïèñàòü ÿâíûé âèä äëÿýëåìåíòîâ ìàòðèöû Pn. Î÷åâèäíî, ÷òîP1[k; j℄ = P1[(k0)2; (j0)2℄ = (�1)k0j0: (4)×óòü ìåíåå î÷åâèäíî, ÷òîP2[k; j℄ = P1[(k1; k0)2; (j1; j0)2℄ = (�1)(k0+j0)(k1+j1): (5)Îòâåò íà âîïðîñ, êàê æå âûãëÿäèò �îðìóëà äëÿ ýëåìåíòà Pn[k; j℄ â îáùåìâèäå, äàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.ËÅÌÌÀ 1. Ïðè êàæäîì n = 1; 2; : : : ñïðàâåäëèâà �îðìóëàPn[k; j℄ = n�1Y�=0(�1)(k�+jn��)(k�+1+jn�1��) ; (6)ãäå äëÿ óäîáñòâà ïîëîæåíî kn = jn := 0.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì äîêàçûâàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (6) èíäóê-öèåé ïî n. Ïðè n = 1 è n = 2 ðàâåíñòâî (6) ñîâïàäàåò ñ (4) è (5) ñîîòâåòñòâåííî.Ñäåëàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä îò n� 1 ê n, n > 3.Çà�èêñèðóåì èíäåêñû k; j 2 0 : 2n�1, k = (kn�1; : : : ; k0)2, j = (jn�1; : : : ; j0)2.Ïîëîæèì k00 := k1 � jn�1;k0� := k�+1; � 2 1 : n� 1;j 0� := j� ; � 2 0 : n� 2;j 0n�1 := 0:Ñ ó÷åòîì ýòèõ îáîçíà÷åíèé è èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ïðàâóþ ÷àñòüðàâåíñòâà (3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå(�1)k0(k1+jn�1)Pn�1[(k0n�2; : : : ; k01; k00)2; (j 0n�2; : : : ; j 00)2℄ == (�1)k0(k1+jn�1) n�2Y�=0(�1)(k0�+j0n�1��)(k0�+1+j0n�2��) == (�1)k0(k1+jn�1)(�1)(k1�jn�1)(k2+jn�2) n�2Y�=1(�1)(k�+1+jn�1��)(k�+2+jn�2��):Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â �îðìóëó (3) è çàìå÷àÿ, ÷òî (�1)a�b = (�1)a+b, ïîëó÷àåì:Pn[k; j℄ = (�1)(k0+jn)(k1+jn�1)(�1)(k1+jn�1)(k2+jn�2) n�1Y�0=2(�1)(k�0+jn��0 )(k�0+1+jn�1��0 );



580 ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÎÑÒÜ ÌÀÒ�ÈÖ PONS÷òî ðàâíîñèëüíî (6).Ëåììà äîêàçàíà.4°. Îáðàòèìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Ïî ñóùåñòâó, íóæíî ïðîâåðèòü,÷òî ïðè êàæäîì n = 1; 2; : : : âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâàPn[k; j℄ = Pn[j; k℄; k; j 2 0 : 2n � 1:Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (6) ýòî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. ÈìååìPn[j; k℄ = n�1Y�=0(�1)(j�+kn��)(j�+1+kn�1��) == n�1Y�=0(�1)(jn�1��+k�+1)(jn��+k�) = Pn[k; j℄:Òåîðåìà äîêàçàíà.5°. Ïóñòü N = 2n. Îáîçíà÷èì k-þ ñòðîêó ìàòðèöû Pn ñèìâîëîì pk è áó-äåì åå ðàññìàòðèâàòü êàê ñèãíàë èç ïðîñòðàíñòâà C N , çàäàííûé íà îñíîâíîìïåðèîäå: pk(j) = Pn[k; j℄; j 2 0 : N � 1; k = 0; 1; : : : ; N � 1:Â äîêëàäå [2℄ ñ�îðìóëèðîâàíà åùå îäíà ãèïîòåçà, êîòîðóþ ìû ïðåäñòàâèìçäåñü êàê òåîðåìó.ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Ïðè âñåõ n > 2 è k; k0 2 0 : N2 � 1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèåpk(j)pk0(j) = �nk;k0 pN2 +k(j)pN2 +k0(j); j 2 0 : N � 1; (7)ãäå �nk;k0 = (�1)kn�2+k0n�2:Ïðè n = 2 �îðìóëà (7) ïðèíèìàåò âèäpk(j)pk0(j) = (�1)k+k0 pk+1(j)pk0+1(j); j 2 0 : 3; k; k0 2 0 : 1:Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðè n > 3 âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî âñïîìîãàòåëü-íîãî óòâåðæäåíèÿ.ËÅÌÌÀ 2. Ïðè âñåõ n > 3 è k 2 0 : N2 � 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîpk(j) = (�1)(kn�2+j2+j0)pN2 +k(j); j 2 0 : N � 1: (8)



È. À. Êðåïêèé, Ñ. Ì. Ìàøàðñêèé 581Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðåïèøåì �îðìóëó (6), âûäåëèâ èç ïðîèçâåäåíèÿ äâàïîñëåäíèõ ñîìíîæèòåëÿ:Pn[k; j℄ = (�1)(kn�1+j1)j0(�1)(kn�2+j2)(kn�1+j1) n�3Y�=0(�1)(k�+jn��)(k�+1+jn�1��) == (�1)(kn�1+j1)(kn�2+j2+j0)'nk(j); (9)ãäå äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷åíî'nk(j) = n�3Y�=0(�1)(k�+jn��)(k�+1+jn�1��):Çà�èêñèðóåì k 2 0 : N2 �1, k = (0; kn�2; : : : ; k0)2. Òîãäà äâîè÷íûé êîä ÷èñëàN2 + k áóäåò èìåòü âèä k = (1; kn�2; : : : ; k0)2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (9) èìååìpk(j) = (�1)j1(kn�2+j2+j0)'nk(j);pN2 +k(j) = (�1)(j1+1)(kn�2+j2+j0)'nN2 +k(j):Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â îïðåäåëåíèå 'nk âõîäÿò òîëüêî ìëàäøèå áèòûk0; k1; : : : ; kn�2 ÷èñëà k, òàê ÷òî 'nN2 +k(j) � 'nk(j). Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåí-ñòâà (8) óñòàíîâëåíà.6°. Ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî ìàòðèöû PONS ìîæ-íî �îðìèðîâàòü íå ïî ñòðîêàì, à ïî ñòîëáöàì. Ïî àíàëîãèè ñî ñõåìîé (1),äëÿ ïåðåõîäà îò ìàòðèöû Pn�1 ê Pn ñòîëáöû èñõîäíîé ìàòðèöû ðàçáèâàþò-ñÿ íà ïàðû è êàæäûå äâà ñòîëáöà ìàòðèöû Pn�1 ïîðîæäàþò ÷åòûðå ñòîëáöàìàòðèöû Pn âäâîå áîëüøåé âûñîòû ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:� ... A B ... � �!  ... A A B �B ...... B �B A A ... ! (10)Ñõåìà (10) ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïåðñïåêòèâíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ äîêàçà-òåëüñòâà äâóõ îñòàâøèõñÿ ãèïîòåç, ñ�îðìóëèðîâàííûõ â [2℄.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. An M., Byrnes J., Moran W., Sa�ari B., Shapiro H. S., Tolimieri R. PONS,Reed-Muller odes, and group algebras // NATO Advaned Study Institute:Computational Nonommutative Algebra and Appliations. Tsany, Italy. July2003. P. 155�197.2. Ñòîÿíîñêà È. C. Îáîáùåííûå ïîëèíîìû Øàïèðî è ìàòðèöû PONS // Ñå-ìèíàð ¾DHA & CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 19 ìàÿ 2012 ã.(http://dha.spb.ru/reps12.shtml#0519)



ÀË�ÅÁ�ÀÈ×ÅÑÊÀß ÍÎ�ÌÀËÜÍÀßÔÎ�ÌÀ ÁÓËÅÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉÈ ÅÅ ÁÛÑÒ�ÎÅ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅÈ. Â. Àãà�îíîâà Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ25 ìàÿ 2013 ã.1°. Ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ f(x1; : : : ; xn) íàçûâàåòñÿ áóëåâîé, åñëè å¼ àðãó-ìåíòû è ñàìà îíà ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ, 0 èëè 1.Âåêòîð áóëåâûõ ïåðåìåííûõ x = (x1; : : : ; xn) èìååò N = 2n ðàçëè÷íûõçíà÷åíèé x(0); x(1); : : : ; x(N�1). Èõ ìîæíî ïåðå÷èñëèòü. Íàïðèìåð, ïðè n = 1 èn = 2 òàáëèöû àðãóìåíòîâ âûãëÿäÿò òàê:� x10 01 1 � x1 x20 0 01 1 02 0 13 1 1Ïåðåõîä îò òàáëèöû ñ n àðãóìåíòàìè ê òàáëèöå ñ n + 1 àðãóìåíòîì îñó-ùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:� x1 . . . xn01... A2n � 1 �!
� x1 . . . xn xn+10 01... A ...2n � 1 02n 12n + 1... A ...2n+1 � 1 1Êàæäîìó âåêòîðó àðãóìåíòîâ x(k) ñîïîñòàâëÿåòñÿ çíà÷åíèå áóëåâîé �óíê-öèè f [k℄ = f(x(k)). Íèæå ïðèâîäèòñÿ ïîëíàÿ òàáëèöà áóëåâîé �óíêöèè ïðèn = 3. 582



È. Â. Àãà�îíîâà, Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 583� x1 x2 x3 f(x1; x2; x3)0 0 0 0 f [0℄1 1 0 0 f [1℄2 0 1 0 f [2℄3 1 1 0 f [3℄4 0 0 1 f [4℄5 1 0 1 f [5℄6 0 1 1 f [6℄7 1 1 1 f [7℄Îáùåå êîëè÷åñòâî áóëåâûõ �óíêöèé n ïåðåìåííûõ ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàç-ëè÷íûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ f [0 : N � 1℄ äëèíû N = 2n, òî åñòü 22n .2°. Ïðèíöèïèàëüíûé �àêò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ëþáóþ áóëåâó �óíêöèþìîæíî ñîñòàâèòü èç å¼ àðãóìåíòîâ è êîíñòàíòû 1 ñ ïîìîùüþ äâóõ îïåðàöèé� ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 è óìíîæåíèÿ. Ýòè îïåðàöèè îïðåäåëÿþòñÿ òàê:0� 0 = 0; 0� 1 = 1; 1� 0 = 1; 1� 1 = 0;0 � 0 = 0; 0 � 1 = 0; 1 � 0 = 0; 1 � 1 = 1:Çíàê óìíîæåíèÿ (òî÷êó) ÷àñòî îïóñêàþò: âìåñòî x1 � x2 ïèøóò x1x2.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ áóëåâîé ïåðåìåííîé a ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîa� a = 0: (1)�àññìîòðèì áóëåâó �óíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé f(x1). Ñ ó÷¼òîì (1) èìååìf(x1) = f(0)� [f(0)� f(1)℄x1 = a10 � a11 x1:Ýòî ðàâåíñòâî âåðíî êàê ïðè x1 = 0, òàê è ïðè x1 = 1. Àíàëîãè÷íî äëÿ áóëåâîé�óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåìf(x1; x2) = f(x1; 0)� [f(x1; 0)� f(x1; 1)℄x2 = a20 � a21 x1 � [a22 � a212 x1℄x2 == a20 � a21 x1 � a22 x2 � a212 x1 x2:Â îáùåì ñëó÷àå f(x1; : : : ; xn�1; xn) == f(x1; : : : ; xn�1; 0)� [f(x1; : : : ; xn�1; 0)� f(x1; : : : ; xn�1; 1)℄xn == an0 � M16i1<���<ik6n;k21:n ani1;:::;ik xi1 � � �xik ; (2)



584 ÀË�ÅÁ�ÀÈ×ÅÑÊÀß ÍÎ�ÌÀËÜÍÀß ÔÎ�ÌÀ ÁÓËÅÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ È ÅÅ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅãäå êîý��èöèåíòû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1. Ýòî è åñòü àëãåáðàè÷åñêàÿíîðìàëüíàÿ �îðìà áóëåâîé �óíêöèè.Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2), íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîìÆåãàëêèíà [1℄. Âåðõíèé èíäåêñ n ó êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìà Æåãàëêèíàîáû÷íî îïóñêàþò.Ïîäâåä¼ì èòîã.ÒÅÎ�ÅÌÀ. Ëþáàÿ áóëåâà �óíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïî�ëèíîìà Æåãàëêèíà.3°. Êîëè÷åñòâî êîý��èöèåíòîâ ó ïîëèíîìà Æåãàëêèíà ðàâíî1 + C1n + � � �+ Cnn = 2n:Îíî ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì çíà÷åíèé âåêòîðà àðãóìåíòîâ áóëåâîé �óíêöèè.Ïî çíà÷åíèÿì f [0℄; f [1℄; : : : ; f [N � 1℄ áóëåâîé �óíêöèè íåòðóäíî âû÷èñëèòüêîý��èöèåíòû ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëèíîìà Æåãàëêèíà. Ïðîãðàììà âû÷èñ-ëåíèé âûãëÿäèò òàê:for k := 0 to 2n � 1 doa[k℄ := f [k℄;for i := 1 to n dofor s := 0 to 2n�i � 1 dofor l := 0 to 2i�1 � 1 doa[2is+ 2i�1 + l℄ := a[2is + l℄� a[2is+ 2i�1 + l℄ (3)
Ïîñëå ðàáîòû ïðîãðàììû â ìàññèâå a[0 : 2n � 1℄ áóäóò íàõîäèòüñÿ êîý��èöè-åíòû ïîëèíîìà Æåãàëêèíà.�àçáåð¼ìñÿ â ñõåìå (3) áîëåå äåòàëüíî. Ïðè i = 1 (l = 0) âû÷èñëÿåìfor s := 0 to 2n�1 � 1 doa[2s+ 1℄ := a[2s℄� a[2s+ 1℄Ïðè i = 2 for s := 0 to 2n�2 � 1 dofor l := 0 to 1 doa[4s+ 2 + l℄ := a[4s+ l℄� a[4s+ 2 + l℄è òàê äàëåå. Ïðè i = n (s = 0)for l := 0 to 2n�1 � 1 doa[2n�1 + l℄ := a[l℄� a[2n�1 + l℄



È. Â. Àãà�îíîâà, Â. Í. Ìàëîç¼ìîâ 585Ñõåìà (3) íàçûâàåòñÿ áûñòðûì àëãîðèòìîì âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâïîëèíîìà Æåãàëêèíà. Â íåé èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ïî ìî-äóëþ 2 â êîëè÷åñòâånXi=1 2n�i2i�1 = n2n�1 = 12N log2N îïåðàöèé:Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïî ñõåìå (3) äëÿ êîíêðåò-íîé áóëåâîé �óíêöèè òð¼õ ïåðåìåííûõ. Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå ïåðå÷èñëåíûâñå ìîíîìû îò òð¼õ ïåðåìåííûõ, à â ïðåäïîñëåäíåì � íàéäåííûå çíà÷åíèÿêîý��èöèåíòîâ ïðè ýòèõ ìîíîìàõ.� x1 x2 x3 f i = 1 i = 2 i = 3 ìîíîìû0 0 0 0 1 1 1 1 11 1 0 0 0 1 1 1 x12 0 1 0 1 1 0 0 x23 1 1 0 0 1 0 0 x1x24 0 0 1 0 0 0 1 x35 1 0 1 1 1 1 0 x1x36 0 1 1 1 1 1 1 x2x37 1 1 1 0 1 0 0 x1x2x3Òàáëèöà 1Ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèåf(x1; x2; x3) = 1� x1 � x3 � x2x3: (4)Îòìåòèì, ÷òî èíäåêñû ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ìîíîìû, ñîãëàñîâàíû ñîçíà÷åíèÿìè àðãóìåíòîâ áóëåâîé �óíêöèè.4°. �àññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó � âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ïîëèíîìàÆåãàë-êèíà (2). Îíà ðåøàåòñÿ ïðîñòî, òàê êàê ñîîòíîøåíèÿ (3) îáðàòèìû. Óäèâèòåëü-íûì ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà Æåãàëêèíà áóäóò íàéäåíû,åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñàìîé ñõåìîé (3), ïîìåíÿâ â íåé ìåñòàìè èäåíòè�èêà-òîðû f è a (ñì. [2℄).Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïîëèíîìà (4) ïîñõåìå (3).Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå óêàçàíû çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà (4).



586 ÀË�ÅÁ�ÀÈ×ÅÑÊÀß ÍÎ�ÌÀËÜÍÀß ÔÎ�ÌÀ ÁÓËÅÂÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ È ÅÅ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ� x1 x2 x3 a i = 1 i = 2 i = 30 0 0 0 1 1 1 11 1 0 0 1 0 0 02 0 1 0 0 0 1 13 1 1 0 0 0 0 04 0 0 1 1 1 1 05 1 0 1 0 1 1 16 0 1 1 1 1 0 17 1 1 1 0 1 0 0Òàáëèöà 2ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Æåãàëêèí È. È. Àðè�ìåòèçàöèÿ ñèìâîëè÷åñêîé ëîãèêè. //Ìàòåì. ñá. 1928.Ò. 35. Ñ. 311�377.2. Carlet C. Boolean funtions for ryptography and error orreting odes // In:Boolean Models and Methods in Mathematis, Computer Siene and Engi-neering. Cambridge Univ. Press. Y. Crama and P. L. Hammer (eds.). 2010.P. 257{397.



ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÎ ÑÈÄÅËÜÍÈÊÎÂÀÍ. Î. Êîòåëèíà À. Á. Ïåâíûé25 îêòÿáðÿ 2013 ã.Èíòåãðàëüíîå íåðàâåíñòâî Â. Ì. Ñèäåëüíèêîâà áûëî óñòàíîâëåíî â1974 ã. ñ î÷åíü òðóäíûì äîêàçàòåëüñòâîì. Äèñêðåòíûé âàðèàíò íåðà�âåíñòâà Ñèäåëüíèêîâà èçó÷àëè �¼òàëüñ, Çàéäåëü (1979) è Á. Á. Âåíêîâ(2001). Â èõ ðàáîòàõ óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äèñêðåòíîå íåðà�âåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ïðåäëàãàåòñÿ ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâîíåðàâåíñòâà Ñèäåëüíèêîâà, îñíîâàííîå íà èäåå Âåíêîâà.1°. Íåðàâåíñòâî Ñèäåëüíèêîâà. Ïóñòü hx; yi � îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðî-èçâåäåíèå â Rn , n > 2, è kxk2 = hx; xi. Ïóñòü t � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, U � Rnè � � ìåðà íà U òàêàÿ, ÷òî RU kxkt d�x <1.Â. Ì. Ñèäåëüíèêîâ [1℄ óñòàíîâèë äâà íåðàâåíñòâà. Ïåðâîå î÷åíü ïðîñòîå,âòîðîå (äëÿ ÷¼òíîãî t) � òðóäíîå è ñîäåðæàòåëüíîå.Äëÿ ïðîèâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî t ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîZU ZUhx; yit d�x d�y > 0: (1)Ýòî ëåãêî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ìóëüòèèíäåêñíîé òåõíèêè. Ïóñòü x == (x1; : : : ; xn) è � = (�1; : : : ; �n), �i 2 Z, �i > 0. Îáîçíà÷èìx� = x�11 x�22 � � �x�nn ; j�j = �1 + � � �+ �n; �! = �1! � � ��n!:Íåðàâåíñòâî (1) äîêàçûâàåòñÿ â îäíó ñòðî÷êóZU ZUhx; yit d�x d�y = ZU ZU�Xj�j=t t!�!x�y�� d�x d�y = Xj�j=t t!�!�ZU x� d�x�2 > 0:
587



588 ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÎ ÑÈÄÅËÜÍÈÊÎÂÀÏóñòü äàëåå t � ÷¼òíîå ÷èñëî.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1 (Â. Ì. Ñèäåëüíèêîâ [1℄). Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâîZU ZUhx; yit d�x d�y > t�ZU kxkt d�x�2; (2)ãäå t = 1�n ZSn�1 �t1 dS� (3)� ñðåäíåå çíà÷åíèå �óíêöèè (�1; : : : ; �n) 7! �t1 íà åäèíè÷íîé ñ�åðå Sn�1 â Rn ,�n � ïëîùàäü ñ�åðû Sn�1, �n = 2�n=2=�(n=2).Ýòî ñèëüíûé ðåçóëüòàò, íî äîêàçàòåëüñòâî â [1℄ âåñüìà ñëîæíîå. Ìû ïðè-âåä¼ì áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî.ËÅÌÌÀ 1. Äëÿ ëþáîãî x 2 Rn ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâîZSn�1hx; �it dS� = �ntkxkt: (4)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êîíñòàíòó (3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåt = 1�n ZSn�1h�; �it dS�;ãäå � � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç Sn�1. Ïîäñòàâèâ � = x=kxk, ïîëó÷èì òîæäå-ñòâî (4).Ïóñòü Hom(t) � ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíûõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè t íàä R îò nïåðåìåííûõ. Ñëåäóÿ Á. Á. Âåíêîâó [6℄, ââåä¼ì â Hom(t) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-íèå. Äëÿ ïîëèíîìîâ f(x) = Xj�j=t a�x�; g(x) = Xj�j=t b�x�èç Hom(t) ïîëîæèì [f; g℄ = Xj�j=t �!t! a�b�:Äëÿ êàæäîãî y 2 Rn ââåä¼ì ïîëèíîì �y(x) = hy; xit. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî[�y; f ℄ = f(y); f 2 Hom(t): (5)Äåéñòâèòåëüíî, [�y; f ℄ = Xj�j=t �!t! t!�!y�a� = f(y):



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 589ËÅÌÌÀ 2. Äëÿ ïîëèíîìà !t(x) = kxkt ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî[!t; !t℄ = 1t : (6)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáå ÷àñòè òîæäåñòâà (4) óìíîæèì ñêàëÿðíî íà !t(x).Ïîëó÷èì ZSn�1�hx; �it; !t(x)� dS� = �nt[!t; !t℄:Ïî âîñïðîèçâîäÿùåìó ñâîéñòâó (5) �hx; �it; !t(x)� = !t(�) = 1, òàê êàê k�k = 1.Ïîýòîìó èíòåãðàë ðàâåí �n. Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî 1 = t[!t; !t℄.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî (2) åñòü íè ÷òîèíîå, êàê íåðàâåíñòâî Êîøè-Øâàðöà[A; A℄[!t; !t℄ > [A; !t℄2 (7)äëÿ ïîëèíîìîâ A(x) = ZUhy; xit d�y; !t(x) = kxkt:Ïðåäñòàâèì A(x) â âèäå A(x) = Xj�j=t t!�!M�x�;ãäå M� = RU y� d�y. Âû÷èñëèì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ [A; A℄ è [A; !t℄. Äëÿýòîãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà f(x) = Pj�j=t a�x� ñïðàâåäëèâûðàâåíñòâà [A; f ℄ = Xj�j=t �!t! t!�!M�a� = ZU Xj�j=t y�a� d�y = ZU f(y) d�y:Îòñþäà ïîëó÷àåì[A; A℄ = ZU A(z) d�z = ZU ZUhy; zit d�y d�z;[A; !t℄ = ZU !t(y) d�y = ZU kykt d�y:Êðîìå òîãî, [!t; !t℄ = 1=t ïî ëåììå 2. Ïîäñòàâèì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â(7) è óìíîæèì íåðàâåíñòâî íà t. Ïîëó÷èì (2).Èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò óñëîâèå, ïðè êîòîðîì íåðàâåíñòâî (2) îáðàùà-åòñÿ â ðàâåíñòâî.



590 ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÎ ÑÈÄÅËÜÍÈÊÎÂÀÏ�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ. Ïóñòü It = RU kxkt d�x. Íåðàâåíñòâî (2) îáðàùàåòñÿ âðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî òîæäåñòâîZUhy; xit d�y � tItkxkt; x 2 Rn : (8)Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì, ÷òî â (2) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. Òîãäà ðàâåí-ñòâî áóäåò è â íåðàâåíñòâå Êîøè-Øâàðöà (7). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà� òàêàÿ, ÷òî A = �!t. Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà !t. Ïîëó÷èì ñîîò-íîøåíèå [A; !t℄ = �[!t; !t℄. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 áûëî îòìå÷åíî, ÷òî[A; !t℄ = It, [!t; !t℄ = 1=t. Îòñþäà ñëåäóþò ðàâåíñòâà � = tIt è A = tIt!t.Ïîñëåäíåå â ðàçâ¼ðíóòîì âèäå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæäåñòâî (8).Îáðàòíî, åñëè âûïîëíåíî (8), òî A = tIt!t. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â (7) è (2)áóäóò ðàâåíñòâà.Îòìåòèì ÷àñòíûé ñëó÷àé U = Sn�1 è � � îáû÷íàÿ ìåðà Ëåáåãà íà ñ�åðå,�(Sn�1) = �n. Òîãäà It = ZSn�1 kxkt d�x = ZSn�1 d�x = �n:Òåïåðü òîæäåñòâî (8) âûïîëíÿåòñÿ ïî ëåììå 1. Çíà÷èò, ïðè U = Sn�1 íåðà-âåíñòâî (2) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ýòîò �àêò îòìå÷åí â [1℄. Äðóãîé ÷àñòíûéñëó÷àé � äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî U � ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïóíêòå 2.Âû÷èñëåíèå êîíñòàíòû t. Íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü èíòåãðàë (3), íî ìû âû-÷èñëèì áîëåå îáùèé èíòåãðàë, òàê êàê îí áóäåò èñïîëüçîâàí â äàëüíåéøåì.ËÅÌÌÀ 3. Ïóñòü â ìóëüòèèíäåêñå k = (k1; : : : ; kn) âñå kj � ÷¼òíûå, jkj == t. Òîãäà I(k) := 1�n ZSn�1 xk11 � � �xknn dS = (k1 � 1)!! � � � (kn � 1)!!n(n+ 2) � � � (n+ t� 2) : (9)Çäåñü (�1)!! = 1 è ïðè t = 2 ìíîæèòåëü n+ 2 îòñóòñòâóåò.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì èíòåãðàë V = RRn xke�kxk2 dx. Îí ðàñïà-äàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ: V = �(k1+12 ) � � ��(kn+12 ). Àïîñëå ïåðåõîäà ê ñ�åðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó V == 12�( t+n2 )�nI(k). Îòñþäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ I(k), êîòîðîå ëåãêî ïðè-âîäèòñÿ ê âèäó (9).Äðóãîé ñïîñîá âûâîäà �îðìóëû (9) ìîæíî íàéòè â [8, 9℄. Âûðàæåíèå äëÿ tïîëó÷àåòñÿ èç (9) êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé:t = 1�n ZSn�1 xt1 dS = (t� 1)!!n(n+ 2) � � � (n + t� 2) : (10)



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 5912°. Äèñêðåòíûé âàðèàíò íåðàâåíñòâà Ñèäåëüíèêîâà. Èíòåðåñíûéâàðèàíò íåðàâåíñòâà Ñèäåëüíèêîâà ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà U � êîíå÷íîå ìíîæå-ñòâî, U = fx1; : : : ; xmg, ��fxig� = 1, i = 1; : : : ; m. Òîãäà ïî òåîðåìå 1 ñïðàâåä-ëèâî íåðàâåíñòâî mXi=1 mXj=1hxi; xjit > t� mXi=1 kxikt�2: (11)Íàïîìíèì, ÷òî t � ÷¼òíîå ÷èñëî. Â íåðàâåíñòâå (11) âåêòîðû x1; : : : ; xm íåîáÿçàòåëüíî ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ïîýòîìó âìåñòî ìíîæåñòâà U ìîæíî ãîâîðèòüî êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.Íåêîòîðûå àâòîðû, íå çíàÿ ðàáîòû [1℄, ïîëó÷àëè íåðàâåíñòâî (11) ñàìîñòî-ÿòåëüíî. Ïðè t = 2 íåðàâåíñòâî (11) äîêàçûâàëîñü â [2℄, à ïðè t > 4 � â [3℄.Ïðè ýòîì â [2, 3℄ èññëåäîâàëñÿ âîïðîñ, êîãäà â (11) áóäåò ðàâåíñòâî.Âîïðîñ î äîñòèæåíèè ðàâåíñòâà íàñ èíòåðåñóåò îñîáî. Ôîðìóëèðîâêè ïî-ëó÷àòñÿ áîëåå âûðàçèòåëüíûìè, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü U == fxigmi=1 ëåæèò íà ñ�åðå Sn�1. Èç òåîðåìû 1 è Ïðåäëîæåíèÿ èç ïóíêòà 1âûòåêàåòÒÅÎ�ÅÌÀ 2. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè U = fxigmi=1 òî÷åê ñ�å�ðû Sn�1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî1m2 mXi;j=1hxi; xjit > t: (12)�àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî òîæäåñòâî1m mXi=1 hxi; xit � tkxkt; x 2 Rn : (13)Ïðèìåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê U = fxigmi=1 íà ñ�åðå Sn�1íàçûâàåòñÿ ñ�åðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì ïîðÿäêà t, åñëè âûïîëíåíî òîæäå-ñòâî (13).Òåîðåìà 2 óòâåðæäàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (12) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî íàñ�åðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíàõ è òîëüêî íà íèõ.Òîæäåñòâî (13) áóäåì íàçûâàòü òîæäåñòâîì Âàðèíãà ïî èìåíè àíãëèéñêîãîìàòåìàòèêà Ý. Âàðèíãà (1734-1798), êîòîðûé èíòåðåñîâàëñÿ ïðåäñòàâëåíèåì�îðìû kxkt â âèäå ñóììû ëèíåéíûõ �îðì, âîçâåä¼ííûõ â ñòåïåíü t. Ìíî-ãèå ìàòåìàòèêè 19-ãî âåêà ïîëó÷àëè òîæäåñòâà Âàðèíãà ïðè ðàçíûõ n, t, m.Êîëëåêöèÿ òàêèõ òîæäåñòâ ïðèâåäåíà â [5, p. 103℄.



592 ÍÅ�ÀÂÅÍÑÒÂÎ ÑÈÄÅËÜÍÈÊÎÂÀÏ�ÈÌÅ� (E. Luas, 1876). Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ òîæäåñòâî6k�k4 =Xi<j (�i � �j)4äëÿ ëþáîãî � = (�1; : : : ; �4) èç R4 . Â í¼ì 2�42� = 12 ñëàãàåìûõ. Íåòðóäíî âûïè-ñàòü âåêòîðû x1; : : : ; x12 2 S3, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî (13) ïðè m = 12, n = 4,t = 4. Ýòè 12 âåêòîðîâ îáðàçóþò ñ�åðè÷åñêèé ïîëóäèçàéí ïîðÿäêà 4.Õàðàêòåðèçàöèÿ ïîëóäèçàéíîâ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ ïî ñ�åðå.Îáùåïðèíÿòûì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ñ�åðè÷åñêîãî äèçàéíà ïîðÿäêà t êàêñèñòåìû òî÷åê íà ñ�åðå Sn�1 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà ñòåïåíè íåâûøå t ñðåäíåå ïî ñ�åðå ðàâíî ñðåäíåìó ïî äèçàéíó (ñì. [7℄).Àíàëîãè÷íàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ìîæåò áûòü äàíà äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ ïîëóäè-çàéíîâ.ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Ïóñòü t ÷¼òíîå, t > 2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòüU = fxigmi=1 òî÷åê ñ�åðû Sn�1 áûëà ñ�åðè÷åñêèì ïîëóäèçàéíîì ïîðÿäêà t,íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà1�n ZSn�1 Q(x) dS = 1m mXi=1 Q(xi) (14)äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà ñòåïåíè t.Îäíîðîäíûé ïîëèíîì ñòåïåíè t ìîæíî ïðåäñòàâèòü �îðìóëîé Q(x) == Pjkj=t akxk, ãäå k = (k1; : : : ; kn) � ìóëüòèèíäåêñ, jkj = k1 + � � � + kn,xk = xk11 � � �xknn .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Í å î á õ î ä èìî ñ ò ü. Ïóñòü fx1; : : : ; xmg � Sn�1 � ïîëó-äèçàéí ïîðÿäêà t. Òîãäà âûïîëíåíî òîæäåñòâî (13). ÈìååìS(x) := 1m mXi=1 hxi; xit = Xjkj=t t!k!� 1m mXi=1 xki�xk:Ïîëîæèì s = t=2. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (13) çàïèñûâàåòñÿ â âèäåR(x) := tkxkt = tXjlj=s s!l! x2l:Ïîñêîëüêó S(x) � R(x), òî êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x ðàâíû.Ïóñòü k = (k1; : : : ; kn) è õîòü îäíî kj íå÷¼òíî. Òîãäà1m mXi=1 xki = 0: (15)



Í. Î. Êîòåëèíà, À. Á. Ïåâíûé 593Ïóñòü âñå kj ÷¼òíûå, kj = 2lj. Òîãäà k = 2l èt!k!� 1m mXi=1 xki� = t s!l! : (16)Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî (14) äëÿ Q(x) = xk, jkj = t. Åñëè õîòüîäíî kj íå÷¼òíî, òî â ñèëó (15) èìååì1�n ZSn�1 xk dS = 0 = 1m mXi=1 xki :Ïóñòü òåïåðü k = 2l, ãäå jlj = s. Òîãäà ïî ëåììå 3I(k) := 1�n ZSn�1 xk dS = (k1 � 1)!! � � � (kn � 1)!!n(n + 2) � � � (n+ t� 2) :Â ñèëó (16) â ïðàâîé ÷àñòè (14) ïîëó÷àåì ñóììóT (k) := 1m mXi=1 xki = k!t! t s!l! = k!t! s!l! (t� 1)!!n(n + 2) � � � (n+ t� 2) :Ïðîâåäÿ ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðíûå âûêëàäêè, ïîëó÷èì, ÷òî I(k) = T (k). Çíà-÷èò, äëÿ Q(x) = xk âûïîëíÿåòñÿ (14).Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Äîêàçûâàåòñÿ ðàññóæäåíèÿìè â �îáðàòíîì ïîðÿäêå�.Èç òåîðåì 2 è 3 âûòåêàåò òåîðåìà, êîòîðóþ âïåðâûå äîêàçàëè �¼òàëüñ, Çàé-äåëü [4℄. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâà Ñèäåëüíèêîâà, íî âïåðâûå óêàçàíûóñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ ðàâåíñòâà.ÒÅÎ�ÅÌÀ 4. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè U = fxigmi=1 òî÷åê ñ�åðûñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (12). �àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òî�ãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (14) äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ïîëèíîìà Q(x) ñòå�ïåíè t.Ââèäó òåîðåìû 3 îïÿòü ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî íåðàâåíñòâî (12) îáðàùà-åòñÿ â ðàâåíñòâî íà ñ�åðè÷åñêèõ ïîëóäèçàéíàõ è òîëüêî íà íèõ.Äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ïîëóäèçàéíàõ ìîæíî íàéòè â [3℄.
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ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÜ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ,�ÅÍÅ�È�ÓÞÙÈÕ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÅÔÓÍÊÖÈÈ ÓÎËØÀÌ. Ñ. Áåñïàëîâ21 íîÿáðÿ 2013 ã.1°. Â äîêëàäå Â. Í. Ìàëîç¼ìîâà [1℄ ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûåñâîéñòâà äèñêðåòíûõ �óíêöèé Óîëøà â íóìåðàöèè Àäàìàðà. Îíè ñâÿçàíû ñìàòðèöàìè Ñèëüâåñòðà-ÀäàìàðàH1 = �1 11 �1� ; Hn = �Hn�1 Hn�1Hn�1 �Hn�1� ïðè n = 2; 3; : : : (1)Ìàòðèöû (1) ââåäåíû Äæ. Ñèëüâåñòðîì [2℄, ïîëó÷èëè ïîïóëÿðíîñòü êàê ìàò�ðèöû äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà â íóìåðàöèè Àäàìàðà è ñëóæàò ïðî-ñòûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìàòðèö Àäàìàðà, î êîòîðûõ ïîäðîáíåå ñì. â êíèãå [3℄.�åêóððåíòíóþ �îðìóëó (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü ÷åðåç êðîíåêåðîâî ïðîèçâå�äåíèå Hn = H 
Hn�1 èëè êàê êðîíåêåðîâó ñòåïåíü Hn = H(n), ãäå H = H1.Òàáëè÷íî çàäàííàÿ äèñêðåòíàÿ �óíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð ñâîèõçíà÷åíèé. Â äîêëàäå â êà÷åñòâå óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà äèñêðåòíûõ �óíêöèéÓîëøà óðîâíÿ n áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàáîð âåêòîð-ñòîëáöîâ ìàòðèöû Hn.�åøàåòñÿ çàäà÷à � äëÿ ëþáîãî n ïîñòðîèòü îïåðàòîð Cn, îðáèòîé êîòîðîãîñëóæèò äàííûé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð.2°. Äàííàÿ çàäà÷à ïîÿâèëàñü â ðåçóëüòàòå îçíàêîìëåíèÿ ñ ðÿäîì ïóáëè-êàöèé äîêëàäîâ ñåìèíàðà [4, 5, 6, 7, 8℄, â êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ î öèêëè÷åñêîìñâîéñòâå �ðåéìîâ. Êàê âûòåêàåò èç äîêëàäà [9℄, ìàòðèöà êîíå÷íîãî �ðåéìàïîëó÷àåòñÿ èç íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû óäàëåíèåì ñòðîê. Óäàë¼ííûå ñòðîêèñîñòàâëÿþò ìàòðèöó äîïîëíèòåëüíîãî �ðåéìà. Ïîýòîìó èçó÷åíèå öèêëè÷å-ñêèõ ñâîéñòâ �ðåéìîâ ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâ ñòîëáöîâíåâûðîæäåííîé ìàòðèöû.Îáùàÿ çàäà÷à � äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A ïîñòðî-èòü öèêëè÷åñêèé îïåðàòîð C, îðáèòîé êîòîðîãî ñëóæèò óïîðÿäî÷åííûé íà-áîð ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Åñëè ffjgN�1j=0 åñòü óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ñòîëáöîâ595



596 ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÜ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ, �ÅÍÅ�È�ÓÞÙÈÕ ÔÓÍÊÖÈÈ ÓÎËØÀìàòðèöû A, òîCfj�1 = fj ïðè j = 1; 2; : : : ; N � 1 ; CfN�1 = f0: (2)Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå åäèíè÷íîé ìàòðèöû E â êà÷åñòâå A ìàòðèöåé äàí-íîãî öèêëè÷åñêîãî îïåðàòîðà ñ îðáèòîé â âèäå ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ñëóæèòïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè ïîä ãëàâíîé è â ïðàâîìâåðõíåì óãëó P = 0BBBBBBB�
0 0 0 : : : 0 11 0 0 : : : 0 00 1 0 : : : 0 00 0 1 : : : 0 0... ... ... . . . ... ...0 0 0 : : : 1 0

1CCCCCCCA: (3)Åñëè åäèíèöó â ïðàâîì âåðõíåì óãëó ñ÷èòàòü òîæå äèàãîíàëüþ ïàðàëëåëü-íîé ãëàâíîé, òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòåïåíè ìàòðèöû P ïîëó÷àþòñÿ ñìåùåíèåìýòèõ äâóõ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëüíî ãëàâíîé âíèç è âëåâî.Ï�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 1. Äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A öèêëè÷åñêèéîïåðàòîð äëÿ å¼ ñòîëáöîâ èìååò âèä, âûðàæåííûé ÷åðåç ìàòðèöó (3)C = A � P � A�1: (4)Äëÿ ñòåïåíåé ýòîãî îïåðàòîðà ñïðàâåäëèâà �îðìóëàCk = A � P k � A�1:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê îòìå÷åíî â [10℄, ïåðåìåùåíèå íà÷àëüíîãî ñòîëáöàìàòðèöû A â êîíåö çàïèñûâàåòñÿ â âèäå óìíîæåíèÿ íà ïåðåñòàíîâî÷íóþ ìàò-ðèöó (3) ñïðàâà: AP . Ïîýòîìó äåéñòâèå îïåðàòîðà C íà ñòîëáöû ìàòðèöû Aïî ïðàâèëó (2) â ìàòðè÷íîì âèäå çàïèøåì C �A = A �P , ÷òî ýêâèâàëåíòíî (4).Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âûâîäèòñÿ �îðìóëà äëÿ ñòåïåíåé Ck.3°. Â äîêëàäå [1℄ äîêàçàíîÏ�ÅÄËÎÆÅÍÈÅ 2.Íîðìèðîâàííàÿ ìàòðèöà Àäàìàðà-Ñèëüâåñòðà 1pNHnîðòîãîíàëüíà. À èìåííî (ïðè N = 2n):(Hn)2 = N � E:Ñòîëáöû hj ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû Hn îðòîãîíàëüíû. À èìåííî, (çäåñüñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñòîëáöîâ çàïèñàíî â ìàòðè÷íîì âèäå)hTj � hk = N � Æjk; ãäå Æjk � ñèìâîë Êðîíåêåðà:



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 597Íàáîð ñòîëáöîâ fhjgN�1j=0 ìàòðèöû Hn ñîñòàâëÿåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðî-ñòðàíñòâà RN .Ïî �îðìóëå (1) ëåãêî ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå íà÷àëüíîãî ñòîëáöà h0 èêîíå÷íîé ñòðîêè hTN�1 ìàòðèöû Hn â âèäå êðîíåêåðîâîé ñòåïåíè:h0 = �11�(n) ; hTN�1 = (1; �1)(n): (5)ËÅÌÌÀ 1. Îïåðàòîð ñ ìàòðèöåéAn = 1N �h0 �hTN�1 = 12n ��11�(n) � (1; �1)(n) = A(n)1 ; ãäå A1 = 12 �1 �11 �1� ; (6)äåéñòâóåò ïî ïðàâèëóAn � hj = 0 ïðè j 2 0 : N � 2; An � hN�1 = h0:Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2 è àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ìàò-ðèö èìååì An � hj = 1N � h0 � hTN�1 � hj = h0 � ÆN�1 j:4°. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî C1 = �1 00 �1� (7)åñòü ìàòðèöà öèêëè÷åñêîãî îïåðàòîðà äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Àäàìàðà-Ñèëü-âåñòðà H1. Îðáèòîé îïåðàòîðà C1 ñëóæàò ñòîëáöû �11� è � 1�1�.ÒÅÎ�ÅÌÀ 1. Åñëè Cn åñòü ìàòðèöà öèêëè÷åñêîãî îïåðàòîðà äëÿ ñòîëáöîâìàòðèöû Àäàìàðà-Ñèëüâåñòðà Hn, òî öèêëè÷åñêèé îïåðàòîð äëÿ ñòîëáöîâìàòðèöû Àäàìàðà-Ñèëüâåñòðà Hn+1 èìååò âèä áëî÷íîé ìàòðèöûCn+1 = �Cn 00 Bn� ; (8)ãäå Bn = Cn � 2An è ìàòðèöû ñïðàâà âû÷èñëåíû ïî �îðìóëàì (6), (7) è (8).Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè �îðìàëüíî îáîçíà÷èì C0 = �B0 = (1), òî �îðìó-ëà (7) ñîñòàâëÿåò áàçó èíäóêöèè.Îáîçíà÷èì fj ñòîëáöû ìàòðèöû Hn. Òîãäà ñòîëáöû hj ìàòðèöû Hn+1 âû-ðàæàþòñÿ ÷åðåç íèõ ñîãëàñíî (1):hj = �11�
 fj; hj+2n = � 1�1�
 fj; j 2 0 : 2n � 1:



598 ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÜ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ, �ÅÍÅ�È�ÓÞÙÈÕ ÔÓÍÊÖÈÈ ÓÎËØÀÏî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ è ëåììå 1 ïðè j 2 0 : 2n � 2 èìååìBn � fj = Cn � fj � 2An � fj = Cn � fj � 0 = fj+1;Cn+1 � hj = �Cn 00 Bn� � �fjfj� = �Cn � fjBn � fj� = �fj+1fj+1� = hj+1;Cn+1 � hj+2n = �Cn 00 Bn� � � fj�fj� = � 1�1�
 fj+1 = hj+2n+1:À äëÿ ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ìàòðèöû Hn ïðèìåíåíèå ëåììû 1 äà¼òBn � f2n�1 = Cn � f2n�1 � 2An � f2n�1 = f0 � 2f0:ÏîýòîìóCn+1 � h2n�1 = �Cn 00 Bn� ��f2n�1f2n�1� = � f0�f0� = � 1�1�
 f0 = h2n ;Cn+1 � h2n+1�1 = � Cn � f2n�1�Bn � f2n�1� = �f0f0� = h0:ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Öèêëè÷åñêèé îïåðàòîð äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Hn èìååòâèä áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöûCn = diag(C0; B0; B1; : : : ; Bn�1): (9)Ïðèâåä¼ì âèä ïåðâûõ áëîêîâ: B1 = � 0 1�1 0� ;
B2 = 120BB� 1 1 1 �1�1 �1 1 �1�1 1 1 1�1 1 �1 �11CCA; B3 = 14

0BBBBBBBBBB�
3 1 1 �1 1 �1 �1 1�1 �3 1 �1 1 �1 �1 1�1 1 1 3 1 �1 �1 1�1 1 �3 �1 1 �1 �1 1�1 1 1 �1 3 1 1 �1�1 1 1 �1 �1 �3 1 �1�1 1 1 �1 �1 1 1 3�1 1 1 �1 �1 1 �3 �1

1CCCCCCCCCCA:5°. Ïðåäëîæèì àëãîðèòì áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíåé ìàòðèöû öèêëè-÷åñêîãî îïåðàòîðà Cn.ËÅÌÌÀ 2. Åñëè îáîçíà÷èì Pn ìàòðèöó âèäà (3) ïîðÿäêà 2n, òî(Pn)2 = Pn�1 
 E; (Pn)2s = P sn�1 
 E; (Pn)2k = Pn�k 
 E(k); k 2 1 : n� 1;ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà.
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(Pn)2 = 0BBBBBBBBB�

0 0 0 0 : : : 1 00 0 0 0 : : : 0 11 0 0 0 : : : 0 00 1 0 0 : : : 0 00 0 1 0 : : : 0 00 0 0 1 : : : 0 0... ... ... ... . . . ... ...
1CCCCCCCCCAðàçîáü¼ì íà êâàäðàòíûå áëîêè ïîðÿäêà 2 è ïîëó÷èì(Pn)2 = Pn�1 
 E: (10)Ôîðìóëà (Pn)2s = P sn�1 
 E äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÷¼òíîé ñòåïåíè äîêàçûâà-åòñÿ àíàëîãè÷íî, îðèåíòèðóÿñü íà âíåøíèé âèä ïîëó÷åííîé ïåðåñòàíîâî÷íîéìàòðèöû.Îáùèé ïîðÿäîê âûâîäà ñëåäóþùåé �îðìóëû ïðîäåìîíñòðèðóåì äëÿ ïðî-ñòåéøåãî ñëó÷àÿ, êîòîðûé ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü ïî ïðåäûäóùåé �îðìóëå.Ïî �îðìóëå (10) èìååì(P 2n)2 = (Pn�1 
 E) � (Pn�1 
 E):Ïðèìåíèì èçâåñòíîå ñâîéñòâî [11℄ êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ (äëÿ ìàòðèö,äîïóñêàþùèõ, ïî ðàçìåðàì, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâåäåíèÿ)(A
B) � (C 
D) = (A � C)
 (B �D) (11)è ïîëó÷èì âûðàæåíèå, ê êîòîðîìó ñíîâà ïðèìåíèì (10):P 22n = P 2n�1 
 E2 = Pn�2 
 E 
 E = Pn�2 
 E(2):Àíàëîãè÷íî ñîâåðøàåì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä:(P 2k�1n )2 = (Pn�k+1 
 E(k�1))2 = (Pn�k 
 E)
 (E(k�1))2 = Pn�k 
 E(k):Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëà (4) ïðåäëîæåíèÿ 1 â ñëó÷àå öèêëè÷åñêîãî îïåðàòî-ðà äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû Àäàìàðà-Ñèëüâåñòðà ïðèîáðåòàåò âèäCn = 12nHn � Pn �Hn: (12)ÒÅÎ�ÅÌÀ 2. ×¼òíàÿ ñòåïåíü ìàòðèöû (8) èëè (12) âûðàæàåòñÿ ÷åðåçìåíüøóþ ñòåïåíü ýòîé ìàòðèöû ïðåäûäóùåãî óðîâíÿ ðåêóððåíòíîé �îðìó�ëîé (Cn)2k = (Cn�1)k 
 E; (13)ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà.



600 ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÜ ÎÏÅ�ÀÒÎ�ÎÂ, �ÅÍÅ�È�ÓÞÙÈÕ ÔÓÍÊÖÈÈ ÓÎËØÀÄîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 1 ê (12):(Cn)k = 12nHn � (Pn)k �Hn: (14)Â ñëó÷àå ÷¼òíîé ñòåïåíè ïðèìåíèì ê âûðàæåíèþ 14 ëåììó 2, �îðìóëó (11) èñíîâà (14). Ïîëó÷èì2n � (Cn)2k = Hn � (Pn)2k �Hn = (Hn�1 
H) � ((Pn�1)k 
 E) � (Hn�1 
H) == (Hn�1 � (Pn�1)k �Hn�1)
 (H � E �H) = 2n�1 � (Cn�1)k 
 (2 �E):Îñòà¼òñÿ ñîêðàòèòü íà ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü 2n.ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Åñëè âîçâîäèì â ñòåïåíü äâîéêè, òî(Cn)2s = Cn�s 
 E(s) (s 6 n);â ÷àñòíîñòè, (Cn)2n�1 = C1 
 E(n�1), (Cn)2n = E(n). Îòíîñèòåëüíî áëî÷íî�äèàãîíàëüíîãî âèäà (9) ïîëó÷èì(Cn)2 = diag(E;B0 
 E;B1 
 E; : : : ; Bn�2 
 E);ïðè ýòîì (Bk)2 = Bk�1 
 E, (Bk)2k+1 = E(k).Ýòî ñëåäñòâèå ðàññìàòðèâàåì êàê áûñòðûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ñòåïåíèìàòðèöû Cn (èëè Bn). Äëÿ ýòîãî ðàñêëàäûâàåì ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â äâîè÷-íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ è ïåðåìíîæàåì ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíåéäâîéêè, êîòîðûå èìåþò áîëåå ïðîñòîé âèä.6°. Ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ñâîéñòâ öèêëè÷åñêîãî îïåðàòîðà Cn. Õàðàêòåðè�ñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ ìàòðèöû B íàçûâàåòñÿ [11℄ îïðåäåëèòåëü ìàò-ðèöû xE � B. Ñëåä ìàòðèöû ðàâåí ñóììå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.ÒÅÎ�ÅÌÀ 3. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñëåä ìàòðèö Bn è Cn ðàâåí 0, àäëÿ îïðåäåëèòåëåé ñïðàâåäëèâû �îðìóëûjBnj = 1; jCnj = �1;õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ìàòðèö ðàâíû (N = 2n):xN + 1 äëÿ ìàòðèöû Bn; xN � 1 äëÿ ìàòðèöû Cn:Ñóùåñòâóåò óíèòàðíàÿ ìàòðèöà Un òàêàÿ, ÷òî (çäåñü ! = e�iN , N = 2n)Bn = U�n �Dn � Un; ãäå Dn = diag(!1; !3; !5; : : : ; !2N�1):



Ì. Ñ. Áåñïàëîâ 601Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò óíèòàðíàÿ ìàòðèöà U , èìåþùàÿ ñëåäóþùèéáëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä U = diag(E;U1; : : : ; Un�1), òàêàÿ, ÷òîCn = U� �Dn � U;ãäåDn=diag(1; !N ; !N=2; !3N=2; !N=4; !3N=4; !5N=4; !7N=4; : : : ; !2; !6; !10; : : : ; !2N�2);òî åñòü íà äèàãîíàëè ñòîÿò çíà÷åíèÿ 1; !2; !4; !6; : : : ; !2N�2 â ñîîòâåòñòâó�þùåì ïîðÿäêå.Äîêà ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî TrC1 = 0, TrB1 = 0, TrA1 = 0 . Îòñþäàäëÿ êðîíåêåðîâîé ñòåïåíè TrAn = 0. Åñëè TrCn�1 = 0, TrBn�1 = 0, òî ïî�îðìóëå (8) è TrCn = 0, à äàëåå TrBn = 0.�àññìîòðèì ìîíîìèàëüíóþ ìàòðèöóM , êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû Pâèäà (3) çàìåíîé åäèíèöû, ñòîÿùåé â ïðàâîì âåðõíåì óãëó, íà �1. Êëàññ ìîíî�ìèàëüíûõ ìàòðèö âêëþ÷àåò â ñåáÿ êëàññ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö. Ïî îïðå-äåëåíèþ [3℄ ëþáàÿ ìîíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðåñòàíîâî÷íîé çà-ìåíîé êàêîãî-òî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ, ðàâíûõ 1, íà �1. Ïî òîé æå ñõåìå, êàêáûëà ïîëó÷åíà �îðìóëà (12), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû Bn:Bn = 12nHn �M �Hn:Î÷åâèäíî, ÷òî êàê îïðåäåëèòåëü, òàê è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàò-ðèö P âèäà (3) è M , ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî jP j = �1, jM j = 1, xN � 1 è xN +1.Â [11℄ îòìå÷åíî, ÷òî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (4) ñ óíèòàðíîé ìàòðèöåé A îïðå-äåëèòåëü è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íå ìåíÿþòñÿ. Ïîýòîìó jCnj = �1,jBnj = 1 è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû èìåþò âèä xN � 1 äëÿ Cn è xN +1äëÿ Bn.Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàñêëàäûâà-þòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå îäíî÷ëåíîâ, îòêóäà è âû÷èñëÿåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïðå-îáðàçîâàíèé. Ïî îáùåìó ïðàâèëó äèàãîíàëèçàöèè îïåðàòîðà ïîëó÷àåì äèàãî-íàëüíóþ �îðìó îïåðàòîðîâ Cn è Bn, âêëþ÷àþùóþ íåêóþ óíèòàðíóþ ìàòðèöó.Âèä óíèòàðíîé ìàòðèöû äëÿ Cn óòî÷íÿåòñÿ, èñõîäÿ èç áëî÷íî-äèàãîíàëüíîãîñòðóêòóðû Cn.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ìàëîç¼ìîâ Â. Í. Äèñêðåòíûå �óíêöèè Óîëøà // Ñåìèíàð ¾DHA &CAGD¿. Èçáðàííûå äîêëàäû. 12 ìàðòà 2011 ã.(http://dha.spb.ru/reps11.shtml#0312)
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