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Зафиксируем натуральные числа 𝑟 и 𝑚 ⩾ 2 и рассмотрим 𝑚-периодичес-
кую последовательность x(𝑘), 𝑘 ∈ ℤ, точек из ℝ

𝑑. При каждом натураль-
ном 𝑛 ⩾ 2 положим 𝑁 = 𝑚𝑛 и построим дискретный 𝑁 -периодический
сплайн S𝑟,𝑛(𝑗) порядка 𝑟 со значениями в ℝ

𝑑, удовлетворяющий интерполя-
ционным условиям

S𝑟,𝑛(𝑙𝑛) = x(𝑙), 𝑙 ∈ 0 : 𝑚− 1.

Нас интересует поведение множества
{
S𝑟,𝑛(𝑗) ∣ 𝑗 ∈ ℤ

}
точек из ℝ𝑑 при 𝑛 → ∞.

1∘. Уточним постановку задачи. Напомним определение нормализованных
дискретных 𝑁 -периодических 𝐵-сплайнов [1, 2]. Так как параметр 𝑛 будет
изменяться, включим его в обозначение:

𝑄̃1,𝑛(𝑗) =

⎧⎨
⎩
1− 𝑗/𝑛 при 𝑗 ∈ 0 : 𝑛− 1,

0 при 𝑗 ∈ 𝑛 : 𝑁 − 𝑛,

𝑗/𝑛−𝑚+ 1 при 𝑗 ∈ 𝑁 − 𝑛+ 1 : 𝑁 − 1;

𝑄̃𝜈,𝑛 =
1

𝑛

(
𝑄̃1,𝑛 ∗ 𝑄̃𝜈−1,𝑛

)
, 𝜈 = 2, 3, . . . ,

где знаком ’∗’ обозначена циклическая свёртка. Дискретный периодический
сплайн порядка 𝑟 определяется формулой

S𝑟,𝑛(𝑗) =
𝑚−1∑
𝑙=0

c(𝑙) 𝑄̃𝑟,𝑛(𝑗 − 𝑙𝑛), 𝑗 ∈ ℤ, (1)
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где c(0), c(1), . . . , c(𝑚− 1) ∈ ℝ
𝑑.

Пусть задан набор векторов x(0),x(1), . . . ,x(𝑚 − 1) ∈ ℝ
𝑑. Согласно [1],

найдётся дискретный сплайн S𝑟,𝑛(𝑗) вида (1), удовлетворяющий интерполяци-
онным условиям

S𝑟,𝑛(𝑙𝑛) = x(𝑙), 𝑙 ∈ 0 : 𝑚− 1. (2)

Для каждого натурального числа 𝑛, отличного от единицы, значения сплай-
на S𝑟,𝑛(𝑗) образуют множество из 𝑚𝑛 точек пространства ℝ

𝑑. Цель данной
заметки состоит в нахождении предела этого множества при 𝑛 → ∞. Для
того, чтобы решить эту задачу, введём непрерывный аналог для дискретных
периодических сплайнов.

2∘. Пусть 𝑚 — натуральное число, отличное от единицы. Определим пе-
риодический 𝐵-сплайн первого порядка как 𝑚-периодическую вещественную
функцию, которая на основном периоде задаётся формулой

𝑃1(𝑡) =

⎧⎨
⎩
1− 𝑡, при 𝑡 ∈ [0, 1),

0, при 𝑡 ∈ [1,𝑚− 1],

𝑡−𝑚+ 1, при 𝑡 ∈ (𝑚− 1,𝑚].

(3)

Периодические 𝐵-сплайны более высоких порядков определим при помощи
свёртки

𝑃𝜈(𝑡) =

∫ 𝑚

0

𝑃𝜈−1(𝑠)𝑃1(𝑡− 𝑠) 𝑑𝑠, 𝜈 = 2, 3, . . . . (4)

Ясно, что 𝑃𝜈(𝑡) ⩾ 0 для любого натурального 𝜈 и вещественного 𝑡.

ЛЕММА 1. Справедливо тождество
𝑚−1∑
𝑙=0

𝑃𝜈(𝑡− 𝑙) ≡ 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Докажем это тождество методом математической ин-
дукции. При 𝜈 = 1 оно следует из определения. Предположим, что оно спра-
ведливо для 𝑃𝜈 . Тогда

𝑚−1∑
𝑙=0

𝑃𝜈+1(𝑡− 𝑙) =
𝑚−1∑
𝑙=0

∫ 𝑚

0

𝑃𝜈(𝑠)𝑃1(𝑡− 𝑙 − 𝑠) 𝑑𝑠 =

=
𝑚−1∑
𝑙=0

∫ 𝑚

0

𝑃𝜈(𝑠− 𝑙)𝑃1(𝑡− 𝑠) 𝑑𝑠 =

∫ 𝑚

0

(𝑚−1∑
𝑙=0

𝑃𝜈(𝑠− 𝑙)
)
𝑃1(𝑡− 𝑠) 𝑑𝑠 =

=

∫ 𝑚

0

𝑃1(𝑡− 𝑠) 𝑑𝑠 =

∫ 𝑚

0

𝑃1(𝑠) 𝑑𝑠 = 1.

Индукционный переход доказан.
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Из леммы 1 следует, что 𝑃𝜈(𝑡) ∈ [0, 1] для любого натурального 𝜈 и веще-
ственного 𝑡.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Периодический сплайн 𝑃𝜈 обладает следующими
свойствами:

1) 𝑃𝜈 ∈ 𝐶2𝜈−2;

2) на каждом отрезке [𝑘, 𝑘 + 1], где 𝑘 — целое, сплайн 𝑃𝜈 совпадает с
некоторым многочленом степени не выше 2𝜈 − 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся методом математической индукции. При
𝜈 = 1 свойства выполнены. Предположим, что они выполняются для 𝑃𝜈 . Име-
ем

𝑃𝜈+1(𝑡) =

∫ 𝑚

0

𝑃𝜈(𝑠)𝑃1(𝑡− 𝑠) 𝑑𝑠 =

∫ 𝑡+𝑚/2

𝑡−𝑚/2

𝑃𝜈(𝑠)𝑃1(𝑡− 𝑠) 𝑑𝑠 =

=

∫ 𝑡

𝑡−1

𝑃𝜈(𝑠) (1− 𝑡+ 𝑠) 𝑑𝑠+

∫ 𝑡+1

𝑡

𝑃𝜈(𝑠) (1 + 𝑡− 𝑠) 𝑑𝑠.

Продифференцируем последнее выражение по 𝑡:

𝑃 ′
𝜈+1(𝑡) = −

∫ 𝑡

𝑡−1

𝑃𝜈(𝑠) 𝑑𝑠+

∫ 𝑡+1

𝑡

𝑃𝜈(𝑠) 𝑑𝑠. (5)

Дифференцируя ещё один раз, получаем

𝑃 ′′
𝜈+1(𝑡) = 𝑃𝜈(𝑡− 1) + 𝑃𝜈(𝑡+ 1)− 2𝑃𝜈(𝑡).

По индукционному предположению 𝑃𝜈 ∈ 𝐶2𝜈−2. Следовательно, 𝑃𝜈+1 ∈ 𝐶2𝜈 .
Если 𝑡 принадлежит отрезку [𝑘, 𝑘 + 1], где 𝑘 — целое, то 𝑡 − 1 ∈ [𝑘 − 1, 𝑘],
𝑡 + 1 ∈ [𝑘 + 1, 𝑘 + 2], поэтому 𝑃 ′′

𝜈+1(𝑡) совпадает с некоторым многочленом
степени не выше 2𝜈 − 1. Значит, 𝑃𝜈+1 на этом отрезке является многочленом
степени не выше 2𝜈 + 1. Предложение доказано.

ЛЕММА 2. Для любого натурального 𝜈 и вещественных 𝑥 и 𝑦 справедливо
неравенство ∣∣𝑃𝜈(𝑥)− 𝑃𝜈(𝑦)

∣∣ ⩽ ∣𝑥− 𝑦∣.
Док а з а т е л ь с т в о. При 𝜈 = 1 неравенство, очевидно, выполняется. Пусть
𝜈 > 1. Подставляя в формулу (5) величину 𝜈−1 вместо 𝜈, получаем, что 𝑃 ′

𝜈(𝑡)
равно разности двух интегралов по промежуткам единичной длины, причём
значения подынтегральных выражений принадлежат отрезку [0, 1]. Поэтому∣∣𝑃 ′

𝜈(𝑡)
∣∣ ⩽ 1, из чего следует требуемое неравенство.
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Для любого порядка 𝜈 найдётся такое 𝐴𝜈, что

∣∣𝑄̃𝜈,𝑛(𝑗)− 𝑃𝜈(
𝑗
𝑛
)
∣∣ ⩽ 𝐴𝜈

𝑛
для всех 𝑗, 𝑛 ∈ ℤ, 𝑛 ⩾ 2. (6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся методом математической индукции. При
𝜈 = 1 имеем 𝑄̃1,𝑛(𝑗) = 𝑃1(

𝑗
𝑛
), поэтому можно взять 𝐴1 = 0.

Пусть (6) выполнено для некоторого 𝜈. По определению имеем

∣∣𝑄̃𝜈+1,𝑛(𝑗)− 𝑃𝜈+1(
𝑗
𝑛
)
∣∣ = ∣∣∣ 1𝑛

𝑁−1∑
𝑘=0

𝑄̃𝜈,𝑛(𝑗 − 𝑘) 𝑄̃1,𝑛(𝑘)−
∫ 𝑚

0

𝑃𝜈(
𝑗
𝑛
− 𝑡)𝑃1(𝑡) 𝑑𝑡

∣∣∣ =
=

∣∣∣ 1𝑛
𝑁−1∑
𝑘=0

𝑄̃𝜈,𝑛(𝑗 − 𝑘)𝑃1(
𝑘
𝑛
)− 1

𝑛

∫ 𝑁

0

𝑃𝜈(
𝑗−𝑠
𝑛
)𝑃1(

𝑠
𝑛
) 𝑑𝑠

∣∣∣ =
= 1

𝑛

∣∣∣∣
𝑁−1∑
𝑘=0

(
𝑄̃𝜈,𝑛(𝑗 − 𝑘)𝑃1(

𝑘
𝑛
)−

∫ 𝑘+1

𝑘

𝑃𝜈(
𝑗−𝑠
𝑛
)𝑃1(

𝑠
𝑛
) 𝑑𝑠

)∣∣∣∣ ⩽
⩽ 1

𝑛

𝑁−1∑
𝑘=0

∫ 𝑘+1

𝑘

∣∣∣𝑄̃𝜈,𝑛(𝑗 − 𝑘)𝑃1(
𝑘
𝑛
)− 𝑃𝜈(

𝑗−𝑠
𝑛
)𝑃1(

𝑠
𝑛
)
∣∣∣ 𝑑𝑠 =

= 1
𝑛

𝑁−1∑
𝑘=0

∫ 𝑘+1

𝑘

∣∣∣(𝑄̃𝜈,𝑛(𝑗 − 𝑘)− 𝑃𝜈(
𝑗−𝑠
𝑛
)
)
𝑃1(

𝑘
𝑛
) + 𝑃𝜈(

𝑗−𝑠
𝑛
)
(
𝑃1(

𝑘
𝑛
)− 𝑃1(

𝑠
𝑛
)
)∣∣∣ 𝑑𝑠.

Рассмотрим компоненты последнего подынтегрального выражения. Известно,
что

∣∣𝑃1(
𝑘
𝑛
)
∣∣ ⩽ 1 и

∣∣𝑃𝜈(
𝑗−𝑠
𝑛
)
∣∣ ⩽ 1. Воспользовавшись леммой 2, получим∣∣𝑃1(

𝑘
𝑛
)− 𝑃1(

𝑠
𝑛
)
∣∣ ⩽ ∣∣ 𝑘

𝑛
− 𝑠

𝑛

∣∣ ⩽ 1
𝑛
,

так как 𝑠 ∈ [𝑘, 𝑘 + 1]. Применяя индукционное предположение и лемму 2,
установим, что∣∣𝑄̃𝜈,𝑛(𝑗 − 𝑘)− 𝑃𝜈(

𝑗−𝑠
𝑛
)
∣∣ ⩽ ∣∣𝑄̃𝜈,𝑛(𝑗 − 𝑘)− 𝑃𝜈(

𝑗−𝑘
𝑛
)
∣∣+

+
∣∣𝑃𝜈(

𝑗−𝑘
𝑛
)− 𝑃𝜈(

𝑗−𝑠
𝑛
)
∣∣ ⩽ 𝐴𝜈

𝑛
+
∣∣∣𝑠− 𝑘

𝑛

∣∣∣ ⩽ 𝐴𝜈 + 1

𝑛
.

Таким образом,

∣∣𝑄̃𝜈+1,𝑛(𝑗)− 𝑃𝜈+1(
𝑗
𝑛
)
∣∣ ⩽ 1

𝑛
𝑁

𝐴𝜈 + 2

𝑛
=

𝑚(𝐴𝜈 + 2)

𝑛
.

Для доказательства индукционного перехода осталось положить 𝐴𝜈+1 =
= 𝑚(𝐴𝜈 + 2).
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3∘. Пусть фиксировано натуральное число 𝑚, отличное от единицы, и зада-
ны точки интерполяции x(0),x(1), . . . ,x(𝑚−1) ∈ ℝ

𝑑. Пусть S𝑟,𝑛(𝑗) — дискрет-
ные сплайны вида (1), удовлетворяющие интерполяционным условиям (2).

ТЕОРЕМА 1. Коэффициенты интерполяционных сплайнов сходятся:

c𝑛(𝑙) −−−→
𝑛→∞

c(𝑙), 𝑙 ∈ 0 : 𝑚− 1.

Если положить

S𝑟(𝑡) =
𝑚−1∑
𝑙=0

c(𝑙)𝑃𝑟(𝑡− 𝑙), 𝑡 ∈ ℝ,

то ∥∥S𝑟,𝑛(𝑗)− S𝑟(
𝑗
𝑛
)
∥∥ −−−→

𝑛→∞
0 равномерно по 𝑗. (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Следуя схеме решения интерполяционной задачи [3,
с. 21], положим ℎ𝑛(𝑙) = 𝑄̃𝑟,𝑛(𝑙𝑛). Условие (2) запишется в виде c𝑛 ∗ ℎ𝑛 = x. Пе-
реходя в спектральную область, получаем эквивалентную систему уравнений

C𝑛(𝑘)𝐻𝑛(𝑘) = X(𝑘), 𝑘 ∈ 0 : 𝑚− 1,

где C𝑛 = ℱ𝑚(c𝑛), 𝐻𝑛 = ℱ𝑚(ℎ𝑛), X = ℱ𝑚(x). Согласно предложению 2,

lim
𝑛→∞

ℎ𝑛(𝑙) = lim
𝑛→∞

𝑄̃𝑟,𝑛(𝑙𝑛) = 𝑃𝑟(𝑙).

Следовательно, последовательность 𝐻𝑛(𝑘) также сходится:

lim
𝑛→∞

𝐻𝑛(𝑘) = lim
𝑛→∞

𝑚−1∑
𝑙=0

ℎ𝑛(𝑙)𝜔
−𝑘𝑙
𝑚 =

𝑚−1∑
𝑙=0

𝑃𝑟(𝑙)𝜔
−𝑘𝑙
𝑚 .

Положим 𝐻(𝑘) = lim𝑛→∞ 𝐻𝑛(𝑘).
Покажем, что 𝐻(𝑘) > 0 для всех 𝑘. Из [1] известно явное выражение для

𝐻𝑛(𝑘):

𝐻𝑛(𝑘) =

⎧⎨
⎩
1, при 𝑘 = 0,(
sin 𝜋𝑘

𝑚

)2𝑟 ∑𝑛−1
𝑙=0

(
𝑛 sin 𝜋(𝑙𝑚+𝑘)

𝑚𝑛

)−2𝑟

, при 𝑘 ∈ 1 : 𝑚− 1.

Ясно, что 𝐻(0) = 1 > 0. Пусть 𝑘 ∈ 1 : 𝑚− 1. Тогда

𝐻𝑛(𝑘) ⩾
(
sin

𝜋𝑘

𝑚

)2𝑟(
𝑛 sin

𝜋𝑘

𝑚𝑛

)−2𝑟

⩾
(
sin

𝜋𝑘

𝑚

)2𝑟(𝜋𝑘
𝑚

)−2𝑟

.
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Таким образом,

𝐻(𝑘) ⩾
(
sin

𝜋𝑘

𝑚

)2𝑟(𝜋𝑘
𝑚

)−2𝑟

> 0.

Итак, 𝐻(𝑘) > 0 для 𝑘 ∈ 0 : 𝑚− 1. Значит, существует предел

lim
𝑛→∞

C𝑛(𝑘) = lim
𝑛→∞

X(𝑘)

𝐻𝑛(𝑘)
=

X(𝑘)

𝐻(𝑘)
.

Следовательно, сходятся и последовательности c𝑛(𝑙). Осталось показать, что
выполнено утверждение (7). Имеем

∥∥S𝑟,𝑛(𝑗)− S𝑟(
𝑗
𝑛
)
∥∥ =

∥∥∥∥
𝑚−1∑
𝑙=0

(
c𝑛(𝑙) 𝑄̃𝑟,𝑛(𝑗 − 𝑙𝑛)− c(𝑙)𝑃𝑟(

𝑗
𝑛
− 𝑙)

)∥∥∥∥ ⩽

⩽
𝑚−1∑
𝑙=0

∥∥∥c𝑛(𝑙) (𝑄̃𝑟,𝑛(𝑗 − 𝑙𝑛)− 𝑃𝑟(
𝑗
𝑛
− 𝑙)

)∥∥∥+
∥∥∥(c𝑛(𝑙)− c(𝑙)

)
𝑃𝑟(

𝑗
𝑛
− 𝑙)

∥∥∥.
В силу предложения 2

𝑄̃𝑟,𝑛(𝑗 − 𝑙𝑛)− 𝑃𝑟(
𝑗
𝑛
− 𝑙) −−−→

𝑛→∞
0 равномерно по 𝑗.

Последовательность c𝑛(𝑙) сходится, поэтому ограничена. Выражение c𝑛(𝑙) −
−c(𝑙) стремится к нулю и не зависит от 𝑗, а величина 𝑃𝑟(

𝑗
𝑛
− 𝑙) не превосходит

единицы. Таким образом, равномерная сходимость (7) доказана.

Заметим, что из формулы (7) следует, что S𝑟,𝑛(𝑙𝑛) −−−→
𝑛→∞

S𝑟(𝑙). Значит,
сплайн S𝑟(𝑡) удовлетворяет интерполяционным условиям

S𝑟(𝑙) = x(𝑙), 𝑙 ∈ 0 : 𝑚− 1.

Кроме того, вектор-функция S𝑟(𝑡) периодична с периодом 𝑚.

4∘. Перейдём к геометрической интерпретации теоремы 1. Рассмотрим дис-
кретный интерполяционный сплайн S𝑟,𝑛(𝑗). Для наглядности соединим отрез-
ками пары соседних точек S𝑟,𝑛(𝑗), S𝑟,𝑛(𝑗 + 1) для 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1. Получим
замкнутую ломаную, проходящую через точки x(0),x(1), . . . ,x(𝑚 − 1). При
этом между соседними точками интерполяции содержится 𝑛 отрезков лома-
ной. При увеличении 𝑛 количество отрезков ломаной будет увеличиваться, но
ломаная по-прежнему будет проходить через точки x(𝑙). Согласно теореме 1,
при неограниченном увеличении 𝑛 построенные ломаные будут стремиться к
кривой, задаваемой вектор-функцией S𝑟(𝑡).
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ПРИМЕР. На рисунках 1–4 штриховыми линиями изображены ломаные,
соответствующие дискретным сплайнам, построенным для различных значе-
ний 𝑛 по одному и тому же набору из восьми точек интерполяции. Кроме
того, на каждом рисунке сплошной линией показана предельная кривая, за-
даваемая вектор-функцией S𝑟(𝑡). Порядок всех сплайнов 𝑟 равен двум. Точки
интерполяции отмечены кружками.
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Рис. 1. 𝑛 = 2
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Рис. 2. 𝑛 = 3
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Рис. 3. 𝑛 = 4
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Рис. 4. 𝑛 = 5

5∘. Пусть 𝑚 и 𝑟 — натуральные числа, 𝑚 ⩾ 2. Обозначим через 𝑊 𝑟 про-
странство 𝑚-периодических вектор-функций f : ℝ → ℝ

𝑑, имеющих абсолютно
непрерывную производную порядка 𝑟 − 1.
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Пусть заданы точки x(0),x(1), . . . ,x(𝑚− 1) ∈ ℝ
𝑑. Рассмотрим экстремаль-

ную задачу

F(f) :=

∫ 𝑚

0

∥∥f (𝑟)(𝑡)∥∥2
𝑑𝑡 → min,

f(𝑙) = x(𝑙), 𝑙 ∈ 0 : 𝑚− 1,

f ∈ 𝑊 𝑟.

(8)

Из предложения 1 следует, что интерполяционный сплайн S𝑟(𝑡) принадлежит
пространству 𝑊 𝑟.

ТЕОРЕМА 2. Интерполяционный сплайн S𝑟(𝑡) является единственным ре-
шением задачи (8).

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть f — произвольная вектор-функция, удовлетворя-
ющая ограничениям задачи (8). Положим h = f − S𝑟. Ясно, что h(𝑙) = 0 при
𝑙 ∈ 0 : 𝑚−1 и h ∈ 𝑊 𝑟. Пусть h(𝑡) =

(
ℎ1(𝑡), . . . , ℎ𝑑(𝑡)

)
, S𝑟(𝑡) =

(
𝜎1(𝑡), . . . , 𝜎𝑑(𝑡)

)
.

Имеем

F(f) = F(h+ S𝑟) =

∫ 𝑚

0

(∥∥h(𝑟)(𝑡)
∥∥2

+ 2
〈
h(𝑟)(𝑡),S(𝑟)

𝑟 (𝑡)
〉
+
∥∥S(𝑟)

𝑟 (𝑡)
∥∥2
)
𝑑𝑡 =

= F(h) + F(S𝑟) + 2
𝑑∑

𝛼=1

∫ 𝑚

0

ℎ(𝑟)
𝛼 (𝑡) 𝜎(𝑟)

𝛼 (𝑡) 𝑑𝑡.

Зафиксируем 𝛼 ∈ 1 : 𝑑. Интегрируя по частям, получаем

𝐿(ℎ𝛼, 𝜎𝛼) :=

∫ 𝑚

0

ℎ(𝑟)
𝛼 (𝑡) 𝜎(𝑟)

𝛼 (𝑡) 𝑑𝑡 = ℎ(𝑟−1)
𝛼 (𝑚) 𝜎(𝑟)

𝛼 (𝑚)− ℎ(𝑟−1)
𝛼 (0) 𝜎(𝑟)

𝛼 (0)−

−
∫ 𝑚

0

ℎ(𝑟−1)
𝛼 (𝑡) 𝜎(𝑟+1)

𝛼 (𝑡) 𝑑𝑡 = −
∫ 𝑚

0

ℎ(𝑟−1)
𝛼 (𝑡) 𝜎(𝑟+1)

𝛼 (𝑡) 𝑑𝑡.

Проведя интегрирование по частям ещё 𝑟 − 2 раза, придём к равенству

𝐿(ℎ𝛼, 𝜎𝛼) = (−1)𝑟−1

∫ 𝑚

0

ℎ′
𝛼(𝑡) 𝜎

(2𝑟−1)
𝛼 (𝑡) 𝑑𝑡.

В силу предложения 1 функция 𝜎
(2𝑟−1)
𝛼 (𝑡) постоянна на каждом интервале

вида (𝑘, 𝑘 + 1), где 𝑘 — целое. Поэтому

𝐿(ℎ𝛼, 𝜎𝛼) = (−1)𝑟−1

𝑚−1∑
𝑘=0

∫ 𝑘+1

𝑘

ℎ′
𝛼(𝑡) 𝜎

(2𝑟−1)
𝛼 (𝑡) 𝑑𝑡 =

= (−1)𝑟−1

𝑚−1∑
𝑘=0

(
ℎ𝛼(𝑘 + 1)− ℎ𝛼(𝑘)

)
𝜎(2𝑟−1)
𝛼 (𝑘 + 0) 𝑑𝑡 = 0.
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Итак, F(f) = F(h) +F(S𝑟). Следовательно, F(f) ⩾ F(S𝑟), поэтому S𝑟 явля-
ется решением задачи (8).

Проверим единственность решения. Если F(f) = F(S𝑟), то F(h) = 0. Зна-
чит, h(𝑟)(𝑡) = 0 почти везде на отрезке [0,𝑚]. Тогда вектор-функция h(𝑟−1)

постоянна на [0,𝑚], а в силу 𝑚-периодичности — и на всей вещественной
оси. Следовательно, h(𝑡) — многочлен с векторными коэффициентами. Но
единственный периодический многочлен — постоянная функция, что вместе
с условием h(0) = 0 приводит к тождеству h(𝑡) ≡ 0. Таким образом, имеем
f = S𝑟, что доказывает единственность решения (8).
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